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Prefazione 



Questo testo di Meccanica e Termodinamica è indirizzato agli studenti 
dette facoltà di Ingegnerìa e di Scienze: esso copre il programma del corso di 
Fisica impartito al primo anno nelle Università italiane. 

Poiché lo svolgimento dei corsi del primo anno non è tale, in generale, da 
fornire in tempo agli studenti le conoscenze di matematica che seivono per il 
corso di fìsica, abbiamo preferito rendere questo libro per quanto possibile 
autosufficiente da questo punto di vista, includendo in esso, via via che ser- 
vono, le necessarie nozioni di matematica (completate dal prontuario di for- 
mule riportate nella parte terza del volume). Questi elementi dì matematica, 
sviluppati nel corso di fìsica in termini assai meno generali rispetto ai corsi di 
Analisi, sono propedeutici, a nostro avviso, non solo al corso di fisica, ma 
anche agli stessi corsi di analisi, poiché introducono agli studenti la motiva- 
zione storica e applicativa di concetti che nei corsi di matematica vengono poi 
svolti con una generalità che ne incrementa l'efficacia, ma anche l'astrattezza. 
Tuttavia la veste tipografica dei paragrafi dedicati alla matematica é tale da 
evidenziarli visivamente rispetto a quelli dì fisica, cosicché lo studente che non 
ne senta la necessità possa saltarli agevolmente. 

Quanto agli argomenti di fisica, abbiamo posto particolare cura nel far 
procedere il ragionamento lungo la logica induffivo-deduttiva caratteristica del 
metodo scientifico, in modo che lo studente acquisisca non solo le necessarie 
nozioni dì meccanica, ma anche e soprattutto quella base metodologica che è 
indispensabile bagaglio culturale per un professionista delle discipline tecnico- 
scientifiche. Per raggiungere questo obiettivo, è però necessario non solo stu- 
diare il testo, ma anche svolgere gli esempi e gli esercizi che ne sono irrinun- 
ciabile parte integrante. Per facilitare questo compito, abbiamo fornito in 
fondo a ogni capitolo dei suggerimenti alla soluzione degli esercìzi, in modo 
che lo studente in difficoltà possa trovare comunque degli spunti per proce- 
dere, prima di rinunciare e guardare la soluzione completa riportata nelle 
Appendici. 

L'insieme degli argomenti presentati nel testo - comprensivi di un ampio 
capìtolo dedicato ai sistemi rigidi; di un intero capitolo su problemi d'urto; di 
un capitolo sulla meccanica dei fluidi; di un capitolo sui fenomeni ondulatori 
e di uno sulla relatività ristretta - è in certa misura ridondante rispetto a! 
tempo destinato alla fisica nei corsi di laurea diversi da quello in Fisica. 

Pertanto questi argomenti sono stati presentati in modo che il docente 
possa, volendo, saltare gli ultimi paragrafi di ogni capitolo o uno qualunque 
degli ultimi quattro capìtoli di meccanica senza che ne risulti minimamente 
compromessa la concatenazione logica del ragionamento. 



Parte prima 

Meccanica 



Capitolo primo 

Il metodo scientifico 



I I. Introduzione 



u^V'f Ca sì , occupa di descrivere e interpretare i fenomeni naturali 
usando il metodo saentiitvo. 

II metodo scientifico, le cui basi furono poste da Galileo Galilei pro- 
cede sostanzialmente attraverso i seguenti passi: 

a) la schematizzazione. Ogni fenomeno naturale, anche il più semplice è in 
generale notevolmente complesso, perché al suo svolgimento concor- 
rono molte cause, non sempre riproducibili. Ad esempio dopo che 
abbiamo lanciato un sasso, il moto di questo, determinato principal- 
J S' 3 -^ 23 /,?, 50 '. e condizionato però anche dall'azione di frena- 

Enti f . all ana ' t* eVentUalÌ C0lpi dì vent0 ' da PossìbtJi sfarfal- 
lamenti dovuti alla sua forma irregolare, ecc 

La schematizzazione mira ad analizzare il fenomeno per gradi concen- 
trando m prima istanza l'attenzione sulla causa dominante (nel caso in 
esame, la forza peso) eliminando invece tutte le cause accessorie e 
segnatamente quelle aleatorie e non riproducibili. Tutte queste compii- 
cazioni potranno eventualmente essere prese in considerazione in un 

^t l? 0 ' e ,P° tranno ^sere trattate di solito zomt perturbazioni 
uei lenomeno più semplice. 

co'n'n^ 111 ^^^ 0116 ,^ 1111 ' 0 ^ ta sostituzi <™ del fenomeno naturale 
con un mo{Mfo semphficato di esso (nel caso in esame, il modello potrà 
essere rappresentato da un sasso sferico che si muove n una regione di 

TZl r P ° S f ^ Hberata dall ' aria) ' L0 studi0 del modello consent 
?r a lt h c ° rreJa .^! oni Qualitative tra enti fisici essenziali (per esempio 
tra periodo di osculazioni e lunghezza di un pendolo, oppure tra pen- 

ficat Z a \t^h f C H a 6 Vel ° CÌta dÌ arn ' V0 ecc '> in una descrizione sempli- 
iicata suscettibile di essere successivamente modificata introducendo via 
via le vane complicazioni accessorie (per esempio attriti). 

* } °Ì e C0Sti,uisce un insieme ^ procedure e convenzioni, che 

permettono di associare un numero seguito da un'unità di misura ad 
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ogni ente fisico individuato come essenziale nel processo di schematiz- 
zazione (per esempio, una grandezza fisica detta lunghezza, in metri, 
relativa al filo che sostiene la massa oscillante nel pendolo, oppure una 
grandezza fìsica, detta velocità, in metri al secondo, relativa alla rapidità 
con cui il corpo, che scivola sul piano inclinato, cambia la sua posizione 
al passare del tempo ecc.). Una grandezza fisica può giocare un ruolo 
nell'ambito del metodo scientifico solo se definita in modo operativo, 
cioè, se per essa sono date delle regole precise ed universali che consen- 
tano di misurarla. 

Osservazione sperimentale c) U osse inazione sperimentale dì correlazioni quantitative tra ì valori nume- 
rici delle misure delle grandezze fisiche che sono coinvolte nel feno- 
meno. Queste correlazioni quantitative vengono, di solito, presentate in 
forma di tabelle, grafici o formule matematiche. 

Le §SÌ d) La organizzazione dei risultati delle osservazioni nella forma di leggi che 

governano il fenomeno. Queste leggi saranno rappresentate di norma da 
relazioni matematiche fra i valori delle grandezze coinvolte nel fenomeno 
stesso. Ad esempio si troverà nel caso del lancio dì un sasso che, a parità 
di ogni altra condizione, la distanza da cui il sasso cade è quattro volte 
più grande se raddoppia la velocità v 0 con cui esso è stato lanciato; ecc. 

Previsione e ) La previsione di nuovi fenomeni. Usando cioè le leggi ricavate da osser- 

vazioni eseguite in certe condizioni, si calcola il risultato che ci si 
attende quando il fenomeno si svolge in condizioni diverse: ad esempio 
si calcola dove ci sì aspetta che il sasso debba cadere quando venga lan- 
ciato ad un angolo diverso, oppure se esso ha una massa diversa, ecc. 

Verifica sperimentale f) La verifica sperimentale delle previsioni: cioè il controllo, mediante misu- 

razione dei risultati, che nelle nuove condizioni il fenomeno si svolge 
effettivamente così come ie leggi hanno consentito di calcolare e preve- 
dere. 

Questo metodo si è rivelato un formidabile strumento per allargare e 
approfondire la conoscenza di vastissime categorie di fenomeni naturali. 

Molto spesso, i modelli dei fenomeni naturali realizzati a puro scopo 
conoscitivo hanno mostrato anche una loro utilità pratica, e hanno avuto 
poi una loro autonoma vita: si pensi, ad esempio, ai motori termici, o a 
innumerevoli apparecchi elettrici. 

Tutto ciò ha consentito alla civiltà occidentale, che ha adottato sistema- 
ticamente il metodo scientifico, di acquisire straordinaria floridità e 
potenza. Cionondimeno, il metodo scientifico incontra notevoli difficoltà 
**-nHn s i tratti di studiare fenomeni in cui non sia semplice individuare 
< ■ >tà fra moltissime cause concorrenti a determinarne l'evoluzione. 

_ ' . .. e semplice, ad esempio, trattare scientificamente i fenomeni bio- 
logici oppure quelli connessi con la patologia o con la pratica dell'agopun- 
tura: In questi casi, altri approcci conoscitivi (ad esempio basati sulla analo- 
gia) possono risultare più efficaci. Noi tuttavia limiteremo la nostra atten- 
zione al metodo scientifico. 



1.2. Definizione operativa delle grandezze fisiche 

Quel momento del metodo scientifico che tende a organizzare i risul- 
tati delle osservazioni nella forma di leggi generali viene detto induttivo; il 
momento invece in cui le leggi generali vengono usate per calcolare e pre- 
vedere i risultati relativi ai casi particolari che via via interessano viene 
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detto deduttivo. Entrambe queste fasi si basano sulla condizione che le 
grandezze coinvolte nel fenomeno possano essere quantificate, cioè 
espresse tramite numeri. 

In effetti, una grandezza fisica la si ritiene definita («definizione opera- 
tiva») quando sia stato specificato il modo in cui essa può essere misurata, 
cioè espressa tramite un numero (ricavato dalla osservazione) che la carat- 
terizza. Una condizione essenziale è che il risultato della misura sia riprodu- 
cibile, cioè che la misurazione eseguita sulla stessa grandezza (nelle stesse 
condizioni) fornisca lo stesso numero indipendentemente dal soggetto che 
esegue la misura o, come sì dice, indipendentemente dallo sperimentatore. 

In questo libro verrà data, via via che ne sentiremo l'esigenza, la defi- 
nizione operativa di molte grandezze fisiche, e ciò servirà anche a meglio 
approfondire il concetto di misura: processo che a volte viene eseguito in 
maniera diretta (cioè mediante confronto fra grandezze omogenee, ad esem- 
pio fra lunghezze se di lunghezze stiamo parlando) ma che spesso è più 
comodo o addirittura necessario compiere in maniera indiretta (cioè misu- 
rando grandezze diverse da quella in esame, il cui valore sia però legato, 
tramite leggi note, alla grandezza che si vuole misurare). In questo para- 
grafo e nel prossimo discutiamo la definizione operativa di due grandezze 
fisiche di carattere geometrico, cioè la lunghezza (ad esempio la lunghezza 
di uno spigolo di una lastra metallica rettangolare) e Varca (ad esempio 
l'area della superfìcie della stessa lastra). 

Per giungere alla definizione di misura diretta, i passi da compiere sono 
sostanzialmente i seguenti: 

a) Si stabilisce un criterio di confronto fra due grandezze qualunque appar- 
tenenti alla categoria in esame, in base al quale sia possibile definire il 
concetto di uguaglianza fra grandezze omogenee. 

Nel caso della grandezza fisica lunghezza ci limitiamo a considerare, per 
semplicità, segmenti rettilinei. Il criterio di confronto tra due segmenti si 
basa sulla capacità dì accertare la sovrapposizione geometrica degli 
estremi dei segmenti a confronto. In base a questo criterio di confronto, 
due segmenti si dicono avere la stessa lunghezza se i due estremi del 
primo possono essere simultaneamente portati a coincidere con i due 
estremi del secondo. 

Nel caso di linee curve il concetto di lunghezza può essere facilmente 
esteso a partire dalla lunghezza di segmenti rettilinei. Basterà pensare 
spezzata la linea curva in una serie di corde tanto numerose, e quindi 
tanto piccole, da avvicinarsi quanto si vuole alla configurazione geome- 
trica della linea curva considerata. In pratica si usano dei campioni 
deformabili (ad esempio uno spago o un «metro da sarto») per i quali si 
ammetta che, al variare della forma, non cambi la lunghezza. 
In pratica, i due segmenti, le cui lunghezze si vogliono confrontare, ven- 
gono disposti uno di fianco all'altro con un estremo coincidente. Se 
anche l'altro estremo coincide, le lunghezze dei due segmenti (dei due 
spigoli) sono uguali per definizione; in caso contrario è maggiore la lun- 
ghezza di quel segmento che copre completamente l'altro. 

b) Il secondo passo per la misura consiste nel definire il criterio di somma 
di due grandezze fisiche omogenee. 

Nel caso delle lunghezze, la lunghezza a è per definizione pari alta somma 
delle due lunghezze b e c, se disponendo uno dì seguito all'altro sulla 
stessa retta i segmenti b e c (il primo estremo di c coincidente con il se- 
condo estremo di b), quando il primo estremo di a coincide con il primo 
estremo dì b il secondo estremo di a coincide con il secondo estremo di e. 
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Una volta definita la somma, risultano definiti i multipli e i sottomultipli 
di una certa lunghezza a. Un segmento b ha lunghezza pari ad na (con 
n intero), quando la sua lunghezza è pari alla somma delle lunghezze di 
n segmenti di lunghezza a; un segmento b ha lunghezza a : n = aiti 
quando, sommandolo ad altri (n - 1) segmenti di pari lunghezza, si 
ottiene una lunghezza pari ad a. 

c) Come terzo passo, occorre operare la scelta dell'unità di misura 0 cam- 
pione per la grandezza fisica considerata. Nel caso di lunghezze si sceglie 
un regolo campione, la cui lunghezza viene convenzionalmente assunta 
aver valore 1 (unità di misura delle lunghezze). Secondo una conven- 
zione internazionale ormai universalmente adottata, l'unità di misura 
delle lunghezze è la lunghezza di un regolo di platino-iridio depositato 
al Bureau des Standards di Parigi (metro campione). Il campione di 
lunghezza è dato anche, in modo più universale, in termini di lun- 
ghezza d'onda di una determinata radiazione luminosa. Dal 1960 il 
metro campione è definito come una lunghezza 1.650.763,7 volte la lun- 
ghezza d'onda nel vuoto della riga spettrale rosso-arancio dell'atomo dì 
cripton. 

Ciò fatto, siamo finalmente in grado di definire operativamente la gran- 
dezza fisica lunghezza, specificando l'operazione che va compiuta per misu- 
rarla; operazione consistente nel confrontare la lunghezza incognita coi 
multipli e sottomultipli dell'unità di misura. La misura del lato della nostra 
lastra di lamiera vale ad esempio (in cifre decimali) 2,124 metri, se esso ha 
lunghezza pari a quella della somma di due regoli di lunghezza 1 metro, più 
un regolo di lunghezza 1/10 di metro (decimetro), più due regoli di lun- 
ghezza 1/100 di metro (centimetro), più 4 regoli di lunghezza 1/1000 di 
metro (millimetro). Per facilitare l'operazione di misura, vengono costruiti 
dei regoli su cui sono direttamente indicati, mediante tacche numerate, i 
multipli e sottomultipli della unità di misura. 

Se di una certa lunghezza incognita si esegue la misura ripetutamente 
(/i volte) cercando di raggiungere il livello di precisione massimo consentito 
dagli strumenti in nostro possesso, sì riscontra in generale che i risultati 
non sono tutti fra di loro uguali, ma fluttuano leggermente intorno a un 
certo valore. Nel caso in esame, si potrà ottenere ad esempio una sequenza 
del tipo: 2,124; 2,123; 2,124; 2,125; 2,126; 2,124; ecc. Queste fluttuazioni 
sono dovute a errori casuali di varia natura (allineamento non perfetto; 
variazioni di lunghezza del regolo; ecc.). 

Un modo conveniente per rappresentare gli errori è quello di riportare 
le misure in un grafico (detto istogramma) dei tipo di quello mostrato in 
figura. Questa distribuzione dei risultati delle misure consente immediata- 
mente di ricavare una stima dell'errore tipico da cui è affetta ogni singola 
misura. 

Nell'esempio riportato, vediamo che circa il 70% dei risultati giacciono 
in un intervallo di ampiezza A/ = 4 mm. Si usa allora dire che la misura / 

ha un errore standard o pari a o = -~ = 2 mm, e si scrive: 



l ± o (nell'esempio in esame, / = 2,124 ± 0,002 m) 

una S S?rf dÌ Cl ? e vi è una P rob abiÌ'tà di circa il 30% che il risultato di 
una misura capiti all'esterno di un intervallo di ampiezza 2 a. 
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È questa una procedura che viene adottata sistematicamente in fisica. Ogni 
volta che si sente l'esigenza di introdurre una nuova grandezza, la scelta 
della sua unità di misura viene fatta in un primo momento in maniera del 
tutto arbitraria. Se tuttavia, in seguito, sperimentando su tale grandezza si 
trova che essa è legata da una legge generale (rappresentata da una equa- 
zione matematica) ad altre grandezze fisiche, la sua unità di misura viene 
scelta in modo da rendere l'equazione la più semplice possibile dal punto 
Sistema di unità di misura di vista numerico. SÌ costruisce cosi quello che si chiama un sistema dì 

unità di misura. 

Grandezze fondamentali Una grandezza, come la lunghezza, per la quale l'unità di misura sia 

scelta arbitrariamente (come è per il metro) viene detta fondamentale; una 
grandezza invece, come l'area, la cui unità di misura sia legata all'unità di 
misura di altre grandezze (metro quadrato) al fine di semplificare la strut- 

Grande2zc derivate tura numerica di una legge, viene detta grandezza derivata. La legge che 

lega la grandezza derivata alle grandezze fondamentali fornisce in generale 
anche un modo per eseguirne la misura in maniera indiretta: ad esempio 
l'area del rettangolo può essere ricavata misurando i lati, e poi calcolando 
l'area stessa tramite la [1.2]. 

Va notato che una volta scelto il metro quadrato come unità di misura 
delle aree, mentre l'area del rettangolo è espressa dalla [1.2], l'area di altre 
figure geometriche è espressa da una legge del tipo 

A=fab [1.3] 

dove a e b sono due lunghezze caratteristiche della figura, ed / è un 
Fattore di forma numero caratteristico della forma della figura {fattore di forma). Ad esempio 

per Ì triangoli a e b sono base ed altezza, ed /vaie 1/2; per i cerchi sia a 
che b sono pari al raggio r, mentre / vale n; ecc. 

Questa constatazione si presta a due osservazioni. La prima è che per 
una grandezza derivata la scelta dell'unità di misura presenta comunque un 
certo grado di arbitrarietà. Ad esempio si potrebbe scegliere - se Io si rite- 
nesse più comodo - come unità di misura delle aree l'area del cerchio di 
raggio 1 metro; in tal caso per l'area A del cerchio varrebbe la semplice 
legge A = r 2 , mentre per ì rettangoli la [1.2] diverrebbe A = ab/n. L'altra 
osservazione è che l'area A di qualunque figura è proporzionale tramite il 
coefficiente puramente numerico / («numero puro») al prodotto di due 
lunghezze. Ciò si esprime scrivendo 

[A] - [L] ■ [L\ = [L 2 ] [1.4] 

Equazione dimensionale La [1.4] viene detta 1' 'equazione dimensionale dell'area, e si legge dicendo 

che Varca ha le dimensioni fìsiche del prodotto di due lunghezze o di una lun- 
ghezza al quadralo. 




Un'altra grandezza fisica derivata dalla grandezza fondamentale lun- 
ghezza è V angolo, cioè la porzione di piano compresa tra due semirette con 
origine comune. L'angolo 9 è misurato come rapporto tra la lunghezza x 
dell'arco di cerchio di raggio R e la lunghezza del raggio stesso: 



Angolo 
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Le dimensioni fìsiche di un angolo corrispondono ai rapporto tra due lun- 
ghezze. L'angolo, dunque, è una grandezza fisica adimensionale (numero Grandezze adimensionali 
puro) e la sua unità di misura è il radiarne. In radianti un angolo può Radiante 
andare dal valore minimo 9 = 0 (quando x = 0) al valore massimo 6 = 2n 
(quando x - 2tiR, cioè l'intera circonferenza). 

La relazione tra la misura in radianti e la misura in gradi di un angolo, 
deriva dalla proporzione: 

9<rad> : 2 ti = 6 (GRAD!) : 360° 

da cui 



2n 
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Per come sono state definite le dimensioni fìsiche, le dimensioni dei 
due membri di una qualunque equazione fisica devono essere fra di loro 
uguali (ad esempio le dimensioni di entrambi i membri della 1.3 sono 

quelle di una lunghezza al quadrato); o, come si dice, qualunque equazione Omogeneità dimensionale 
fisica è dimensionalmente omogenea^ sia essa una legge ricavata diretta- 
mente dagli esperimenti, ovvero mediante elaborazioni matematiche di una 
tale legge. 

Ovviamente, anche la scelta su quali grandezze considerare fondamen- 
tali e quali derivate è arbitraria, e subordinata a considerazioni di comodità: 
in linea di principio, si potrebbe considerare l'area A come grandezza 
fondamentale e la lunghezza L come grandezza derivata dì dimensioni 

m = Wa] = \A m ). 

_ In meccanica, introdurremo molte grandezze fisiche dandone la defini- 
zione operativa; e di solito sarà possibile trovare una legge che lega la gran- 
dezza introdotta ad altre grandezze fisiche. A conti fatti resteranno tre sole 

grandezze fondamentali. Nel sistema metrico internazionale SI (il sistema Sistema metrico intemazio- 
di unità di misura convenzionalmente adottato a livello internazionale, che naie 
anche noi useremo) le grandezze fondamentali, oltre alla lunghezza L, sono 
la massa M e il tempo Tfche definiremo più avanti); e le relative unità di 
misura sono metro m, kitogrammo kg e secondo s. Qualunque altra gran- 
dezza fisica potrà essere dimensionalmente espressa tramite le tre gran- 
dezze fondamentali: vedremo ad esempio che un'accelerazione ha dimen- 
sioni [L] [T~*\; una forza [M] [L] [T~ 2 ]; una densità [Jtf] [ZT 3 ]; ecc. ecc. 



Esempio 



E.I.l. Un pendolo è cosiimiio da una pallina dì piombo dì massa m = 30 grammi, 
appesa a un filo di cotone di lunghezza I = / meno. Misurando con un crono- 
metro, sì trova che esso oscilla con un perìodo T dì circa 2 secondi, cioè esso 
impiega circa 2 secondi a compiere ogni oscillazione. Calcolare, in base a con- 
siderazioni dimensionali, il valore T del perìodo quando la lunghezza del pen- 
dolo viene portata a I' = 25 cm e la massa ad m' = 50 grammi. 

Il pendolo è caratterizzato da due sole grandezze fisiche, la sua lunghezza / e la 
sua massa m\ le sue oscillazioni sono determinate dalla forza peso, caratterizzata 
dalla accelerazione di gravità g (la massa m e l'accelerazione di gravità g verranno 
definite in seguito; ci basta però qui far riferimento alle nozioni generali che certa- 
mente il lettore possiede al riguardo). Il periodo T dovrà dunque essere espresso 
tramite le tre grandezze /, m e g; il modo più semplice è che sia: 

T= K l a m® g"* [1.5] 



dove K è un numero puro, e a p e v sono tre esponenti da determinarsi. Per la con- 
dizione della omogeneità delle equazioni fisiche, il secondo membro della [1.5] deve 
avere, cosi come il primo membro, le dimensioni di un tempo. Deve cioè essere 

[L a ] ■ [M p ] • \{L T- 2 y\ = [71 [1.6] 

dove si è usato il fatto che lunghezza e massa sono grandezze fondamentali (di 
dimensioni \L] ed [Af] rispettivamente), mentre g ha dimensioni [L T~ 2 ]. La [1.6] 
può anche essere scritta 

[F* 1 ] ■ [M 9 ] • IT' 2,1 ] = IH [1.7] 

Uguagliando gli esponenti delle grandezze che compaiono nei due membri della 
[1.7] sì ha: 



a + v = 0 
p = 0 
-27 = 1 

La [1.5] diviene dunque 



da cui: p = 0; y = — j-; a - - y = [1.8] 



r= Ki u2 g- m = KÌp^ 

m po, r is 



[1.9] 



Vedremo in effetti a suo tempo, risolvendo l'equazione dinamica del pendolo, che 
il suo periodo vale 7*= 2nw— — . Dalla [1.9] risulta che il periodo Tè proporzio- 



nale alla radice quadrata della lunghezza / ed è indipendente dalla massa m del 
pendolo. Se dunque la lunghezza si riduce a un quarto, il periodo si dimezza, e vale 
dunque circa 1 secondo (indipendentemente da quanto sia la massa m). 



1.4. La grandezza fisica «tempo» 

In fisica, il concetto di intervallo di tempo deriva dal concetto intuitivo 
di tempo come sequenza di diversi stati mentali. Una definizione di tempo, 
da questo punto di vista, è diffìcile. Si potrebbe dire, con il linguaggio 
comune, che l'intervallo di tempo è quanto dobbiamo aspettare perché una 
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cosa succeda. Fortunatamente, per quello che serve in fìsica, la cosa più im- 
portante è misurare il tempo, più che definirlo in modo più o meno filosofico. 

Coerentemente con lo schema generale di definizione operativa di qua- 
lunque grandezza fisica, occorre stabilire prima di tutto un criterio di con- 
fronto tra intervalli di tempo. In questo caso ci si basa sulla capacità di 
accertare la contemporaneità dì due eventi (per esempio, tra lo sparo dì 
start e lo scatto dei concorrenti in una gara di corsa). 

Il concetto di uguaglianza dì due intervalli di tempo è facilmente legato 
alla coincidenza temporale tra gli istanti iniziali (start) e finali (stop) dei due 
intervalli confrontati. 

Un intervallo di tempo si dice somma di due intervalli successivi di 
tempo, se il suo inizio coincide con l'inizio del primo intervallo e la sua fine 
coincide con l'istante di fine del secondo intervallo. 

Lo strumento che misura gli intervalli di tempo è detto contasecondi 
od orologio. 

Un orologio è uno strumento basato su un fenomeno che si ripete con 
regolarità: un pendolo che oscilla per azione della forza peso, un bilancere 
che oscilla per azione di una molla, un cristallo (per esempio di quarzo) che 
vibra, ecc. Per verificare che l'orologio sia riproducibile (cioè che il feno- 
meno su cui esso si basa si «ripete effettivamente con regolarità») si as- 
sume per ipotesi che qualche categoria di fenomeni sia rigorosamente ripeti- 
tiva. Per lungo tempo si è fatto riferimento ai fenomeni astronomici (il 
moto dei pianeti, e in particolare della Terra, intorno al Sole; la stessa rota- 
zione della Terra sul suo asse; ecc.). Oggi si sa che non esiste fenomeno 
astronomico rigorosamente ripetitivo: gli orologi concettualmente più sod- 
disfacenti sono quelli basati sulla oscillazione di un raggio di luce avanti e 
indietro fra due traguardi fissi; e quelli più precisi sono basati su fenomeni 
atomici. Tuttavia per tutti gli sviluppi che noi faremo in meccanica classica 
(escludendo cioè le considerazioni di Teoria della Relatività, cui dediche- 
remo uno spazio piuttosto modesto) sarà sufficiente far riferimento alla pre- 
cisione propria degli orologi classici, basati su fenomeni meccanici e tarati 
in rapporto a fenomeni astronomici. 

Considerato dunque un fenomeno ripetitivo (ad esempio l'oscillazione 
di un bilancere), diremo che esso avviene in un secondo se esso si ripete 
86400 volte nel corso del giorno solare medio (diremo anche che l'orologio 
basato su quel fenomeno batte il secondo). Noi faremo l'ipotesi che tutti gli 
orologi battano rigorosamente il secondo. 

Considerati ora due qualunque eventi, rappresentati ad esempio dal- 
l'inizio e dalla fine di un certo fenomeno, diremo che fra i due eventi sono 
passati 7 secondi (o che i due eventi sono separati da f secondi; o che il 
fenomeno è durato 7 secondi) se nel frattempo l'orologio ha compiuto 7 
oscillazioni; se 7 vale zero, i due eventi si dicono in sincronismo 

Si dice anche che un certo evento è avvenuto all'istante 7, se quel- 
l'evento è separato 7 secondi da un evento di riferimento (detto origine dei 
tempi): 7 è positivo se l'evento è accaduto dopo l'evento di riferimento, 
negativo nel caso contrario. Come noto, l'orìgine dei tempi del nostro 
calendario è posta alle ore zero del primo gennaio del primo anno dell'era 
cristiana. Tuttavia spesso, per descrivere l'evoluzione di un cerio fenomeno, 
si preferisce scegliere come origine dei tempi l'istante di inizio del feno- 
meno stesso. Un orologio che possa essere fatto partire in sincronismo con 
un certo evento viene detto un cronometro 

Orologi diversi vengono sincronizzati quando essi vengono regolati in 
modo da segnare tutti lo stesso tempo in corrispondenza di un determinato 
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evento. Per sincronizzare gli orologi sì usa trasmettere, vìa radio, un 
segnale orario sincronizzato con un orologio di riferimento: si tratta di un 
metodo approssimato, perché il segnale orario impiega un certo tempo per 
percorrere la distanza che separa l'orologio da sincronizzare dall'orologio di 
riferimento; tuttavia questo effetto è trascurabile per la maggior parte degli 
scopi pratici. 



1.5. Relazioni funzionali 

Molto spesso, le grandezze fisiche che compaiono nella descrizione di un feno- 
meno non sono costanti, ma il loro valore può cambiare sia spontaneamente che a 
seguito di un nostro intervento: il tempo, la temperatura dell'ambiente, l'angolo 6 
che un pendolo forma con la verticale, sono esempi esplicativi di questa circo- 
stanza. 

Queste grandezze vengono dette variabili. 

Capita spesso che una variabile cambi di valore in conseguenza - o in rela- 
zione - al cambiare del valore di un'altra variabile: sì dice allora che una variabile è 
funzione dell'altra. Più precisamente si dice che una variabile y è funzione di 
un'altra variabile x quando esiste una legge di corrispondenza tra il valore di y ed il 
valore di x. Si può considerare la variabile x come variabile indipendente e la y 
come variabile dipendente. Si usa scrivere: 

y = f(x) ovvero y = y(x) («y funzione di x») . 

Funzioni a un sol valore Se per ogni valore di x il valore di y risulta univocamente determinato, la fun- 

zione sì dice univoca; se, inoltre, a ogni valore di y corrisponde un solo valore di x, 
la funzione si dice biunivoca (o funzione a un sol valore). 



Esempi 

E.I.2. La temperatura T dell'ambiente è, in ogni località, funzione del tempo i: 
T = T(t). Un termometro con registratore a carta, ad esempio, consente di regi- 
strare tale funzione. Ad ogni valore del tempo corrisponde un preciso e unico 
valore della temperatura: la funzione 7"(r) è univoca. Viceversa, un determinato 
valore della temperatura può presentarsi molte volte, per diversi valori della varia- 
bile tempo: la funzione non è biunivoca. 



E.I.3. La pressione atmosferica p si misura col barometro. Supponiamo che un 
barometro sia installato su un pallone aerostatico. Via via che aumenta la quota z 
del pallone, si troverà che la pressione p diminuisce. Fissate le condizioni atmosfe- 
riche, ad ogni valore della quota z corrisponde un preciso valore di p. La pressione 
dì p è dunque funzione della quota z: p = p (z). Se la quota è diversa, la pressione 
p è diversa: la funzione p (z) è una funzione a un sol valore. 

Esistono molti modi diversi per esprimere una funzione, cioè per rappresentare 
la legge che lega fra di loro due variabili. 



1.5.1. Rappresentazione tabulare 

Rappresentazione tabulare Consiste nello scrivere una tabellina, nella quale su due colonne parallele ven- 

gono rappresentati, uno vicino all'altro, valori corrispondenti delle due variabili. 

f 



Variabili 
Funzioni 
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Esempio 

E.I.4. In una certa località, la temperatura ambiente Eviene misurata ogni tre ore, 
a partire dalle tre di mattina fino alla mezzanotte. Il giorno t gennaio sono stati 
rilevati i seguenti valori della temperatura (espressi in gradi centigradi): -0,1; 
- 1,0; +2,9; +7,1; +9,3; +6,1; +3,3; +0,8. Esprimete la funzione 7" (funzione 
del tempo r) in forma tabulare. 

La funzione T(t) è espressa dalla seguente tabella: 



lempo t 
{data e ora) 


temperatura T 
(gradi centigradi) 


1/1 ore 3 


-o,i 


1/1 » 6 


- 1,0 


1/1 » 9 


+ 2,9 


1/1 » 12 


+ 7,1 


1/1 » 15 


+ 9,3 


1/1 » 18 


+ 6,1 


1/1 » 21 


+ 3,8 


1/1 » 24 


+ 0,8 



La forma tabulare e quella in cui, spesso, vengono posti ì risultati sperimentali 
via via che li si ricava dalle misure. Alla semplicità di questa rappresentazione si 
contrappone la scarsa efficacia e maneggevolezza. In particolare, la tabella esprime 
solo i valori che la variabile dipendente (nel nostro esempio la temperatura) 
assume in corrispondenza di alcuni particolari valori della variabile indipendente 
(tempo). E chiaro invece che la temperatura aveva dei precisi valori anche in corri- 
spondenza di ogni altro valore del tempo, ed è solo per colpa di manchevolezze nel 
dispositivo di misura (che registra il valore della temperatura solo a certe ore) e/o 
della tecnica di rappresentazione della funzione, che noi conosciamo la temperatura 
solo a certe ore. 



1.5.2. Rappresentazione grafica 

retta 1 JfJn[ Ì t dÌ . Lina , V A r ? l ì Ì r X P ° SSOn ° essere ra PP resentati graficamente su una Rappresentazione arafica 
retta orientata (asse). A tal fine si prende convenzionalmente sulla retta una origine 
u, cornspondente allo zero della variabile x; si sceglie un orientamento come posi- 
tivo (di solito si sceglie come positivo il verso da sinistra verso destra, e noi ci atter- x 

remo a_questa convenzione); si sceglie una unità di ntisum per le lunghezze Un • • 

valore x della variabile x è rappresentato dal punto P che si trova alla distanza O P 

(misurata nelle unità di misura scelte) pari a x dall'origine, a destra o a sinistra a 
seconda che x sia positivo o negativo (corrispondenza biunivoca fra i punti della 
retta e i numeri reali) 



L'asse rappresentativo della. variabile viene detto asse coordinato, e il numero x Coordinala, ascisse e ordinata 
e aeuo la coordinata di P. 

0 1 2 3 4 5 



viene detto la coordinata di P. 

t a .,u eT com , odi 1 t . à ' sull'asse coordinato vengono spesso indicati con opportune 
tacche ì multipli ed eventuali sottomultipli dell'unità di misura. 
n »nt V- SCeIg0n ° due assi c00rdinati f ™ '°ro ortogonali, con l'origine nel loro 
n- . a ' in contro, viene a stabilirsi una corrispondenza biunivoca fra i punti del 
«Slh'r d,vlduat / °. dai due assi e le coppie ordinate di numeri reali assunti da due 
variaom x e y (sistema di assi cartesiani). Sull'asse orizzontale (detto asse delle 
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ascisseo delle x) sì rappresenta usualmente la variabile indipendente; sull'asse ver- 
ticale (asse debordinole o delle y) la variabile dipendente. La coppia ordinata di 
numeri reali x, y corrispondente al punto Pè data dalle coordinate, sui due assi, 
delle proiezioni P x e P y del punto P sull'asse x e y rispettivamente. 



i _ 

' y 



o! 



tenpe riluca H Ù C) 



j . ■ 

o ì . 



te & ha 



y(x) 



'= f(x) 




13 21 ?4 
ItmpQ 1 4 (tre) 



Esempio 

E.I.5. La rappresentazione grafica della funzione tabulata nell'esempio 1.3 è quella 
mostrata in questa figura, in cui l'asse delle ascisse si riferisce alla variabile / 
(tempo) e l'asse delie ordinate alla variabile dipendente temperatura 7! 

Rispetto alla rappresentaziona iabulare (nella quale non vi sono difficoltà a 
scrivere ogni numero con tutte le cifre significative che ci sono state fornite dalla 
misura o dal calcolo), la rappresentazione grafica ha lo svantaggio di essere meno 
precisa. Tuttavia, come si vede dalla figura, essa ha il vantaggio di rendere evidente 
a un solo sguardo l'andamento della funzione: nel caso in esame, è evidente il 
minimo di temperatura intorno alle sei di mattina, il graduale aumento fino a rag- 
giungere il massimo intorno alle 14, c poi la progressiva diminuzione andando 
verso le ore della sera e della notte. 

La rappresentazione grafica «dei punti» che abbiamo visto nell'esempio 1.5 ha, 
come la rappresentazione tabulare, il difetto di fornire il valore della variabile' 
dipendente solo in corrispondenza di particolari valori della variabile indipendente. 
Tuttavia questo limite - che è intrinseco della rappresentazione tabulare - può 
invece essere superato nella rappresentazione grafica, che consente di indicare la 
funzione con una linea contìnua che ci presenta i valori y(x) che la variabile dipen- 
dente assume in corrispondenza di ogni possibile valore x della variabile indipen- 
dente. In linea di principio, tale linea continua potrebbe essere tracciata solo cono- 
scendo a priori il valore di y corrispondente a ogni valore di x. 

Tuttavia, anche quando il punto di partenza sia rappresentato solo da un 
numero limitato di coppie di valori x, y, la rappresentazione grafica si presta facil- 
mente a un processo di interpolazione consistente nel far passare una linea regolare 
attraverso i punti che ci sono noti, e di stimare così il valore di y anche in corri- 
spondenza di valori della x intermedi fra quelli forniti dalla misura. 

Evidentemente, il processo di interpolazione non è univoco. Ad esempio, tanto 
la curva (1) che la curva (2) sono compatibili con i punti a noi noti, pur fornendo 
valori della y diversi in corrispondenza di valori intermedi della variabile. 

Esistono però dei criteri che ci consentono di scegliere la più plausibile fra le 
varie curve interpolanti un certo numero di punti noti. Questi criteri appartengono 
a due principali categorie: a) criteri di natura fisica, derivanti da nostre conoscenze 
dì origine sperimentale o teorica sul fenomeno in oggetto. Ad esempio considera- 
zioni sulla inerzia termica dell'ambiente (cioè sulla sua resistenza a subire brusche 
variazioni di temperatura) possono indicarci come poco probabile una funzione che 
rappresenta (come la curva (2)) repentini cambiamenti di temperatura nel giro di 
pochi minuti, ecc; b) criteri di natura statìstica o probabilistica Nell'esempio della 
figura, è abbastanza intuitivo comprendere che, qualora la funzione T(t) fosse la 
curva (2), sarebbe stato estremamente improbabile che le misure sperimentali 
venissero casualmente eseguite proprio per quei valori del tempo cui corrispondono 
valori della temperatura così regolarmente allineati. 

Questi criteri fisici e statistici sono organizzati in forma sistematica nella teoria 
delle misure e degli errori, che noi non tratteremo in questo libro, limitandoci qui a 
presentare un semplice esempio. 



Esempio 

E.1,6. Se da una certa altezza h si lascia cadere, partendo da fermo, un piccolo 
oggetto pesante (ad esempio una pattina di ferro), il tempo t che esso impiega 
per arrivare a terra dipende dotta altezza fi. Si vuole determinare la legge ette 
lega t ad h: cioè si vuole determinare la funzione t = t(h). 
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Prendiamo un tubo di vetro, deniro cui si realizza il vuoto pneumatico in modo eiettrom i9 ™<e_^ ^ ^ int errutto 

da rendere trascurabile la resistenza che l'aria offre alla caduta. La pallina di ferro 
viene sostenuta da un elettromagnete, che può essere posto inizialmente a qualun- 
que altezza h nota all'interno del tubo. Interrompendo la corrente nell'elettroma- 
gnete, la pallina inizia da ferma la sua caduta. Contemporaneamente, viene fatto 
partire un cronometro elettronico (supponiamo che la sua sensibilità sia il cente- 
simo di secondo); cronometro che si arresta automaticamente quando la pallina 
raggiunge il fondo del tubo. 

Misurando così il tempo / di caduta corrispondente a diverse altezze h di 
caduta, si trovano i risultati riportati nelle colonne 2 e 3 della tabella. 

Riportando questi risultati in un grafico, si ottengono i punti mostrati nella 
figura. Se si disegna una curva regolare che mediamente interpoli i punti sperimen- 
tali (cosi come mostrato nella stessa figura), si riscontra che questi ultimi fluttuano 
leggermente intorno alla curva stessa; tuttavia è legittimo sospettare die queste 
fluttuazioni siano dovute ad errori sperimentali casuali. 

Vedremo in seguito che, in base a varie considerazioni, ci si aspetta che il 

tempo / di caduta sia legato all'altezza ti da una legge del tipo t = k 




4 / } cronometro 




numero 


immj 


icmpo r 
(centesimi 
se tondo 1 




7 ■ zj± 
(tU _ì sto 


ài * 1 - 1 

(IO -3 set) 


I 


100 


15 


1,45 


14,3 


0,7 


2 


200 


22 


1,54 


20,3 


1,7 


3 


300 


25 


1,43 


24,8 


0,2 


4 


400 


29 


1,44 


28,3 


0,7 


5 


500 


32 


1,42 


32,0 


0,0 


6 


600 


35 


1,42 


35,1 


- 0.1 


7 


700 


38 


1,42 


37,9 


0,1 


8 


800 


40 


1,40 


40,5 


- 0,5 


9 


900 


43 


1,42 


43,0 


0,0 


10 


1000 


45 


1,41 


45,3 


-0,3 


11 


1100 


47 


1,40 


47,5 


- 0,5 


12 


1200 


49 


1,40 


49,6 


- 0,6 


13 


1300 


51 


1,40 


51,7 


-0,7 


14 


1400 


53 


1,40 


53,6 


- 0,6 


15 


1500 


55 


1,41 


55,5 


- 0,5 


16 


1600 


57 


1,41 


57,3 


- 0,3 


17 


1700 


59 


1,42 


59,1 


- 0,1 


13 


1800 


61 


1,42 


60,8 


0,2 


19 


1900 


62 


1,40 


62,4 


- 0,4 


20 


2000 


64 


1,41 


64,1 


- 0,1 



tempo di caduta 

le eri lesimi dt secondo) 



/ 



0.5 



1.0 15 2£> 

aUazza h (metri > 
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Errori casuali 



10 



Numero di volte in cui 
ogni valore delo scar- 
to è stato ottenuto 



-in,. 



-2-1 0 1 2 

Scarto At( centesimi di secondo) 

Scarti 



Che i punti sperimentali obbediscano abbastanza bene a questa legge, può 
essere verificato calcolando, coi risultati per r ed /; ottenuti in ogni singola misura, 

il relativo valore di k = t . Si ottengono i valori di k riportati nella colonna 4 



della tabella. Ancora una volta, è ragionevole imputare le fluttuazioni che k pre- 
senta ad errori sperimentali casuali. Il valore medio fra lutti i valori di k così trovati 
è k = 1,419. 

[Vedremo più avanti, risolvendo l'equazione dinamica della caduta di 



un 

grave, che in queste condizioni la legge con cui la pallina cade è / = A' ^— , con 

k = /I = 1,414. Dunque i risultati del nostro esperimento sono in buon accordo 
con la teoria]. 

Usando questo valore k per k, in base alla legge i = / (li) = 1,419 pos- 
siamo ora calcolare il valore di i corrispondente ad ogni possibile valore di h. Si 
ottiene una curva che è praticamente indistinguibile da quella che avevamo trac- 
ciato interpolando i punti sperimentali: una curva /(/?) che possiamo ritenere rap- 
presentare la realtà meglio dei risultati di ogni singola misura, considerato che nel 
suo calcolo abbiamo mediato e quindi in qualche modo realizzato una compen- 
sazione fra gii errori casuali da cui ogni singola misura è affetta. Il valore del tempo 
/ di caduta corrispondente alle altezze h utilizzate nell'esperimento, calcolato 



usando la curva t 



-<fr 



è riportato nella colonna 5 della tabella. Le differenze 



àt = / - / (dette «scarti») fra la curva e i valori sperimentali (colonna 6 della ta- 
bella) possono essere considerate rappresentative degli errori casuali. Riportando 
tali scarti in un istogramma analogo a quello del par. 1.2, otteniamo il grafico mo- 
strato in figura. La larghezza di questa distribuzione ci dice che ogni valore di / è 
affetto da un errore standard + a = +0,5 centesimi di secondo; e meglio di cosi 
non potevamo aspettarci di ottenere consideralo che la sensibilità del cronometro 
che noi abbiamo usato per misurare il tempo era pari a un centesimo di secondo. 



Rappresentazione analìtica 



Campo di definizione 



1.5.3. Rappresentazione analitica 

Nell'esempio 1.6 siamo partiti da una rappresentazione tabulare di una fun- 
zione; e siamo approdati non solo a una rappresentazione grafica mediante una 

linea continua, ma anche alla legge espressa in forma matematica r (/?) = k\i—, 

con & e g a rappresentare delle grandezze costanti e note. In questa formulazione^ la 
funzione è espressa indicando quali operazioni matematiche vanno eseguite sulla 
variabile indipendente h per ottenere la variabile dipendente r. si dice allora che la 
funzione è espressa informa analitica. È questo il modo più potente ed efficace di 
esprimere una funzione: esso consente infatti di ricavare il valore della variabile 
dipendente in corrispondenza di qualunque possibile valore assunto dalla variabile 
indipendente nel problema considerato, e di ricavarlo con tutta la precisione com- 
patibile con la nostra conoscenza delle grandezze in gioco. 

Nel seguito, ogni qualvolta diremo che è nota una grandezza fisica y in fun- 
zione di un'altra grandezza fisica x, intenderemo che della funzione ,y = y(x) ci è 
nota la forma analitica. Non discuteremo invece attraverso quali procedure tale 
forma analitica sia stata dedotta a partire dai risultati diretti delle misure. 

A proposito della relazione funzionale, espressa in forma analìtica, fra due 
grandezze fisiche x e y t è opportuno fare le seguenti osservazioni: 
a) In matematica, accanto alla espressione analitica di una funzione y = y(x) si 
usa specificare quello che si chiama il «campo di definizione» della funzione 
considerata: si specifica cioè per quali valori della variabile x ha senso eseguire 
le operazioni indicate dalla espressione y = y (x). Ad esempio, se la funzione 



// metodo scientifico 33 

y = y(x) è y - /7, il campo di definizione è rappresentato da 0 < * < + m ■ 
1 operatone di radice quadrata può infatti essere eseguita per qualùnque valore 
po >t,vo della variabile reale x, ma non è definita (nell'ambito dei numeri S) 
per valori negativi della variabile x. } 
Questa esigenza - di specificare il campo di definizione delle funzioni - 

l^L * r^V-^'T m nSICa - PUÒ infatti " ed è a ™ "«mia - che il 

campo di validità di una relazione fisica sia meno ampio di quanto indicato 

tt ™£*ÌT m maten ? ati f ^ Ad «"«pio, vedrer/o che la relazióne *e 
SA, fri U ! n t SraVe (C 'u 0è di U " COrpo Sposto alla sola forza peso) lan- 
ciato verso 1 alto, ai tempo / che passa, è del tipo h = a + b t + c i 1 con a b e c 
parametn costanti Questa funzione è definita, dal punto di vista 'matematico 

fi ™^r Ue "f' 0 ' 6 / 1 ,: tUttaVÌa essa descrive ^rrettamente il fenomeno 
fisico solo per valori di / compresi fra ^ e /,(/„</ < u\ dove /„ e /, raDDre 

:"o a cade ISP a e ter ente ^ * ^ » ^ vietato e USoTS 

b) ^ funzioni analitiche sono, dal punto di vista matematico, relazioni esatte Ciò 
non accade invece m generale per le leggi fisiche, ricavate dall'esperimento 
Infetti, , valori de, parametri che compaiono nella funzione sono di regola cono- 
sciuti con un certo errore. Ad esempio, nella legge / = ^l/X discussa ne] . 

s'SSÌS* fJ p "},? k che i" Parametro g sono noti (almeno allo stadio 
sperimentale descritto nell'esempio) a meno di un certo errore 

ammX ^ ! g ' d ' carattere funerale, inquadrate in una consolidata teoria, si 

esaU L^Lm2f2 a . a0ne j. ndU ' Uva 6552 SÌan ° ^ rela&n 

S £ d T a i e ^ 6 dl «"«"^"«s dell'energia è espressa da una rela- 
zione di uguaglianza da la quale non sono mai state riscontrate deviazioni per 

che un SS! n an ° St3 !' S eSperimenti di verifi ^ «»i«hé si ammette - salvo 
di fennK Z 1 ,r ° Varne ,m P robabile mentita in qualche categoria 

di fenomem per ora sconosciuti - che essa rappresenti una legge esatta 



1.6. Alcune proprietà delle funzioni 



ieri™!. Ha hìuT C10£ 13 leg ? e - Che ' ega fra di loro due variabili > Può essere carat- 

Su mJLt T H Pr0Pnet ?- Ad eSempÌ ° PUÒ capitare che una Azione goda 
della proprietà che, dai due qualunque valori ed x 2 della variabile indipendente 

tona aescetue (monotona non decrescente qualora sia y(x 2 ) > y( Xl ) per ogni 
* ? > V 1C eversa se per ogni x 2 > Xì è y(x,) < «(*) (y(xS<v(x t Yi la firn 
Bone s. dice monotona decrescere (non crescente? 

W n^, dlil ' ere " 1 Za J i Ì = " *' viene detta incremento della variabile indi- 

Pendente e la differenza Ay = y ( Xl) - y(xù è detta ìncremen S funzione 

relativo al fissato A* * 0. Il rapporto viene detto «v/wro del]a 

funzione relativamente all'incremento àx della variabile indipendente 

usando i'Zpont: ^ ^ P artico1 ™* compatta 



Se 



Se 



A* 

-4L 

A* 



> 0 ( £ 0) per ogni jc, * ^ la funzione è 
(non decrescente). 

< 0 ( ^ 0) per ogni ^ x, ] a funzione è 
(non crescente). 



monotona crescente 



monotona decrescente 



™aLSa^ quando si avvicina a zero), >•(*,) si avvi- 

none si d ce n ( 2) , ( ^ 51 aVV - ,cma '^finitamente a zero), la fun- 

si dice continua. Questo concetto verrà ulteriormente precisato nel secondo 



Funzioni monotone 



Incremento 



Rapporto incrementale 



Funzione continua 
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*2 



prima 
dell' urto 



capitolo. Dal punto di vista grafico, una funzione il cui diagramma sia una linea 
senza interruzioni è una funzione continua. Ad esempio la funzione espressa dal 
diagramma della figura non è contìnua: quando X] si avvicina a x 2 , y (xj non si 
avvicina indefinitamente ad y(x 2 ). 

Le leggi macroscopiche della fisica (cioè le leggi relative al comportamento di 
oggetti abbastanza grandi da essere direttamente accessibili alla osservazione da 
parte dei nostri sensi) sono rappresentate da funzioni continue. Ciò non toglie che 
in alcuni particolari casi non sia conveniente schematizzare il comportamento di 
oggetti fisici mediante funzioni noti continue. Ad esempio, supponiamo che una 
pallina rigida (ad esempio di vetro) venga lanciata contro una lastra anch'essa 
rigida. Prima dell'urto, la velocità v della pallina è diretta verso la lastra (possiamo 
assumere, convenzionalmente, che essa sia positiva, v > 0); subito dopo l'urto, il 
suo verso si è invertito (essa è negativa, v < 0). In realtà, nel brevissimo tempo in 
cui è avvenuto l'urto, la pallina è stata rallentata, si è fermata (v = 0), e poi ha 
acquistato velocità di segno opposto (linea sottile in figura); tuttavia può essere 
conveniente, per molti scopi, schematizzare l'andamento della velocità con una fun- 
zione discontinua (linea in grassetto). 



v > 0 



v < 0 
dopo l'urto I 



1 velocità 6 



istante dell'urto 

"Funzione discontinua 



tempo t 



I uni ione continua 



Capitolo secondo 

Cinematica del punto materiale 



che lo deteSL P ^ * C ° llegare " raoto alle cause 

«n,S'? mb - ìt ° deUa tematica < e ^ generale delta meccanica) il più 
n ÌV- S fT fìsÌCÌ è que,1 ° schematizzabile come nn puTtì lat 
£ ° * tUdl ° ?•! Ia , cinematica ^1 punto materiale ci consenti di ntri 

Zf,/ f """"o"" come ™ punto materiale) , e le sue dimeZoni 

!tZSZ!~ k - cui a Lercia d'ZìlìZ 

2Ìone A nMS mPÌ ° 56 Si VUOle individuar e la posizione di una nave in naviga- 
zione nel oceano, si usa dare le sue coordinate geografiche valore dilat fu 
rimentn m 6 dl . 1 «8 i ? di « rìs P««o a un parallelo e a un meSo d i rife 
poona ll° n C1 cI l iedere ^ * QMlIe coordinate individuano la prua o la 
dfdStSS TI' 1 ^ PreCiSÌ ° ne Che Ci interessa non a ™ a a questo livello 
rnaferS n,,^H n T 51 C ° mp0rta al,0ra > P er definizione, come un punto 

So ptio^n^i^in" 53 T £ e 5? in P0rt0 (e si s*a muovendo emm 
tizLK dimensiom confrontabili con quelle sue proprie) la schema- 

Ta?ta ni,? 1 ^"* 0 mat f iale n ° n è piu ade S uata a destóvere i moto Non 

SUOi Aote"brK,L™nfn^ rato d£Stra ° SÌnÌStfa: daSCUn ° dì « U «« 

dalle altre P Si della nav? ' " ° StaCOl ° Che PUre è stat0 evitat0 

^o *S ^^0^202^ " ^ " PUÒ *™ 
oggett^tadn/mi? ^ I 3 cinematica sì °ccupa di descrivere il moto degli 
eS va^ h SSi* d6 i PUnt0 materiale si occu Pa dunque di descrivere 

t^z^m^^^^i 1 ^^^ d f re 3 definizi one operativa della 



Cinematica 



Punto materiale 
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ILI. La posizione 



x 



Sistema di assi coordinati 
nel piano 



~1 



Sistema di assi coordinat 
ortogonali nel piano 




Sistema di assi coordinati 
ortogonali nello spazio 

^ ;,">( :;\< r . 

Sistema levogiro 

Spazio a tre dimensioni 



Gradi di libertà 



La posizione di un corpo è nota quando sappiamo dove si trova. 
_ In uno spazio completamente vuoto (omogeneo ed isotropo) tutte le 
posizioni sarebbero fra di loro equivalenti. Perciò la posizione è un con- 
cetto relativo: ha senso parlare della posizione di un corpo solo rispetto alla 
posizione di altri corpi (o di entità geometriche) che vengono presi come 
riferimento. 

L'insieme dei riferimenti scelti per individuare la posizione dei corpi 
che si trovano in una certa porzione di spazio viene detto un sistema dì rife- 
rimento ■ 

Consideriamo prima il caso in cui un punto materiale sia vincolato a 
muoversi lungo una retta. Il sistema dì riferimento può essere allora dato 
semplicemente da un asse coordinato assunto lungo quella retta: scelto un 
punto dell a retta come origine, scelto un verso come positivo, scelta una 
u . n Ì ìa .dj JvMitra _per 'misurare le distanze, la posizione del puntò e indivi- 
^ u ^.^?..A n .!" ;/t0 numero reale (detto coordinata del punto); cioè da quel 
numero che 'rappresenta, nelle unità scelte, la distanza del punto dall'ori- 
gine, positivo se il punto è a valle dell'origine (negativo se a monte) 
rjfpe£fo al verso assunto come positivo. Se un punto è vincolato a muoversi 
su un piano, allora il sistema di riferimento può essere costituito da due 
assi coordinati (detti assi x e y rispettivamente) appartenenti al piano e 
in terse cantisi in un punto assunto come origine per entrambi: la posizione 
•,di un punto materiale P.è in corrispondenza biunivoca con le coppie ordl- 
["^^^ymèri reali (x f y) che rappresentano le coordinate lungo i due assi 
de 'k Proiezioni del punto P parallelamente agli assi. Se gli assi sono fra di 
loro ortogonali il sistema si dice un sistema di assi ortogonali o un sistema 
cartesiano. Noi useremo sempre sistemi di assi ortogonali, y , !.. Y 

Se un punto sì muove nello spazio, il sistema di riferimento può essere 
rappresentato da tre assix, y, z non coplanari (noi li prenderemo fra di loro 
ortogonali) in t'erse cantisi in un punto assunto come origine comune. La 
posizione di un punto P è allora in corrispondenza biunivoca con le terne 
x,y y z ordinate di numeri reali che rappresentano le coordinate lungo i tre 
assi delle rispettive proiezioni del punto P, 

A volte, può essere comodo non assumere le stesse unità di misura per 
le distanze misurate lungo i tre assi: ad esempio, nel caso di un aereo, la 
quota può essere misurata in metri; mentre la sua posizione a terra può 
essere più convenientemente individuata da distanze misurate in chilo- 
metri. 

Nel sistema di riferimento indicato in figura, il verso positivo degli assi 
è stato scelto in modo che, personificandosi con l'asse z, si deve ruotare in 
senso antiorario l'asse x perché vada a sovrapporsi (girando di 90°) con 
''!!? s ? y- E 1 uesta & convenzione 'normalmente " usata pérTvèrsT posftTvi 
degli' assi: il sistema si dice un sistema «levogiro». 

Poiché i punti dello spazio sono in corrispondenza biunivoca con una 
tema ordinata di numeri reali (che rappresentano le coordinate delle proie- 
zioni del punto su tre assi rettilinei), si usa dire che Io spazio ha tre dimen- 
sioni. Analogamente, si dice che il piano ha due dimensioni (si dice anche 
che i punti del piano costituiscono uno spazio a due dimensioni); ì punti di 
una retta costituiscono uno spazio a una dimensione. 

I l numero di parametri fra di loro indipendenti che servono per indivi- 
duaré~ la posizione oT un sistema fisico viene detto numero di gradi di 
libertà di quel sistema fisico. 



Così ad esempio un punto materiale che si muove liberamente nello 

UT 'n \ gr f dÌ ^ ertà; Un punt0 materìale ^ « muov^berlen e 
su un piano ha due gradi di libertà. Tuttavia in generale il numero di gradi 

suffiJieme stSf l Se T SÌStema t]sk ° noiì è porrne, ncTè 

smnciente stabilire la posizione di un punto appartenente al sistema oer 
stabilire la posizione del sistema. Il numero di gradi di libertà di un sTstem» 
non^umiforrnejibepmente mobileepiu gfano^eT^uS oTdlmeS 

men^ T a °I n ' UI 1 SISte ™ a SÌ muove - Se ìl Eterna non si muove libera- 
mente, ma e scolato, il numero dei suoi gradi di libertà diminuisce 



Esempi 

S is.eL nd SeS e h : 37^15?" SOn ° tUttÌ fra di ,0ro indipendenti: ì, 
E ' 11,2 ' IL?'*'™, materìa l< è costit ^ ^ una sbarretta rm da (cioè indeformabile) 

ST^ago^,:" 0 3CCada ' (C ° me ^^persemp^^ uSS^ 
G,h,L £> I = :/{x B -x A ? + (y B -y À y + (zB - ZA) l 

■^TlS^S^^ La sbarretta rigida ha cinque gradi dnìbeTtà; ~~ 
menS^fl Tr 10 ?, 0 "°^ atì ^^aa6rral^ir specificare la posizione dì un seg- 
Sfl cos. d e q ^^ c d ! d r'M 0ltre alle C ^ rdina,e All'estremo A, i coseni cosa, 
direno tìi "del 6 Pn' W ^ f0rma con * K assi «^i«»ti <« coseni 

+ 3 + Sv g } Che da " a & om «™ ^ ha la condizione cos' a + 
loro ndipenS Ji "din nrL^ 301 ? 1 ^ C0S a ' cos P> cos Y non sono fra di 

conferma deì t in Z « T' baS ' an ° per stabilire la P° sizìone del si ^ma, a 
nierma del tatto che esso ha cinque gradi di libertà. 

EJU ' Ì7iospaZ mer ° ^ 8mdÌ dÌ ^ dì m S ' mema rigid0 lib ""™"« ""bile 

•\ m ,^ mt ^ qualun<lue AB appartenente al 
don Tdel VL, ™ h,ede \ come 7 sult a dall'esempio E.II.2, cinque parametri) la posi- 
zionf dwirseSandn , e " m * t » men «' definita: esso può infatti assumere poi 
. «'verse ruotando intorno al segmento AB. La rotazione del sistema intorno al 



T 
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Traiettoria 
Ascissa curvilinea 



segmento AB può essere definita specificando un solo angolo (come per esempio 
per una porta che ruota sul suo asse, per cui basta dare l'angolo tra il piano della 
porta ed un piano di riferimento). In totale servono dunque sei parametri: il 
sistema ha sei gradi di libertà. 

E.II.4. Un punto materiale che si muove su un piano è vincolato a percorrere una 
traiettoria circolare di raggio R. Quanti sono i suoi gradi di libertà? 

La posizione del punto può essere specificata dalle sue coordinate x,y: per como- 
dità, abbiamo supposto che l'origine del sistema di riferimento sia posta al centro del- 
la circonferenza su cui il punto si muove. Poiché sappiamo che il punto si muove sulla 
circonferenza, le coordinate x,y non sono fra di loro indipendenti: infatti, come risulta 
dal disegno, deve essere x 2 +y 2 = R 2 . Il punto materiate ha un solo grado di libertà. 

Facciamo a questo punto due osservazioni: a) con la parola traiettoria abbiamo 
inteso (coerentemente con il linguaggio comune) inù^ò~^tTranti~die'^punto 
materiale va ad occupare durante il suo moto; b) qualunque punto materiale mobi- 
le su una traiettoria prestabilita (nel piano o nello spazio) ha un solo grado di 
libertà. Per definirne la posizione basta fissare sulla traiettoria una origine, un verso e 
una unità di misura per le lunghezze: la posizione è definita dalla distanza con segno 
misurata lungo la traiettoria a partire dalForigirie («ascissa curvilinea»). Un esem- 
pio di ascissa curvilinea è la distanza misurata dalle pietre miliari su una strada. 



II.2. I vettori: definizioni 



Rappresentazione 
grafica di un vettore 

Grandezze scalari e vettoriali 



Intensità, direzione e verso 



Punto di applicazione 
Estremo libero 



Vettore libero 
Vettore applicato 



L'istante di tempo in cui ha luogo un evento, o la lunghezza del Iato di 
una figura geometrica, sono grandezze fìsiche la cui misura è espressa da 
un numero. La posizione di un punto materiale nello spazio può essere 
espressa invece sólo specificando tre numeri che, se il punto si muove libe- 
ramente, sonò" Irà" di "loro "indipendenti. Nella TìsTca," e in~parìrcòlare nella 
meccanica, si incontrano molte grandezze che hanno proprietà analoghe a 
quelle della posizione di un punto materiale: tanto che conviene introdurre 
un formalismo adatto a trattare queste grandezze in maniera più compatta. 
Queste grandezze vengono dette grandezze vettoriali; mentre le grandezze 
espresse " da ' uri solò numero sono dette grandezze scalari L'esistenza di 
grandezze vettoriali richiede un'estensione, per altro banale, della defini- 
zione operativa delle grandezze fisiche: una grandezza fìsica, in effetti, la si 
ritiene definita quando sia stata specificata la procedura per determinare 
tuTTi T numeri che" servono per caratterizzarla. 

Un vettore è una grandezza che può essere rappresentata da un seg- 
mento orientato: essa è dunque caratterizzata, oltre che dalla sua intensità o 
modulo (rappresentato, in unità convenzionali, dalla lunghezza del seg- 
mento) anche da una direzione con verso (rappresentata dalla direzione e 
verso del segmento). 

Per indicare che una grandezza fìsica è una grandezza vettoriale, la 
indicheremo con una lettera con sovrapposta una freccia: ad esempio v. 

Di solito, per rendere graficamente più evidente il verso del segmento 
rappresentativo di un vettore, esso viene indicato con una freccia. Il punto 
O da cui il vettore parte viene detto punto di applicazione; il punto fin cui 
il vettore termina è detto estremo lìbero. Due segmenti che abbiano la 
stessa lunghezza, la stessa direzione e verso (ma diverso punto di applica- 
zione) vengono detti fra di loro equipollenti: essi rappresentano lo stesso 
vettore (vettore libero). 

Talvolta è comodo specificare anche le coordinate del punto 0 di appli- 
cazione del vettore: quando ciò sia stato fatto si parla di vettore applicato 
{con vettore senza aggettivi si intende il vettore libero). 



r 



Fissato un sistema di riferimento, un vettore libero nello snazio min 
coseni direttori (il terzo coseno direttore è ricavabile dagli altri dueV 

fTZ u àiì l 1UngheZ2e delle tre proiezionì d ^ vettore lungo gli as i' 
(queste lunghezze vengono dette componenti del vettore). Un vettore appi 
cato e specificato da sei numeri. Consideriamo un certo «ttS^fcd 
chiamo con v ,1 suo modulo; con v„ v„ v, le sue componi con ' cos i' 

6?tZIJ ^ 0i . H C0SenÌ dÌrett0rì ' SuSSÌStono ridentemente (come segue 
da semplici considerai oni geometriche) le seguenti relazioni- 
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= v cos a 
v y = v cos P 
\ z = v cos y 



[IMI 



v 2 = 



[H.2] 

( X J u ^ìZS^fST 0 un vettore che giaccia sul 



Vj. e v : scriveremo 



_ _ Per indicare che un vettore v ha componenti v 
v = (v*, v,, v,). coMftMWhT' M ' , % „■ r -,,, .. -, 

^ n Ultore di modulo pari ad uno viene detto un verso* ed indicato 
^ rappresentativa, ad èsemptoSn 

v ' ^Wpnenti^dijun, versore sono semplicemente i suoi coseni direttori 

temerne ° ° 001 mdÌCatÌ ris P ettiva ™"* con U k. Si ha evlden 



0, 0); /=(0, 1, 0); k ~ (0, 0, 1) 



[HJ] 



Consideriamo un vettore v; e, scelto un sistema di riferimento (* , z ) siano 
v y, v ; le componenti del vettore <»«cmu ^ z;, siano 



.. r>"'«"» uv-i venule. 

oridiS'fff - ri nT° ^ SeCOnd ° Sistema di ^rimento (*',/, z') con la stessa 

f a Znioà S i G S , ;™ Petto aI t SÌStema ( *' * * Per «■i»^ ^poniamo 
Ci S i l 3 2 dl Un ansoI ° a intorn ° Gl'asse z, cosicché siaV^ 
x > v < ' , C p h '* diamo che rel ^'<>ni ci siano fra le componenti V,V v; di7ne1&mi' 

cui ci res ? 0 ?oT V >* V * "j 7nel siste ™*>* * SiVimanto " = pe 
m gJggte.solo da dete rminare le relazioni fra v' v' e v v * 

f*ce&5^^^ 5-- *»°^one de. disegno 

piano xy. Sia v A la proiezione di v sul piano (x, y). Si ha: 



vi = V| COS 

vj, = v_[ sin <!>' 



Poiché = <J> - i a [IMJ può essere scrUta come 



vi - v A (cos (* - a) = Vi (cos * cos « + sin * sin a) 
V r - vx sin (* - a ) - Vi (sin * cos a - cos * sin a) 



E Poiché v 1C os* = v, e v ls in* = v „ le [II.5] divengono: 



vi = v, cos a + v-y sin et 
vj. = - \ x sin a + v y cos a 



[H.4] 



[11.5] 



[II.Ó] 



Componenti 



Vettore nel piano xy 




Versore 
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r r ^ Le [II.6], insieme avj = v-, possono essere scritte in forma compatta usando il 

,v ! formalismo delle matrici (vedi par. II.3): 



v *~-r - ; 1 , . ; r, 1( \ : /' . ; [ v> | - | - sin a cos a 0 J | v , J III.7] 

: Icvr,::.- -■ i!Ì7.-r; ! 

^ ' ■ ' La [II.7Jj^ppj«sejrta_la legge di trasformazione delle componenti v*, v y , v s di 

un vé~tTòìfe~per rotazione del'sTstèrna di riferimento di" uri angolo a intórno àlPaSSe' r. 
■ . - Viceversa tre numeri (v*, v y , v : ) rappresentano le componenti di un vettore se 

(e solo se) essi si trasformano secondo l'equazione [II.7] per rotazione de! sistema 
di riferimento di un angolo a intorno all'asse i. 




II.3. Alcune definizioni relative alle matrici 

La equazione [II.7] è stata scritta usando il formalismo delle matrici. Questo 
formalismo viene trattato in maniera approfondita nei corsi di matematica; noi ci 
limitiamo a richiamare in questo paragrafo le poche definizioni che ci saranno utili 
in questo libro. 

Una ma trice A è una tabella di numeri ordinati per righe e per colonne 



«11 


"12 








021 


a 2ì 


a 2N 




a }2 


033 


a™ 


a M\ 


«MI 


"A/3 





Elemento di matrice Come si vede, l'elemento generico della matrice viene indicato da una lettera 

con due indici; a^. Il primo indice / (/ = I ... M) è l'indice di riga; il secondo indice 

Matrice quadrata j (j = I ... JV) è l'indice di colonna: ad esempio l'elemento a 2ì è quello situato 

sulla seconda riga alla terza colonna. Se il numero M di righe è uguale al.numero N 
di colonne la matrice si dice quadrata. " 
Date due matrici, A z B, cornò" stesso numero di righe e di colonne, si defì- 

Somma di matrici nisce la matrice somma S = A + B, come quella matrice i cui elementi Sy sono 

pari alla somma degli elementi omologhi delle matrici A e B: s 0 = a^ + bìj. 
Date due matrici A e B, tali che il numero di colonne di A sia pari al numero 

Prodotto di matrici di righe di B, si definisce la matrice prodotto P = A ■ B come quella matrice il cui 

elemento Py è dato da: 

N 
k-i 

Ad esempio l'elemento P& del prodotto è dato da: 

Pìì = «21 *13 + ^22 *23 + «23 hi + ••• bm 

È questa la definizione che è stata usata, in particolare, per scrivere la (II.7): in essa 
la matrice P è una matrice a una sola riga e tre colonne; e la matrice B è una 
matrice a una sola colonna e tre righe; la matrice A è una matrice a tre righe e tre 
colonne. 

Minori di una matrice Di ogni elemento a u di una matrice si definisce il minore A u come quella 

matrice che si ottiene sopprimendo in A la riga /-sima e la colonna j-sima. Così ad 
esempio il minore A 21 della matrice A è dato da: 
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^23 = 



«11 


«12 


«14 


. . a lN 


«31 


a ì2 


«34 


■ ■ «3/V 


a Al 


a 42 


«44 


«4iV 


«mi 


«A/2 


«A/4 


• a nifi 



Per ogni matrice quadrata A si definisce un numero, detto determinante di ^ 
che noi indicheremo col simbolo dei A o\\a\\. Del determinante dì una matrice ci 
limitiamo qui a dare una definizione ricorrente: definiamo cioè direttamente il 
determinante di una matrice quadrata 2x2(2 righe e 2 colonne); per una matrice 
J x i la definizione di determinante è basata sulla definizione del determinante 
aena matrice 2 x 2; e cosi vìa. 



Matrice 2x2 



Matrice 3x3 



\ «21 «22/ 



A = 



r «n «j2 «i3| 

«21 «22 «23 
\«31 «32 «33/ 



IMH - det A = a M a 22 - a l2 a 2ì 
IUI| = det^= ì(-ir«a llt M 



= C- ì): ;«n 



1+1 

+ (-D l+3 «13 

- a n (a 21 «33 - «:3 «32) - 

- «12 («12 «33 - «23 «31) + 

+ «13 («21 «32 ~ «22 «3l) 



^11 

^12 
^13 



Determinante di una matrice 
quadrata 



Matrice 4x4 \\A\\ = j (- l) ,+ ^ u |j 
e così via. 

ri», f n verifica faci , ln iente che il determinante di una matrice è nullo se in esso una 
riga e proporzionale a un'altra (0 una colonna è proporzionale a un'altra colonna)- e 

rì.h^rnnl ? f fi nga (c0l ? nna) è esprimibile come combinazione di altre 
righe (colonne). U definizione dì determinante di una matrice (e questa sua pro- 
prietà) verrà da noi usata nel prossimo paragrafo 



11.4. Operazioni sui vettori 
H.4.1. Prodotto di un vettore v per un numero k 

Si definisce prodotto H(tv = vt)fra un numero reale * e un vet- 
tore v come qudvet tore che ha mod ulo pari a ky (cioè k volte il modulo di 
V, direzione uguale a queFa'dl v; e verso" uguale a quello di v, 0 verso 
oppostola seconda che k sia positivo 0 negativo. In particolare, il prodotto 

fra v e l'inverso del suo modulo, rappresenta il versore di v : v = — ; e 

il prodotto di v per - 1 (- 1 . v - - v) rappresenta quel vettore che ha lo 
«esso modulo e la stessa direzione di v, ma verso opposto. Evidentemente 
vettore kv ha come componenti Arv,, Jtv„ kv z . 

II.4.2. Somma di vettori (0 risultante) 



Dati più vettori v, (/ = 1 
espongono 1 vettori uno dopo l'altro (il punto di applicazione dell 



an^hl"" T v - • »• N) si definisce come loro somma R (detta 

™L™H l - ta !" e dl S uei vettori ) ;1 attore ottenuto nel seguente modo: sì 



v 




uno 



coincidente con l'estremo libero del precedente), e sì congiunge il punto di 
applicazione del primo con l'estremo iibero dell'ultimo (vedi figura). Si 
verificano immediatamente le seguenti proprietà del risultante R; 

a) Il risultante R è indipendente dall'ordine in cui vengono presi gii 
addendi (proprietà commutativa della somma di vettori). 

b) Le componenti del risultante sono pari alla somma delle componenti 
omologhe dei vettori addendi: 

K = I v /x 

'K, = Iv fr [H.8] 
U=Iv, 

Nel caso particolare di due soli addendi, il risultante R è dato dalla diago- 
nale del parallelogramma costruito coi due vettori (più precisamente dalla 
diagonale che congiunge il punto di applicazione di un vettore con 
l'estremo libero dell'altro). 

Qualunque vettore v può essere scritto come, soj&ma _dL tre., vettori 
direttT secóndo gli assi coordinati, secondo l'espressione: 

v = /v K +/v y +^v. [H.9J 
I vettori iv x ,jv y , kv. vengono detti i vettori componenti del vettore v. 



II.4.3. Differenza di due vettori 

La differenza D fra due vettori v, e v 2 (D = v, - v 2 ) è definita come la 
somma del vettore v, e del vettore - v 2 . 

La differenza D è rappresentata geometricamente (vedi figura) dall'altra 
diagonale del parallelogramma costruito coi due vettori (dalla diagonale che 
congiunge l'estremo libero di v 2 con l'estremo libero di v*[). Si verifica facil- 
mente che il vettore differenza ha come componenti le differenze delle 
componenti omologhe dei vettori v, e v 2 : 

D x = v IX - v 2x 

' A' = V >, " V 2>- [11.10] 



II.4.4. Prodotto scalare fra due vettori 

Dati due vettori v t e v 2 si definisce il loro prodotto scalare v, . v 2 come 
quel numero (quantità «scalare») dato dal prodotto dei due moduli v, e v 2 
per il coseno dell'angolo compreso 




La [11.11] può essere interpretata anche come il prodotto del modulo di v, 
per la proiezione di v 2 su v, (o viceversa, come prodotto del modulo di v 2 
per la proiezione di v, su v 2 ). 
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_Dalla [11.11] segue che se v t e v 2 sono fra di loro ortogonali, allora 
i • v 2 = 0; mentre se e v 2 sono paralleli, allora v, • v 2 = v t v 2 . In partico- 



lare, per un qualunque vettore v si ha: 

v 



V = V 2 



[III. 12] 

Con semplici considerazioni geometriche (vedi figura), si conclude facil- 
mente che vale la proprietà ?..,!-■■.. 



(v, + v 2 ) - v 3 = v\ • v 3 + v 2 • v 3 



[11.13] 



(proprietà distributiva del prodotto scalare rispetto alla somma). 

Usando la [II.9] e la [11.13] è facile esprimere il prodotto scalare fra due 
vettori in funzione delle componenti cartesiane dei due vettori 



[11.14] 



(Abbiamo usato le proprietà che il prodotto scalare di un versore per sé 
stesso vale 1, e il prodotto scalare di due versori fra di loro ortogonali è 
nullo). La [11.14] ci dice che iijprqdotto scalare fra due vettori può essere^ 
espresso come somma dei prodòtti delle componenti omologhe dei due vettori. \ : 




i Ol 'iU 



II.4.5. Prodotto vettoriale fra due vettori 



■ Si definis ce il prodotto vetto riale v, x v 2 come quel vettore che ha come 
! nodulóìii quantità v t v 2 sin 9 (pari all'area "del pàraTlélogramma individuato 
i dm due vettori);" còme direzione quella ortogonale al piano individuato da v L 
e v 2 , come v erso que llo da cui si vede ruotare il vettore ^ verso v 2 (per un 
1 angolo'minore di n) in sènso antiorario. Se v, è parallelo a v 2 , il prodotto 
^vettoriale è nullo; in particolare, è nullo il prodotto vettoriale di un vettore 
per sé stesso. Segue dalla definizione del verso di v, x v 2 , che il prodotto 
vettoriale non gode della proprietà commutativa; infatti: 



V] x v 2 = - v 2 x v. 



[11.15] 



Si dimostra invece facilmente, con considerazioni geometriche analoghe a 
quelle fatte nel caso del prodotto scalare, che il prodotto vettoriale gode 
della proprietà distributiva rispetto alla somma: 



{V, + V 2 ) X V 3 = V, X V 3 + V 2 X Vj 



[11.16] 



È facile verificare che valgono le seguenti relazioni fra i versori degli assi 
coordinati 



Prodotto vettoriale 



Vl xv 2 



-f f.l 




ìxj = lc; /xf-f; kxì=j [H.17] 

(oltre all'ovvia proprietà che il prodotto vettoriale di ogni versore per sé 
stesso è nullo), 

t Usando la [II.9], la [11.16] e le [11.17] il prodotto vettoriale di due vettori 
PUo essere scritto in termini delle componenti dei due vettori. Si ha: 

v t X v 2 = (f V,, +j v„ + £ v lr ) X (j v^ +jv 2y + d V 22 ) = 

= ' (v ty v 3 , - v lT v ìy ) +j(w l2 v^ - v ÌJC VjJ ) + li (y u v 2y - y t Vìx ) , 
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Ovvero in forma compatta (usando il formalismo delle matrici): 

- - /' J M 

v,xv 2 = det f VlJt v „ Vl2 l [II.17J 

Si chiama prodotto misto fra tre vettori lo scalare (v, x v 2 ) • v 3 11 pro- 
dotto misto può essere indicato anche senza parentesi: infatti non è possi- 
bile eseguire le operazioni in senso inverso [v, x (v, • v 3 )] perché non ha 
senso fare il prodotto vettoriale fra un vettore (v,) e uno scalare (v 2 • v\) II 
prodotto misto può essere scritto compattamente in forma di matrice: 

Au v ^ v,A 
v, x v a . v 3 = detl v 2x v, } , vj [n.i8] 

È facile verificare che v, x v 2 . v 3 = v 3 x v, • v 2 = v, x v 3 ■ v,. Il prodotto 
misto e nullo se due qualunque dei vettori sono fra loro paralleli 

infatti, se ad esempio v 2 è parallelo a v,, ciò significa che v 2v v 7 v, 
sono proporzionali a v ljr , v„, v „; e dunque il determinante è nullo perché 
la matrice ha due righe proporzionali. 



II. 5. La legge oraria di un punto materiale 



Vetto: 



're posizione 



Rappresentazione 



cartesiana 




Consideriamo un punto materiale che si muove nello spazio II suo 
moto ci e noto se conosciamo la sua posizione in funzione del tempo* se 
cioè conosciamo la legge che ci consente di calcolare, per ogni valore del 
tempo /, dove il punto si trova. Stabilito un sistema di riferimento carte- 
siano, la posizione può essere determinata specificando le coordinate x y z 
del punto; per cui il moto ci è noto se conosciamo come variano le coordi- 
nate in funzione del tempo (equazioni parametriche del moto): 



X = X (l) 

y = y(0 

Z ~ 2{t) 



[1119] 



Un modo più compatto, rispetto alle [11.19], per specificare il moto è di 
scrivere 



■■f(r 



r = ?(/) 



[11.20] 



Il vettore 7, che ha per componenti le coordinate cartesiane x y z è detto 
uvettore posizione: è^quejj^ttore che, se applicato nell'origine', ha come 
HestremaJjhÉro la posizione"? del punto. 

Le [11.19] sono uno dei modi in cui la [11.20] può essere rappresentata 
(cioè per proiezione sugli assi): le [11.19] costituiscono, in effetti, la cosid- 
^ rappresentazione cartesiana della [11.20]. Un altro modo di rappresen- 
ti t lU - 2 °l? m essere <J uel l° di specificare, come funzione del tempo il 
dl V due mèoli per individuarne l'orientamento (compreso il 
verso). In ogni caso la relazione vettoriale [11.20] equivale a tre relazioni 



SSnfiE 1 ° Un i qua , lun( * ue su * rappresentazione in termini di tre 

È da *2Sl^ en h I 6 " 3 13 0 ™™ del PUnt0 materiale inside ato 
fi eomet4S7^n te £qUaZ10nÌ [IU9] conten S°no anche l'informazione 

metT temnn ttT^f deIla traiettoria - Basta eli ™™e il para' 

metro tempo per avere l'equazione della traiettoria in forma esplicita 

Esempi 

EJL5 ' ^ZTr Ìa ' e * m ' 0Ve SeCmd ° ma " «" rappresene 
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Legge oraria 



x = o 

y = bt + c 

2 = O 



e > o) 



[H-21J 



rfove 6 e e Mff0 rf w parametri costanti. Discutere il moto. 



Ìli 

7° . ' " ! V " ne del,a la W'-'»'" MMt del punto materiale' A nari L li 

due tmr»" ^«sass 

per defin,z,„„e. „„„„„„,. „ ,„ oto del nos , ro pumo mal " eria|e . d ! °„™,*^ 
«»!/-»™,. Il parametro * - ~JL ha le dimensioni di una lunghezza divisa un 

™T ? **sso conveniente per rappresentare un vettore è quello di usare 
coon^atejosiddette polari: in coordinate polari il vettore hZcl/ca,oZ 
^ «^ma^à-9-che-ei^JaL con lasse : 0 <t< J 

siane def Ùi're T ' ^ ^''"^ "" tfrf * «"^ 

Dalla figura, con evidenti considerazioni geometriche si ricava 



le Moto rettilineo 



x = rsin 8 cos 0 
y = /-sin 6 stri <P 
z = r cos 9 



[11.22] 



zs^s , te r* sr'^T inate cartesiane **** *«. 

" ? * S Ì " ,J,m ' aW a '"T™ S " Una ^^ema ( <i raggio R 

TJ 7 ■ P y C °" Ce ""'° » e/l bigine. Esso percorre archi untali in 
tempi uguali (moto circolare uniforme) g 

Scrivere la legge oraria in coordinate polari e in coordinate cartesiane. 



Posizione iniziale 



Muto rettilineo uniforme 



Velocità 

Rappresentazione polare 

t 

rsin 9 




rsintìcos* 



Moto circolare uniforme 
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A - Ai/;/. f . ~ y . 



Velocità angolare 




Poiché la traiettoria giace sul piano xy, si ha 9 = n/2; e trattandosi di una cir- 
conferenza, è r = costante = R. Considerato che il punto percorre archi s propor- 

zionali al tempo, si ha * = — = —g-, con v costante (l'origine dei tempi è stata 

scelta in modo che sia / = 0 quando il punto passa per l'asse x, cioè quando 
x = = 0). 

L'equazione oraria in coordinate polari è pertanto 



r = R 



v / 
R 



[11.23) 



v rappresenta l'arco percorso nell'unità di tempo; e poiché v è costante il moto cir- 
colare si di ce uniforme. La quantità = w (anch'essa costante), rappresenta l'an- 
golo O percorso nell'unità di tempo \ w è detto velocità angolare- w = — ^5- 

àt 

Sostituendo le [11.23] nelle [11.22] si ricava l'equazione oraria del moto circolare 
uniforme in coordinale cartesiane 



(fi/' v J '.- 



/f COS dJ/ 

/? sin w/ 
0 



[11.24] 



Va notato che, essendo il punto materialeWincolatoìa percorrere una traiettoria 
'issa, es so ha un solo grado di libertà. 1 tre parametri deità sua legge oraria non pos- 
sono irnanrcàmBiaTTconenipò in maniera fra di loro indipendente: ciò è evidente 
nella rappresentazione polare (due dei tre parametri sono costanti); mentre nella 
rappresentazione cartesiana, benché sia v che y siano variabili nel tempo, essi sod- 
disfano pero la relazione jr 2 +y 2 = R 2 . 

Come abbiamo detto, le equazioni paramediche del moto [11.24] individuano 
l'equazione cartesiana della traiettoria. Per eliminare il parametro tempo fra te 
prime due equazioni [11.24] basta elevarle al quadrato 

x 2 = R 2 cos 2 ujt 
y 2 = R 2 sen 2 w/ 



La 



TV. 



Moto periodico 
Periodo 



e sommarle 



x'+y 2 = fi 2 (cos 2 o>/ + sen 2 wt) = R : 



Si ottiene una relazione >> = y ( x ) che è proprio l'equazione di una circonferenza di 
raggio R e centro nell 'or igine, ~~~~ ~ " "" 

Un moto ctrcoIàT^ÙnUorme è un esempio di moto periodico, nel senso che il 
punto mobile, percorsa una circonferenza completa, si ritrova a percorrere di nuovo 
la stessa traiettoria con le stesse modalità cinematiche; e così indefinitamente II 
tempo necessario a completare uno dei cicli uguali di moto, si dice periodo T In 
altre parole, agli istanti t, t + T, t + 2 T, t + « T, il punto si trova a passare dalla 
stessa posizione con le stesse caratteristiche cinematiche (velocità, accelerazione 
ecc.). Nel caso di moto circolare uniforme esiste un preciso legame tra velocità 
angolare w e periodo temporale T. Nel tempo D'angolo * deve essere variato di 2* 
(1 giro completo); dunque: 



Al 



2rc 



ovvero T = 



2k 
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11.6. La velocità media 



Nel precedente paragrafo abbiamo introdotto, seppure solo in un sem- 
plice esempio particolare, il concetto di velocità. La velocità è la grandezza 
fìsica che indica quanto rapidamente un punto si nìuove:''PfòBabiliiienté f "'la 
véfocffà'è slalaTina delle prime grandezze fisiche che, storicamente, l'uomo 
ha sentito l'esigenza di quantificare. Il confronto fra le velocità proprie dei 
contendenti è determinante nello stabilire l'esito di una battaglia, o di una 
partita di caccia: è perciò plausibile che il concetto di velocità sia stato 
approfondito prima ancora dei concetti di spazio e di tempo. In effetti, la 
definizione operativa di velocità potrebbe essere basata sul confronto 
diretto con un campione, la cui velocità fosse ritenuta convenzionalmente 
come unitaria. Tuttavia è chiaro che la velocità è legata alle grandezze 
fisiche lunghezza e tempo: ha velocità maggiore quel punto che, a parità di 
tempo, percorre uno spazio più lungo; o che, fissata una distanza, percorre 
quella distanza in minor tempo. 

In effetti, la definizione operativa di velocità viene di solito data rife- 
rendosi ad una sua misura indiretta, come rapporto fra spazio percorso e 
tempo impiegato a percorrere tale spazio. Per conseguenza, la velocità può 
essere calcola ta' ùria, volta no ta la lefige oraria: e ciò è coerente con la consi- 
derazione che le caratteristiche del moto devono essere tutte note una volta 
che si conosca la posizione istante per istante. 

Consideriamo dunque un punto materiale che si muova con legge ora- 
ria nota: 



r = ?(/) 

o, nella rappresentazione cartesiana: 

x = x(t) 

■ y =y(t) 



[11.20] 



[H.19] 



Considerati due istanti diversi t t e t 2> si definisce come velocità media del 
punto nell'intervallo di tempo [/,, /J la quantità 



Ht t ,t 2 )= ^)-y(r,) = jl 
h- h At 



[11.25] 



La velocità media, essendo il rapporto fra il vettore Ar = r(t 2 )- ?(/,) e lo 
scalare At = t 2 - r,, è essa stessa un vettore . Il vettore Ar = r(t 2 ) ~ ?(/,) 
viene detto spostamento del punto materiale relativo all'intervallo di tempo 
I/],/J. Per una proprietà della differenza fra vettori (vedi par. II.4.3), lo 
spostamento A? ha come componenti le differenze fra le componenti omo- 
loghe dì r(t 2 ) e di ?(/,). Per conseguenza, le componenti della velocità 
media, ottenute proiettando la [11.25] sugli assi, possono essere scritte come 



traiettoria 



spostamento A 




Velocità media 
ir 



Spostamento 





Ar x 




~x(t t ) 




At 


h 


~h 


v ? - 


Afy 


y(h) 


-y(h) 




At 


h 


-ti 




Ar, 


zih) 


-2 ih) 




At 


h 


-ti 



[II.25.a] 
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nw m V comi,os,2Ione dei , Dunque le componenti della velocità media rappresentano anche le 
movimenU velocita con cui si muovono lungo gli assi te proiezioni del punto materiale 

sugli assi stessi (legge di composizione dei movimenti) 



Esempi 




E.II.8. Un ptimo materiale si muove seguendo ima legge oraria la citi rappresenta- 
zione cartesiana è 

\x = 2f 
j >' = 2 / + I 

Calcolare la velocità media relativa all'intervallo di tempo compreso tra t, = 0 
e t 2 -5 (tutti i numeri si intendono espressi nel sistema SI). 

Le componenti della velocità sono; 



v,. - 



v,. - 



= 2 ih -ti) 
'i-'i lì- ti Oi-t,) 

} : ih)-xVtì _ Q h + D- (2 /, + 1) 



t, 



= 2 m/s 
= 2 m/s 



2 Uj) ---(/,) _ 4-4 

■ v - - . , = — — - 0 m/s 
'j — '| ti - /] 

Va notato che la velocità media è costante come modulo e direzione (le sue tre 
componenti non dipendono da /, né da t 2 ): il moto è pertanto rettilineo e uniforme 
La velocita giace sul piano xy {essendo v. = 0); e poiché v v = v, > 0, essa'forma 

con l'asse delle x un angolo 4> = 45" = — . 

4 

Il modulo della velocità media è 

v = ìK+ v?+ vf = /4 + 4 + Ó « 2,82 m/s 

E.II.9. (//i /www flw^/r 5/ , m/(>w . 5e,ìH«,rfo una legge oraria la etti rappresenta- 
zione cartesiana è: 



x = 2 / 3 
.y = 2 f + I 
- = 0 

Calcolare la velocità media relativa all'intervallo dì tempo compreso tra t, = / 
e l?-} (tutti i numeri si intendono espressi nel sistema SI). 



Si ha: 



■t 2 ff 2(25-1) 



= 12 m/s 



fi f 2 ~ 'i 4 

J'(^)-.fffi) (2fj+ l)-(2/,+ 1) 2(/ 2 -f,) 



r 2 -/. 



= 2 m/s 



= 0 m/s 



n e „ t C °, m V' vede > mentre V c v -- ^nno anche in questo esempio un valore indi- 
pendente da t, e da / 2 , v v dipende ora da r, e da t 2 : ad esempio, se /, = 1 s e 
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/2 = 4 s, sarebbe v f - 2 ^ ~ - JSzì^lj ìn , , 

/ 2 - f[ 3 = 10 ni/s - La velocità media 



Questi e sempi mostrano come ia velocità media * = — possa essere 
Snfr cai ^-^ r aMaJun.que intervallo di tempo [/, - u\ quando sia 
SSe ^SlrS?^-^^ 5 ^ 533 ' 3d escm P io > nella' su, S ! 

qualunVu^n n // [I ^ 5] C ° nS | nte dì CaiCOlare Ia veIocità media relativa a 
qualunque mterva h di tempo. È però chiaro che un punto che si muove h a 

iat ZéSZ , 1< ^ à . ÌSta r nea - Ha ^identcment/senso ^deS qua! 
«nmmSS ? h mov ' men '° ™ ^ni preciso isfante; ad esempio se una 
ne lTtan t n ha u ™ scontr °' h * senso chiedersi quale fosse la sua veloci 
I , P £ ? S0 !" CUI 10 scontro è evenuto. Tuttavia se per defìn e 
(calcolare) la ve ocità istantanea ci riferiamo aiia [11.25], s presema una dif ^ t 
ficoita: la velocita, rstantanea dovrebbe essere la velocità camolata su un" ; 
intervallo At pari a zero; ma per A/ = 0 il rapporto non è definito 
i?,° n , è ^t fini ^ H . ra PP° rt0 s e il denominatore è zero). Il superamento di 



■.°Ci7à' •VA'! ---tìAfcv* 



V 



M""'*-">« ajjjji unjng 

cui dedicheremo i prossimi due paragrafi 
Esempio 

E " 1L10 " ^ZTT Ìle T" PÌe Pe,COrSO di amia,Q (ii 50 k >» »> »» e poi, sera 
sostate, torna al punto di partenza, lungo la stessa strada dell'amlala in 2 

Si vuote conoscere (in modulo): 

a) la velocità media nelfìntenallo di tempo compreso Ira t, = 0ei,= th- 

b) la velocità media nell'intervallo di tempo compreso tra t, = 0et\ = 3 (,'■ 
e) la velocità istantanea dell'auto durante l'intero percorso. 

a) vff>_ w 50 km 

b) vffi u 1 00 km 

( °" 3> "' (3-0)h =333 kni/h 
.0 occore guardare continuamente il tachimetro. 

N.B. Essendo AF= 0, la velociti media vettoriale sul percorso unda.a-ri.orno è nulla 

^^^t^^u^f 0 VOgHam0 fare ancora ^ alche «>"si- 
facendo" 'fif^iT * * ^ 

Considenamo prima la componente v, della velocità media. Per u=t 
la quantità v 2 \h~ M . " 

y (tj-ti) nm puo essere calcol ata, essendo nullo il 
dominatore. Tuttavia, per qualunque valore di At = t 2 - t] diverso da 



I 
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zero (comunque piccolo sia At * 0), si ha sempre v, - _ ( ^ A e 

quindi ragionevole assumere che anche la velocità istantanea sia pari a 
2 m/s. 

Vediamo ora la componente v, = . 2 _ ' ■ Ancora una volta, per 

vi ' i > 

A[ = ti - tl = o, il calcolo non può essere fatto. Per t 2 - h 4- 0 (comunque 
piccolo sia At ± 0), si può scrivere: 

Quando t 2 si avvicina a /, , v, = 2 (t 2 + /,) si avvicina a 4 i, ; e viene dunque 
naturale assumere questo come valore della velocità istantanea. Questi 
ragionamenti verranno meglio precisati nei prossimi paragrafi, in modo da 
sviluppare dei metodi analitici utili al calcolo della velocità istantanea (e di 
altre analoghe grandezze fisiche) in tutti i casi di interesse. 



II.7. Il limite di una funzione 



Modulo o valore assoluto di un 
numero reale 



Limite 



Dato un numero reale 6, si definisce il suo modulo (indicandolo con|ò|) come 
quel numero che coincide con b se b > 0, ed è pari a - b se b < 0. 



\b\ = b 
\b\= -b 



per b > 0 
per b < 0 



Si verificano immediatamente, a partire dalla definizione, le seguenti proprietà del 
modulo: 



1 



\ab\ = \a\\b\ 



1 il modulo del reciproco di un numero è pari all'in- 

verso del suo modulo 

un numero e il suo opposto hanno lo stesso modulo 

il modulo del prodotto di due numeri è pari al 
prodotto dei moduli 

£ \a ± b\ < \a\+\b\ il modulo della somma (o della differenza) di due 
numeri è maggiore o uguale della differenza dei 
moduli e minore uguale della loro somma. 

Ciò premesso, definiamo il limile di una funzione. 

Consideriamo un numero reale y funzione del numero reale x:y =f(x). Sup- 
poniamo che la funzione sia definita per tutti i punti dell'intervallo [a, b], escluso 
al più il punto x a (a <, x 0 < b). Si dice che la funzione ha come limite il numero 
reale I quando x tende a x ff se è verificata la seguente condizione: prefissato un 
nurriérò^reale positivo ~e arbitrario (arbitrariamente piccolo) è possibile aetenrri- 
rìàrTln corrispondenza di è un numero positivo o tale che, purché sia 
|x- x 0 \ < a (con x f x 0 ), risulti |/(x) - /| < e : 



purché 



1/00 -/|< e 
\x- x 0 \ < o (per ogni x f x 0 ) 



Se ciò accade si scrive 



lim/U) = /• 

X — Xq 



Esempio 
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E.II.H. Consideriamo la funzione f (x) = jLzl.. Es$a è defìnha ^ ^ ^ rf/ 
* reale, escluso x = 2. Mostrare che per x = 2 essa no come limite i = 4 



lim r- = 4 

x~l X -2 



jc-2 

La/M - ^-J. noti è definita per x = 2; ma per ogni ^ 2 possiamo scrivere: 

* ì ~ 4 = U + 2) (x - 2) 

*-2 (7^2) = x + 2 

Dunque .a condizione | ^Ff - 4 | < e equivale, per x * 2, alla condizione 
'e U - 2| , < < „! ; r o°= a " 2 ' < * QUeS ' a C ° ndÌZÌOne è Verifìcata ' ovviamente, 

esisteTicT^d^StaS " ,imke può essere calc ^° (* 

-plesse è faci^S^t^i 5L££jS "» 

pn-snr Strass n^r n ;iS no ,imite in - 

tore abbia limitT £™ ' (P '* fUnZ1 '° ne aJ denom i^- 

«se f/ W < a ( T< 1 1.Vh?'',,? U ° a tCrZa funZÌOne h W com P^ fra d 
u w s « W ^ ha necessariamente lo stesso limite. 

esemplo Ì^S^^r teoremi > Mostriamo a tìtolo di 
sostanzialmente analoga. ' aimostrazione de g« altri procede in maniera 



Teoremi sui limiti 



Esempi 



Se la funzione /Sfa in VT™ L / ,nten ; all ° c ? mune di definizione intorno a 

- m A(Tuzco£ VJ ,a * w ha ,imite '* aliora ,a 

|' : Se Jim/U)-/, " e lim ,(.v) = A 

allora 
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Preso un numero e > 0 arbitrario, si tratta di mostrare che è possibile trovare 
in corrispondenza un numero positivo o tale che, se | x - .v (> | < o {x # . Vo ), risulti 

|/(.v) + x(-v) - /i - /:l < c . 

Fissalo e, prendiamo la quantità e/2. 

Essendo per ipotesi lini fix) = /|, è possibile determinare un numero a, 

tale che 

l/(.v) - h l < ~Y se | a - a-„| < ai .v * ,v„ 
Analogamente, essendo per ipotesi lim .* (v> = />, è possibile in corrispondenza di 

— — determinare un numero ai tale che 
2 

lì-t-v)-/;! <~Y sc I -v — -V., | < O: x + a\, 

Detto o il più piccolo fra o, e o ; , pe r | ,v - xj < a varranno entrambe le due sud- 
dette disuguaglianze; che sommate membro a membro danno 

l/(.v> - /il (a ) - h\ < £ se |.v - .v„| < a \ ■ + v,, 

Ma poiché il valore assoluto di una somma è minore o uguale della somma dei 
valori assoluti; 

|/(a) - /, + j;(.v> - h\ < l/(.v) " 'il +U'U) - / : | < e 

purché |.v - a„1 < o ,\ + x a 

relazione che dimostra il teorema. 

Come abbiamo detto, i teoremi sui limiti facilitano notevolmente il loro cal- 
colo: oltre che dall'esempio E.11.13 che segue, cioè verrà illustrato anche dagli 
esempi discussi nei prossimi paragrafi. 




E.11.13, Calcolare il 



firn 



sin x 



(x espresso in radianti}. 



Per ,v che tende a zero, sìa sin .v che l'arco .v lendono a zero: per il calcolo del 
limile del loro rapporto non può dunque essere usato il teorema del quoziente. H 
calcolo può essere Tatto ricorrendo al teorema del limile comune. 

Cominciamo con l'osservare che, da considerazioni geometriche relative al cer- 
chio trigonometrico, segue che per ogni 0 < x < — è 

sin ,v < x < tg .v [11.27 

(si intende che .v sia misurato in radianti). 

Questa relazione discende dal l'alto che ogni poligono circoscritto a una circon- 
ferenza ha perimetro maggiore della lunghezza della circonferenza; e ogni poligom 
iscrìtto ha perimetro minore della lunghezza della circonferenza. 

Dividendo la [11.27] per sin.v (sin.v > 0), si ha: 



1 < 



sin .v 



< 



1 

COS .v 



[11.28 
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Se fosse ~ — < x < 0, il verso della disuguaglianza [11.27] si inverte; ma la 
[11.28] continua a valere. Per x -» 0, sia la funzione costante fix) = 1 die !a funzione 
tendono a 1; per il teorema del limite comune deve dunque essere 



g <-v> = 



1 



COS X 



X 



lim- 
wo sin ,v 



Per il teorema del quoziente, anche la funzione 



sin x 



tende a 1. 



Prima di chiudere questo paragrafo dedicato al limite delle funzioni, diamo 
qualche altra definizione. 

. U" a f un zi one f (x) si d ice comi mia net jutittu x u se essa è definita in x 0 (esiste 
cioè 1^/(xJ)," se esfst e il limite Jim/'OO, e se queste due quantità coincidono: 

x-*x 0 

Una funzione si dice continua nell'intervallo \a,b] se essa è continua in tutti i 
punti dell'intervalfò. Questa definizione precisa quanto avevamo anticipato qualita- 
tivamente nel par. 1.5. 

Come abbiamo già anticipato, la maggior parte delle funzioni che useremo 
sono funzioni continue; può tuttavia capitare che una funzione tra quelle che use- 
remo non sia continua in qualche punto (ad esempio la funzione tg,v non è conti- 
nua, né è definita, per x = ir/2). 

Se una funzione f( x ) ha in x 0 limite uguale a zero (lim f(x) = 0), si dice che 

f(x) e infinitesima (o che è un infinitesimo) in x = .v„. 

Si dice che una funzione reale ha limite + co (più infinito) in x = ,x: 0 , se essa 
gode della seguente proprietà: prefissato un numero positivo k arbitrario (arbitraria- 
mente grande), è possibile determinare in corrispondenza un numero a tale che, 
quando U-xJ < o ( x ^ A -„), risulta /(*) > k. Si dice che una funzione ha limite 
- oo (meno infinito) in x = x ? , se essa gode della seguente proprietà: prefissato un 
numero positivo k arbitrario, è possibile determinare in corrispondenza un numero 
o tale che, quando | x - x a \ < a {x * Xo ), risulta -/Or) > k. 

E facile dimostrare che se una funzione tende a + co in x 0 (o se essa tende a 
il suo reciproco è infinitesimo; se lim /(*) = + co ( 0 se lim /OO = - co ) 

x-*x 0 x-*x 0 ' 

allora lim ~ — = 0. 

x-.v„ f(x) 

Viceversa, se una funzione è infinitesima in jr 0 , non è detto che il suo reciproco 
tenda a + oo ( 0 a - co ). Ad esempio la funzione x- Xlt è infinitesima in x Q 

( lim (x ~ x 0 ) = 0); ma il suo reciproco — non tende in x„ né a + co né a - co : 

* X ~ Xo 

in effetti essa si avvicina a + co quando x si avvicina a x 0 da destra ( X > x 0 ); e si 
avvicina invece a - co quando x si avvicina a x 0 da sinistra (x < x 0 ). 

Tuttavia se una funzione è infinitesima in x 0 , il modulo del suo reciproco tende 
necessariamente a +oo. 



H.8. La derivata 



Funzione conti 

ì 



nua 



( .-vi. r 



Infinitesimo / 



Limite infinito 




Siano x c y due variabili reali, e sia f(x) una funzione che lega la variabile 
dipendente y alla variabile indipendente x 



y = f(x) . 
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\ Ay=y 1 -y 



f Cxi 



i 



Consideriamo due valori, x e x u delia variabile indipendente appartenenti all'inter- 
vallo di definizione; e siano y e yi i corrispondenti valori della variabile dipendente: 

y = f(x) ; y, = /(*() 

t ( y i chiamiamo anche Ax e Ay gli incrementi, rispettivamente, della variabile jndipen- 
y 1 — T l x>|j dente e del!a var j a bj ]e dipendente: 

&x = X] - x; ày = y t - y 



4- 



Calcoliamo ora il rapporto incrementale che può essere scritto indifferente- 

Ax 

mente nei seguenti modi: 



Av 
Ax 



J'i - y 
- x 



fiXy) -/(X) 

x x - X 



= /(*+ Ax) -f(x) 
Ax 



Derivata 



f (x) 




Funzione derivabile 




Il significato geometrico del rapporto incrementale appare evidente dalla 
figura: se le unità di misura delie lunghezze sull'asse x e y sono fra di loro uguali, il 
rapporto incrementale rappresenta la tangente trigonometrica dell'angolo che la 
corda AB forma con l'asse delle x. 

Evidentemente, il rapporto incrementate è funzione sia di x che di x } ; ovvero, 
esso è funzione sia della variabile x che dell'incremento àx. Per ogni fissato valore 
di x, il rapporto incrementale può essere calcolato per qualunque valore di Ax, 
escluso che per Ax = 0: in corrispondenza di Ax = 0 il rapporto incrementale non 
è definito. 

Tuttavia si può cer care jl limite del rapporto incrementale per àx che tende a 
zero; tale limite, se esisleTmiio, è àkiio derivata delia funzione f(x) e viene indi- 

df 

cato come f'{x) o come — ~: 

dx 



fre/2r7 fi- 



lini 



Ax 



ax 



[11.29] 



/ Il significato geometrico del la derivata'segue facilmente dal significato geome- 
tri codel rapporto incrementaleTquah do Ax — 0, il punto B tende ad A, e la corda 
^ffjJìviene la tangente geometrica' alla curva nel punto À:se le lunghezze sui due 
assi vengono misurate "nelle stesse unità, la derivata rappresenta la tangente trigo- 
nometrica tg a dell'angolo a che la tangente geometrica alla curva forma con la 
direzione dell'asse delle x. 

Il significato fisico della derivata è ovviamente diverso a seconda del significato 
fisico delle variabili: se ad esempio la y = f(x) è una legge oraria (la y è una 
coordinata; la x è il tempo), allora la derivata /"(x) non è altro che una velocità 
istantanea. 

Se una funzione f(x) ammette derivata in x a (il limite del rapporto incre- 
mentale esiste finito in x 0 ), la f(x) si dice derivabile in x Q ; se è derivabile in 
ogni punto dell'intervallo, si dice derivabile nell'intervallo. Va notato che quando 
Ax -* 0, il denominatore del rapporto incrementale tende a zero; affinché il limite 
esista e sia finito, è necessario che anche il numeratore tenda a zero: e cioè che 
iì^yf.* + àx) = f(x). Condizione necessaria affinché una funzione sia derivabile 

è che essa sia continua. La condizione non è invece sufficiente. Una funzione il cui 
grafico presenti una angolosità (vedi figura) è continua in quel punto, ma non è 
derivabile (non è definita la tangente geometrica alla curva in quel punto). 



r 



Esempi 

E.II.14. Calcolare la derivata della funzione y = 2 x 7 + /. 
Per definizione si tratta di calcolare, se esiste, il limite; 
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= lim J 2 ^+AaV+ lì-r 2 v^ M 

dx ir -a * ' 



Ax 

4*-0 fa = 

i*-o A* ~ < per 11 dorema della somma) 

- Km -t£4£ + , im ^>L = 
= lim (4 x) + lim 2 A-v = 4 x 

Infatti il primo iimite, Km (4 assume il vaìore 4 .v, che è indipendente da 
àx; il secondo, al tendere di Ax a zero, tende a zero. 



E.H.15. Calcolare la derivata della funzione y = sen x. 
Si tratta di calcolare 

-4L = i im sin (jf + te) - sin .v 



Usando le formule di prostaferesi (sin a - sin p = 2 cos-^- sin ^&-J ■ 

: ; . sin(x+A^r)-sin^= 2 cos {x s ìn^~ • 

dunque; 

i,dy 2cos(x+-AS_) sin _*L 



= lim 

ir-0 



sin — 
2 



2 J 



g; ; Ma il li mi te di un prodotto è pari al prodotto dei limiti: 




& Ora il ha: 



Ax/2 



ti* 

"ti 



Ax/2 



= i ( vet ji Esempio E.11.13) 



nm 

àx~0 Ax/2 
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Derivata del seno 



per cui in definitiva 



dx 



= COSA- 



(Scrivendo che lim coslx + - _ 

Av-0 \ 2 

cosa è continua). 



(se y = sin x) 



cosa: abbiamo usato il fatto che la funzione 



Derivata della somma 



Derivata del prodotto 



Derivata del reciproco 



Derivata del quoziente 



Derivata di funzione di fun- 
zione 



Nei cast semplici, la derivata può essere calcolata ricorrendo direttamente alla 
definizione; si trova così la derivata di funzioni notevoli. Nel caso di funzioni più 
complesse, alcuni teoremi consentono di calcolare la derivata riconducendo il cal- 
colo al caso di funzioni notevoli più semplici. Valgono infatti i seguenti teoremi: 

- Derivata (iella somma - Se una funzione F(x) è somma (algebrica) di fun- 
zioni derivabili, la sua derivata F (x) è pari alla somma (algebrica) delle derivate 
delle funzioni addende: 



Se F(x) «/(*) ± g(x) 



allora F'(x) =/'(*) + g'(x) 



- Derivata del procione - Se F(x) = f(x) ■ g (x) (/"(x) e g (x) derivabili), la 
derivata F(x) è data dall'espressione 

F(x) =f(x)-g'(x)+f'(x).gix). 
1 



— Derivata del reciproco - Se F(x) = 
vabile, si ha 

F{x) = - 



/(*) 

/'(x) 
f 2 (x) 



(con/(x) f 0), se la/(x) è deri- 



- Derivata dei quoziente - Combinando i due precedenti teoremi, si ricava 
f(x) 

facilmente che: Se F(x) = (six) =É 0; /(x) e g(x) derivabili) si ha 



F(x) = 



f'Mg(x)-f(x) g'(x) 



7m 



- Derivata di «funzione di funzione » - Sìa una funzione F(x), esprimibile nel 
seguente modo: y = F(x) = f(z) con z = z (x) [la,v si dice allora una «funzione di 
funzione»: essa è funzione dì z, dove z è a sua volta funzione di x]. La derivata 
F (x) può allora essere espressa come prodotto delle derivate /'(z) e z'(x) 



Se F(x) = /(z); 2-2(1) 



allora F(x) =/'(z)-z'(x) 



Per meglio chiarire e precisare il significato di questi teoremi, dimostriamo 
nell'esempio E.II.16 il teorema del prodotto; e nei tre esempi successivi mostriamo 
l'applicazione di tali teoremi al calcolo della derivata di alcune funzioni. 



Esempi 

E.1I.16. Dimostriamo il teorema relativo alla derivata del prodotto. 

Sia F(x) = /(x) ■ g (x), dove f(x)eg (x) sono due funzioni derivabili. Si tratta 
di calcolare: 



,. F(x + àx)-F(x) f(x + Ax) • g (x + Ax) - /(x) - g (x) 
lim — — = lim = tim - 

àx - 0 Ax - 0 àx a.v - 0 ax 



r 
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f(x)%T+te\ s7h r a end ° a ' nUmerat0re del ra PP° rto incrementale la quantità 



A X 

Ax 



Eseguendo il limite per 4* - 0, utilizzando i teoremi sui limiti (limite della 
somma u gua le alla somm dei |imilj . |imi , e d£| ™ ™' a (I m,t dell 



'<"> - feÌ7 " lim AX + T fM 0?,^^ + 

♦ lim /(r, • lim . f , ^ . , w +/w . f , w 

E ciò è quanto volevamo dimostrare. 

E.1U7. Trovare la derivata detta funzione y = b x 2 . 

Cominciamo con osservare che se/(x) = bx, la derivata /'<*) vale * (infatti il 
rapporto incrementale -J- = b-fL = A è costante, e il suo limite vale dunque b), 

^iPi" 6 ," 1 ^ 0 ' , ia funzione ^ = Può essere scritta come y = bx x- ed 
applicando la regola di derivazione del prodotto / = b • x + bx ■ I = 2 

E.II.18. 7raw«. /<, derivata detta funzione y = (2x 3 + 1) . sin x. 

La funzione può essere scritta come prodotto delle funzioni /(*) = (2 x 1 + n 
EH 15 TriV- a'! 3bbÌam ? CaiC ° Iat0 Ie derivate esem PÌ E-I1.14 ed 

dotto si ha 4 '/ /+ C (?,? +1) Sri 1130 13 r6g0ia ^ derivazi0ne del P f °- 

E-H.19. Trovare la derivata detta funzione y = sin 2 x, 

^^^f^y^T-i^^ ^ nella 5 orma di <<funzi ° ne di 

sin * e z = cos *, si ha y' (x) » 2 z • cos x = 2 sin * cos x 

«onUotevo^un'etn^ nT 6 rÌ P° rt , iamo . )a derivata di »n certo numero di f un - 

^rivaK^ in^Si^- C ° mP ^ t ? 6 np0rtat ° in a PP endice - Us *ndo queste 
moo «J» «. w combinazione coi teoremi enunciati in questo paragrafo pos- 

£3S? d V Utte ' e PrÌndpaH fun2i ° ni di «~ »™«e; e in 
«re ai tutte le funzioni che verranno utilizzate in questo libro. 
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Tabella ILI. 

Derivata di funzioni notevoli 







y-fU) 


✓ ->><*>-£. 


y 




k = costante 


y = o 


y 




bx 


y = b 


y 




x" (a reale qualunque) 


y' = a a:"" 1 


y 




sin x 


y = cos x 


y 




COS X 


y' = - sin a: 


y 




tgx 


1 

y = — ; — 

COS JT 


y 




e* 


y = e* 


y 




In x 


1 



II.9. Derivata dei vettori. Velocità ed accelerazione istantanee 



Derivata dei vettori 




traiettoria 



: -f : , 



o f 



L'operazione matematica di derivata, che abbiamo definito nel prece- 
dente paragrafo, si ricollega chiaramente con il concetto di velocità istanta- 
nea che avevamo introdotto, seppure in termini qualitativi, alla fine del 
par. II.6. 

Da quanto abbiamo visto, diviene infatti naturale definire come velo- 
cità istantanea il limite, per At che tende a zero, della velocità media [11.25] 
calcolata sull'intervallo di tempo At: 

r VÉLO C i !£' r.-,-.- . / 
ir? 



A/* 

^ v(r) = lim — lim 

ùi-o At A'-o 



r(t + At)~r(t) _ 

Al dt 



(11.30] 



In altri termini, la velocità istantanea di un punto è quei vettgre^che si ottiene 
de rivando il vettgre^ssìzione.. di quel punto. ' 

L'incremento A? = r(t + At) -r(t) è rappresentato dalla corda della 
traiettoria. 

Al tendere di Ar a zer o l'angolo A9 tende a zero e la direzione della 
corda corrispondente tende affa "direzione della tangente alla traiettòria nel 
punto P. 

Dtmque il vettore velocità istan tanea è ..tangente,. aUa_traÌettoria. 

Poiché nel precedente paragrafo abbiamo introdotto solo la derivata di 
funzioni scalari, la definizione [11 .301 dL.yelocità istantanea richiede una 
generalizzazione dell'operazione, dì derivata al caso dj.i^nBont''>èttofialÌ. 

Questa generalizzazione è tuttavia immediata se si tiene conto che le 
componenti del rapporto incrementale di un vettore altro non sono se non i 
rapporti incrementali delle componenti del vettore (vedi la [11.26]); per cui 
passando al limite si ha che la velocità istantanea è quel vettore che ha 
come componenti le derivate delle coordinate del punto. 
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^r^tLz lLO ha Per componenti x - x(t) y - v <tì e z - ?ft\ 

se r(t) = (jf (,) t 

v(/) = (x'(0, /(/X z'(/)). 



Esempi 



E.II.20. Calcolare la velocità istantanea v (0 dei punto feriale éi cui alieno 

La legge oraria, nel!a rappresentazione cartesiana, è data dalle equazioni: 

* = 2 t 2 
y = 2 t + ] 

E dunque la velocità v (/) ha per componenti 

( v v {/) = X '(t) = 4 , 

v r (/) = y (/) = 2 
[ v- (0 = .-' (/) = 0 

V * + v, + v , V 16 , + 4 « 2 V4/ a + 1; mentre ia tangente e dell'angolo 
che la velocità forma con l'asse delle x vale tg 9 = = _L 

v , 2 t ■ 




v y = v x tg6 



^rSteli^T^^^- r 3 ' egee ° raria è al!ora data dai[e equazioni (II 24) 
nell'esempio , E II 7 * rifer,mento e ''««ine dei tempi siano scelti' come 



* = .fl COS CO f 

^ = /? sin cor 
z = 0. 



componenti della velocità sono allora 



v Jt - - w R sin co/ 
v,- = co R cos co f 
v- = 0 . 

pSSoiri^ d i ^^i e d a T ,ogamente per ^ = * sin «'> è 



■■ - ) ' ! ! ' 0 V ■ A / 



Osserviamo quanto segue: 

a) II modulo della velocità 

v = ^ \r v + vj = Vw 2 ^ 2 sin'wf + w 2 R 2 cos 2 u/ = 

= ufi V sin 2 w/ + cos j cj/ = wfi 

è costante , come ci si aspetta nel caso di moto circolare uniforme. Il modulo 
della velocità rappresenta in effetti l'arco percorso nell'unità di tempo. 

b) La ve locità v* è diretta secondo j ajjmgejit e ^ il 
prodotto scaiare_(fj_vjj_ " --^ ;■>_.-. ....v -:■/ : ; y 

xv v + ,r v v = / coswf (- ufscnwM + f sen u/ (wcos wf) = 0 . 

Questa condizione equivale a dire che v è ortogonale a r. 

c) li vet tore r(t) ha mod ujo_cos tante pari ad R\ la sua derivaWjion _è_P?XÒjiulla. In 
effetti, la derivata di un vettore è nulla quando è' c'ostante il vettore {cioè sono 
costanti tutte le sue componenti) e non quando è costante solo il suo modulo. 

La velocità istantanea v__(0__è essa stessa una funzione del tempo (fun- 
zione "cwfànTT^óTonieTcaso di moto rettilineo uniforme) ed ha dunque 
senso chiedersi quanto rapidamente essa cambi nel tempo. La rapiditàjcon 
! cut^ffibia'la Velocità e 'descritta 'dalVaccefcrazione à(l), de fin ita comela 
derPvata "della velocità v (i). Poiché anche la 5(0 è una funzione del tempo 
(costante, o nulla, solo in casi particolari) anche essa potrebbe essere deri- 
vata: la grandezza così ottenuta non è però particolarmente utile nella mag- 
gior parte dei casi; e non dedicheremo ad essa alcuna attenzione in questo 
volume. 

Analogamente a quanto abbiamo già visto nel caso della velocità, le 
componenti della accelerazione possono essere ottenute per derivazione 
delle componenti omologhe della velocità 

•.■ v,.^..,..,. v <»,(') - V .v« = .»'"(') 
MO = V U0 = z" CO- 

Con/"(x) abbiamo indicato, come è usuale, la derivata della derivata 
f'(x) di una funzione /(x); un altro simbolo comunemente usato è 

rocì—^r. 

Riassumendo dunque 
se 7(0 = (*(/), y(0, z(0) 

allora v(r) ~ (x'(0, /(0, *'(')) l 11 - 31 ] 

5(0 = (v,(o, v;w, v;(/)) = (x"(o, yw, z B (0). 



Esempi 



E.1I.22. Calcolare l 'accelerazione del punto materiale di cui all'esempio E.ÌI.20. 



Poiché 



x'U) = 4 / 
/(/) =2, 
z'UÌ = 0 



si ha 



a x = x"{t) = 4 
a t =■ y"(t) = 0 
à. = z"(t) = 0 



IT. 



X ; '" 



ì 



EJL23. Calcolare l'accelerazione del punto materiale di cui all'esempio EM.21 
Poiché 



I /(>) = v y = w/f cos ur , si ha 
1 *'(') = v, = 0 



a* = Jf"(f) = - w 2 tf cos ut 
= /'(/) = - w 2 /tsin ai 
a. = 2 "(0 = 0 
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Notiamo che il modulo della accelerazione a = Jaì+a i + a ì = ( , 2 /f i. « 

^iA 221 ^^^ alTe foLt 

^i^eTtoTe^o^^^ 

suo modulo è cosante: a = = MV = Jj_. (abbiamo" usato il fatto che ii 
modulo dì v è v = uif). 



Acctìlerazione centripeta 41 
w =s cost 



Le [1131], secondo cui le componenti del vettore derivata sono Dari alle 
derivate rispettive delle componenti del vettore da derivi, c^entSo tì 
calcolare la derivata di un vettore quando il vettore (e in panico are ta sua 
rappresentazione cartesiana) sia noto in funzione del tempo 

Tuttavia in molti casi il calcolo e l'interpretazione fisica del risultato 

rn° e n n 0 te P1 fl U n ,m H m r diatÌ ' M ? derivata VÌene Ca,C0,ata f^^wlS?- 
mente alla definizione [11.30]: v= alidi. ynroiK Ai if-f ■ 

Copinaamo^aXanalizzare il caso il cui il vettore che sì vuole "devi 
vare abbia modulo costante: è questo' il caso, ad esempi e vS c S 

ménte uguale ^i^S^^%V^/SZ ^ ^ è Cvidcnte - 
Uò che voghamo calcolare è; 



|V| = W R 



ett+At) 



pèTS^ rf -«W^^,^? ^ «.(a + P + ie^-n); Ciò implica 
i ; «r quanto riguarda il modulo dell'accelerazione si ha: 




per 



la 



che, 
ione a 



lim 



l A v|_ = , jm 2vsen(A6/2) = 

= moltiplicando e dividendo per A6 = 

= v lim f- sen < A6/2 L 
*-oL (A6/2) 

^[limJHL^l.f^^ll. 




v (t + At) 
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In definitiva 



SU) = 



Viùr 



[11.32] 



Derivata di un vettore di mo- 
dulo costante — — — - — C' 




ii-'Y. l> .V 



Componente parallela e com- 
ponente normale della deriva- 
ta di un vettore 



La [11.32] rappresenta un risultato del tutto generale (valido non solo 
nel caso che v sia una velocità): 

Dato un vettore v di modulo v costante, il qiiafe a un certo istante t ruoti 
con velocità angolare pari ad w, la sua derivala A è un vettore di modulo pari 
■ a ojv, e ruotato rispetto a v di n/2 nel senso in cui ruota v. 

La [11.32] vale in particolare se v è un versore v, nel qual caso basta 
porre in essa v = 1. 

Nel caso in cui v sia variabile in direzione e modulo, il calcolo della 
sua derlvala"puo"essérè"tàtfo facilmente scrivendo il vettore v come pro- 
dotto del suo modulo v(/) per il suo versore \(t): v = v • v. poiché l a der i- 
vata di un vettore può essere fatta per componenti, e poiché moltiplicare 
un 'veTlÒfe"pef uno scàlanTé come moltiplicare per quello scalare je compo- 
nenti del vettore, segue che la derivata del prodotto di uno scalare per" un 
vettore può essere fatta applicando la regola di derivazione del prodotto: 



dv 
dt 



à , „, dv . 
(v v) = — : — v + v • 



dt 



dt 



dv 
dt 



dv 
dt 



V + V Od ( 



[11.33] 



dove tè il versore normale a v (ruotato di tt/2 nel senso in cui v ruota). È 
questo un risultato del tutto generale: fa derivala dì un vettore v può essere 
scritta come somma di due termini vettoriali: un termine, parallelo al versore 

dv 

v, avente come modulo la derivata del modulo di v; un termine ortogo- 
di 

nate a v (nel senso in cui v mota) avente come modulo vwfd) velocità ango- 
lare istantanea con cui il vettore ruota). 




Esempio — \ jHQTO Cig; 



E-H.24. Usare la [IJ.33J per calcolare la velocità e l'accelerazione di un punto mate- 
fiale mobile su traiettoria circolare, nota la legge oraria s ~ s(t) che 
descrive la ascissa curvilinea s in funzione del tempo. 

Scriviamo il vettore posizione r (() come prodotto del suo modulo R per il ver- 
s (t ) sore f 



7{t) = R-fU). 
Derivando secondo la [11.33] si ottiene la velocità v 

dR 



v(f) = 



dt 



..r>" v - ' 

r(t) + Rut 



dove t è il versore della tangente alla traiettoria (normale ad r nel senso del moto). 
Essendo R costante (traiettoria circolare) questa relazione si riduce a 



kg 



ì 



v (0 = R co / 



[11.34] 



dove 
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u(0 -_^_-J_Ll)__L 



/t 



ds 

(con v (/) abbiamo indicato la ^derivata — — della ascissa curvilinea). 



dt 



Derivando la [lU4Tsi ottiene l'accelerazione; usando ancora la [11.33]: fj , 

rfv * -JL- ( D \ v, , dì 

- = —r-{R^t) = R~— -.f + R<ù:~~ ~— = 
ut di dt 

(II.35] 



5(0 = 



— — ^ 

avendo usato il fatto che il versore ortogonale a / (nel senso in cui ruota il punto) è 

- r. La [11.35] ci dice che V acceleraz ione in un mata ..circolare ha ima mrnpr»npnff Accelerazione tangenziale e 
C - un ,i.^2H?^ n ^-5 1 JS^Ìa]e,a / ,,(centripeta, cioè diretta verso il centro) accelerazione centripeta in un 
ai moauio ns petti vamente pari a " ' ■ 



molo circolare 



a = R d(J > , _£y_ i .VH.-V ■■!'..■ v,, 
' dt dt 

2 (Ricordare che è v = w/f) 

a,= R«? = vo> = -i- f^f,%^V-' xv-- ; ; .■ " 



Nel c aso particolare che il moto sia circolare uniforme 



costante! la 

componente tangenziale si annulla e resta solo la componente centripeta; coerente- 
mente con quanto avevamo calcolato nell'esempio E.II.23. 



"'■:■} 'r 



Per p orre la [11.33] in forma più compatta, si introduce il vettore velocità Vettore velocità angolare 
angolare w, definito come .queJL vettore che ha modulo pari ad co, direzione 
comcidente^con l'asse di rota zione, e verso tale da «vedere» la rotazione 

P™£?<lere m senso antiorario. "Usando questa notazione, la [11.33] può w i 7= w x * 
essere scritta come: 



dv 



dv 



V + G) X V 



[11.36] 



dt dt 

Nel cas oj rt cui il ve ttore abbia modu!o_ costante, si ha in particolare: 



dv 



dt 



= w x v (formula di Poisson). 



[11.37] 



dv 



àt rappresenta la velocità con cui si muove l'estremo libero di v. 



11.10. Moti piani su traiettoria qualsiasi 

Consideriamo un moto che si svolga su un piano. In un punto qual- 
siasi della traiettoria è definita la retta tangente / e la retta normale n. 



La velocità, in ogni punto della traiettoria, è un vettore puramente tan- 
genziale e vale 

v(/) = \(t)t 

dove tè il versore della tangente alla traiettoria orientato concordemente al 
verso di percorrenza assunto come positivo sulla traiettoria. 

L'accelerazione, invece, ha componenti sia tangenziale, si a norma le: 

d . . , 

È da osservare che anche il versore rè funzione del tempo, nel senso che, 
per ogni posizione assunta successivamente dal punto P durante il suo 
moto, il versore ( della tangente alla traiettoria assume valori in generale 
diversi. Sviluppando la derivata si ha: 



dt 
dt 



t+\ — — = a, + a„ 



componente com ponente 
tangennale normale 

In molte applicazioni risulta utile esprimere le componenti tangenziale 
e normale dell'accelerazione in funzione di parametri locali della traiettoria 
invece che, per esempio, in funzione delle componenti cartesiane dell'acce- 
lerazione. 

A tale scopo consideriamo, in un punto P della traiettoria, Pinsieme 
delle circonT^enzé chè'sono tangenti alla retta tangente / alla traiettoria. Si 
tratta di infinite circonferenze di raggi variabili da 0 ad oo . Tra queste cir- 
conferenze né"ésfsté rima che meglio «combacia» con la traiettoria data: 
questo~cerchiò sì chiama cerchio osculatore alla traiettoria neì^puriì^ consi- 
derato. La geometria insegna a calcolarne il raggio: si tratta di un cerchio 
che ha un punto di contatto triplo con la traiettoria. 

Ora, nel tratto infinitesimo di traiettoria intorno ai punto P, è come se 
il punto mobile si muovesse su un pezzo di cerchio osculatore con la velo- 
cità tangenziale v in P. In questo senso il moto coincide con un moto circo- 
lare su un cerchio di raggioTTpari ài raggio del "cérchio osculatore '(detto 
raggio > 'cfT elitra Tuia ' della traiettoria in quel punto), con velocità angola re 
ist antan ea u> = V/& 

L'accelerazione normale in un punto della traiettoria in cui il punto mo- 
bile abbia velocità v(t) ed in cui il raggio di curvatura sia R(t) vale dunque: 

do ve h è il v ersore jiormale alla traiettoria orientato verso il centro del cer- 
chio osculatore. 



11.11. Dalla accelerazione alla legge oraria 

Fino ad ora abbiamo visto come sia possibile, una volta nota la legge 
oraria del moto r = ?(/), ricavare la velocità v e l'accelerazione a in fun- 
zione del tempo mediante l'operazione di derivazione. 

Ci poniamo ora il problema del procedimento inverso: una volta nota 
l'accelerazione a, ricavare la velocità v e poi la posizione 7. 
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stradi i^A^ T tante di 100 ''-te 
200 km, a che o?a ^ÌTaZooVlLtTl^ a caselI ° è di circa 

lata, questa domanda non Ì te E Che > cosi for ™- 
indica semplicemente come 3/" a posi fj^^ P ° Ìché la veiocità 
quando viene raggiunta una cert ^ziS s ?o1t^ P ° trem ° fflai Sapere 
noi non sappiamo anche j5SSh?i. * conoscere ] a velocità 

quando è passata da una pSone 3?rifrS™ * C P3 T a ( ° per lo meno 
istante di riferimento). Ih\S£^eìa^ ent0i ? 2° Ve SÌ tr0vava a u " 
a dare risposta al problelnT^SS^-^^-^ 113 ^'ocità non basta 

piici^eSry™ ~^ ermini - dsi da ai «- Condi210!li m,zii,li 

Proprietà che la sua MI ^ffl * ** ^ ^ 
P~o&^5oR^^^ ^ primitiva, o se 

* — se , 

*•<*>-/« e , ° W ~ fW - Esse "«° Per ipotesi 

*M- -/-«-/«-/M-O. 

'tante arbitraria); cioè C(") - ?", +*' } " CW " f « " c <«» c co- 



Primitiva 



[11.38] 



-ateS^ con l'operazione 

gf r ,a ri ^rca della primi ivTSyS?J- "T^ SU aIcune tec n*he 
m un altro capitolo. IProcessoTelloai «integrazione»), torneremo 




^ r , nQ1 
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II primo passo consiste nel determinare la velocità. Nella notazione specifi- 
cata dalla [11.39], la velocità sarà espressa, in rappresentazione cartesiana, 
dalle relazioni: 

v t = \a x (t)dt + c lx 

v, = \a y (t)dt + c lv [11.40] 
v ; = \ a,(t)dt+c u 

dove, secondo la definizione di primitiva, il simbolo \a x (t)dt indica una 
funzione del tempo tale che la sua derivata valga a x (t), ecc., e dove c ìx , c lf , 
c u sono tre costanti che non possono essere determinate a partire dalla 
[11.39]: qualunque sia infatti il loro valore, derivando le [11.40] si ottengono 
le [11.39]. Tuttavia queste costanti hanno un preciso significato fisico: a 
seconda di quale valore venga ad esse assegnato, si ottiene una velocità 
descritta da funzioni diverse. Se si vuole determinare con quale velocità si 
muove il punto, oltre ad assegnare la sua accelerazione (ad esempio tramite 
le [11.39] è necessario fornire il valore delle costanti <r, v , <-,,., c,_. In termini 
equivalenti, si può specificare la velocità che il punto aveva a un certo 
istante, ad esempio all'istante «iniziale» / = 0. Poiché queste costanti pos- 
sono essere determinate specificando con quale velocità il punto è partito, 
esse vengono comunemente dette condizioni iniziali. 



Esempi 



E. 11.25. Un punto materiale si muove con accelerazione a specificata dalla seguente 
rappreseli lozione cartesiana: 



o.v = 2t 
a r = 3 
a- = 0 . 



All'istante 1 = 5, la velocità v del punto vale 

v,(5) = 30 
v,(5) = 10 
v.(5) = 12 . 



[H-41] 



[11.42] 



Trovare come la velocità v varia in funzione del tempo (tutti i valori numerici sono 
espressi nel sistema Sì). 

Dalla tabella II. 1 risulta che la primitiva di f(t) = 2t è F(t) = t 2 \ e quella di 
/(/) = 3 è F(t) =3/. Abbiamo pertanto: 

v *"= \ aAOdt + c ìx = \ 2 / dt + a* = r + ci. v 
v,. = \a t {t)dt + c b . = pdt + c h . = 3/ + Clj . [11.43] 
v. = \a : (t)dt + c ìz = c, : . 
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Ponendo nelle [11.431 > = 5, e lenendo conio delle [11.42]. abbiamo 



30 = 25 + c u 
IO = 15 + 
12 = r,. 



da cui 



<ì, = 5 
fi,- = - 5 

q, = 12 . 



2M, S ™ Va , ,0rÌ . delle , C0S ! amÌ ' introdoHi ,1ellc [»■«], consentono di determini 
pietamente la velocita 



ire com- 



[ v v = t 2 + 5 

v, = 3 / - 5 
f v. = 12. 

d,1 t?l V °!l?, d | te ! ,nÌI,Ìle k 'r rU " ZÌ ° nÌ ° he ^freano come la velocità dipende 
dal tempo, con lo stesso procedimento si può determinare la legge oraria 7 = 7m 
porche vengano assegnate le relative condizioni iniziali, cioè veima specificato 
valore che la posizione assume a un certo istante d rilcrimemò 



E.1I.26. 



IHQIo fViflft /S puto! 



Tl'r't Ti* 'TT lV,od,à ' 12 m/s da >'«<> destra 
almSj,, dalltvetlo de suolo. L'angolo a che \TS velocità in iziate /ormo con 

in S'I Determinare la le m oraria. In panico/are calcolare 

la dnian-a y Zolla finestra a cui il sasso cade, e dopo quanto tempo / dal 

dell'aria 0 ) ° ^W '" £, ° h ° km ° ( " ,rascurì la 

verti^iS,," 11 siste ™, di rir «"mento con origine a livello del suolo, asse - 
lancio V6rSO °' 6 ^ } ' 0rientat0 «temerne alla direzione di 

m/«iVrfS eWZÌOne . d ? SaSS ° è racce,era2Ìon e di gravità g. il cui modulo è <r = 9 8 

S™ I P In™ , Vn" Ci " e r rSO Ì! baSS0 >- Nel sistema di riferimento da noi 
scelto, le componenti della accelerazione sono pertanto: 



a v = 0 
a> = 0 



[11.44] 



ftsr: t l ^L'P abbiamo ino!tre le sesuenti condizioni inizi;iii - ia 



Moto del proiettile 




[11.45] 



y v {0) = v av = o 



(a = 30"; 



M°> = v <» = v 0 cos« 
v : (0) = v 0 : = v oS ina v ° = 12 m/s > 



x{0) = x 0 = 0 
J<0> = y 0 = 0 
z(0) = 2 0 = 8 , 



|. Dalle [1I.44J abbiamo, integrando' 

I:- ■ 

V.v = 
V,, = C h . 

|onendo / = 0 e confrontando con le [11.45], otteniamo: 



Pf.' 



TI'. 



[11.46] 



v * = 0 u , 

v r = Vocosa^^ 10 '? 67 "^ 1 ^- (> 

v - = ~ J? / + v 0 sin a-. 



[11.47] 
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Integrando ora le [11.47] abbiamo: 



x = c 2 

y = (v c cos a) l + c 2y 

z = - — g t 2 + (v Q sin a) / + ci! 



Ponendo / = 0 e confrontando con le [11.46] abbiamo 

. y = (v 0 cos a) / [11.48] 

■ - V ••• • / ' IL 

Le [11.48] rappresentano la legge oraria cercata; va notato che queste equazioni rap- 
- Ti r*r. ■' * . ; presentano il moto se 0 < i < t { , dove t c rappresenta l'istante in cui il sasso cade a 

terra. Ponendo nelle [11.48] a = 30°, v 0 = 12 m/s, g = 9,8 m/s 2 e z 0 = 8 possono 
'■jfi fiti * " S,'-h'J'- ' fi ^ i f , £ — i essere ricavate tutte le informazioni numeriche relative allo svolgimento del moto. 

Vediamo in particolare che il moto si svolge tutto nel piano yz {x = 0). 
[ Equazione della traiettoria^ La eq uazione della t raiettoria si ottiene, in particolare, esprìmendo z in firn- 

zione tuy (z = z(y)), cioè eTrmTnàrido il tempo / dalla secóndà é dàlia tèirza-'delle 
equaZTènT {TOSI ' " — 

LI> 2=^/) z ~-T*![ùz + iì ** )y + l * [1U9] 



<^La distanza >v>a cui il sasso cade è quel valore di .e corrispondente a z = 0; esso può 



r 



^i_a uisiaii^a y^a lui u sasso tauc c ijuei vaioic ui 

èssere' Ollèrtuto uguagliando a zero la [11.49] 



'7 Si trova: 



v, = sin a cos a (l ± \j 1 + — r~r — ì . 
$ \ V v « sin " a / 

Delle due soluzioni, q uella negativa non corrisponde in questo caso ad alcun feno- 
m eno tisico, po icjié,è,_fecÌle verificare che ad essa corrisponde un valore del lerripo 
C<Ti(;.„L-Istante t c di.jad.uta..può essere ricavato, ad esempio, dalla secondadelle 
[11.48] come quel valore di r corrispondente ad y = y,.; 



'e = 



v„ cos 



L_ = j^ sina ( 1+ y 1+ _^_) 

os a g \ V v o sm « / 



Quota massima E.II.27. Calcolare la massima quota z m raggiunta dai sasso di cui all'esempio 

E.1L26. 

La quota massima z m può essere calcolata in molti modi. Ad esempio, pos- 
siamo notare che l a quota massima è raggiunta quando v r = 0; per cui z m si 
potrebbe trovare ugualiando a zero la terza deììe [11.47], e sostituendo il valore del 
tempo cosi trovato nella terza delle [11.48], 

Noi preferiamo fare il calcolo in un modo diverso. Notiam o che il punto di 
massima quota è caratterizzato dal fatto che la tangente alla traiettoria è orizzon- 
tale; ovvero, considerato il significato geometrico delia derivata^ dalTa"tiÒ"che~in 

e Hi!!'w ^ " 

: U5rlvarTdÓ~~dunque la [11.49] abbiamo: 



(WA 1 ' , r > :,i V-';, /) 



vi. cos a 
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Uguagliando a zero, ricaviamo il valore y m della y corrispondente alla quota mas- 
sima 

v 2 

y m = — ^ sin a cos a 
g 

Sostituendo nella [11.49] sì ottiene il corrispondente valore di 2, z,„: 

vj sin 2 et 



2g 



£.11.28. Un punto materiale viene lanciato orizzontalmente con velocità v, da un 
punto a quota h. Supponendo che l'accelerazione sia quella di gravità 
(g = 9,8 m/s 2 ), calcolare il tempo ti necessario a raggiungere il suolo e la 
gittata yi corrispondente. Quando valgono te stesse quantità /j ed x 2 , se la Gittata 
velocità orizzontale di lancio è v 2 = 2 v, ? 

Procedendo come nell'esempio E.II.26 si ha: 2 
a x = 0— v x = 0-*x = Q 
(il moto si svo lge sul piano yz ). Per la componente y si ha: n 
a y = 0 -> = cosi = v y {0) = v, O 
y(t) = j Vj, di + cost = j V[ di + cost = v, / + cost . 

La determinazione della costante additiva si effettua imponendo la condizione ini- 
ziale: per t = 0 y{0) = 0 e dunque cost = 0. In definitiva: 



Per la componente z si ha: 



a z = ~ g - v z 



y U) = v, t . 



(- g) dt + cost = - g t + cost . 



l(<\ - à 



Jl valore della costante si determina imponendo all'equazione v ; (/) = - g t + cost di 
soddisfare la condizione iniziale v r (0) =* 0 (il vettore v non ha componente z al- 
latto del lancio); segue che questa costante deve essere nulla e l'equazione della 
ÉPJPPonente z della velocità diventa: 




v z (0 = ~gt. 
integrando ancora si ha la funzione z(t): 



Vj (/) dt + cost = \ (- g) t dt + cost - -~gt 2 + cost . 

valore della costante si ricava imponendo che la quota iniziale sia h: 

2 (0) " h ™ cost . 
coordinata 2 del punto ha dunque la seguente equazione oraria: 



3 f 



n 



Il tempo impiegato a raggiungere il suolo si ricava imponendo alla quota : di 
assumere il valore nullo (arrivo al suolo): 



z('i) = '' - 4"*'' = 0 



da cui i 

h 

'i 



La gittata .V], nel caso in cui la velocità orizzontale di lancio sia v,, si ricava imme- 
diatamente dall'equazione oraria v(r): 



y(t) = v, / 

r 2 h 

Ai = y('\) 



g 

Nel caso in cui !a velocità di lancio sia doppia (v 2 = 2 vj) si ha: 
)'i = v 2 / 2 = v^-y- = 2v, ]j— = 2y t . 

Osservazioni: 

- il moto della proiezione sull'asse y è un moto uniforme; 

- il moto della proiezione sull'asse z è un moto uniformemente accelerato verso il 
basso; 

- il moto lungo Tasse : è indipendente dal moto lungo l'asse y: il tempo impiegato 
a raggiungere il suolo non dipende dalla velocità iniziale (orizzontale): f t = h. 
Di fatto è lo slesso tempo che impiegherebbe un punto lasciato cadere senza 
velocità iniziale lungo Tasse r; 

- la gittata è proporzionale alla velocità iniziale: y = 2 y t perché v 2 = 2v,. 

Queste o sserva z ioni s ono espresse in modo straordinariamente : .eh iaro. ne l se- 
g n^ntV^rin fj j Galileo Galilei (Dialogo dei massimi sistemi - Giornata seconda): 
■ «...quando in cima di una torre fusse una colubrina livellata, e con essa si 
tirassero tiri paralleli all'orizzonte, per poca o molta carica che si desse al pezzo, si 
che la palla andasse a cadere ora lontana mille braccia, or quattro mila, or sei mila, 
or dieci mila etc, t utti que sti tiri sì spedirebbero in tempi uguali .tra di loro, e aa- 

fscheduno eguale al tempo che la palla consumerebbe a venire dalla bocca del 
p~è7zó^n6^"TèTrà^TÌscÌata, senz'altro impulso, cadere semplicemente giù a perpert- 
dTcóTbTDTpàr' meravigliosa cosa che nell'ìstesso breve tempo della caduta a piombo 

hifho In terra dall'altezza, verbigrazia, di cento braccia, possa la medesima palla, cac- 
ciata dal fuoco, passare or quattrocento, or mille, or quattromila, ed or diecimila 
braccia, sì che la palla in tutti i tiri paralleli all'orizzonte si trattenga sempre m aria 
per tempi uguali... quando non ci fusse l'impedimento accidentario dell'aria...». 



Esempi 

E.II.29. Un punto materiale si muove lungo un percorso rettilineo. La sua velocità 
iniziale è v 0 = 10 m/s. diretta secondo il verso positivo dell'asse coordinato; 
la sua accelerazione a è costante e negativa (cioè diretta secondo il verso 
negativo dell'asse coordinato) e il suo modulo a Q è pari a 4 m/s°^ 
(a = — a 0 = - 4 m/s 2 . Quale percorso I compie il punto prima si fermarsi; 
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L'accelerazione a, la velocità v e la posizione x del punto sono specificali 
rispettivamente dalle seguenti funzioni: 



a = -a 0 
v = v 0 - a 0 t 
J_ 
2 



111.50] 



avendo scelto l'origine dell'asse coordinato nella posizione occupata dal punto 
all'istante i = 0. 

_ v 

Dalla seconda delle [11.50] si ha che v = 0 all'istante t = — — ; e sostituendo 

a„ 

nella terza delle [11.50] si ha che la posizione .v all'istante / vale 



x = 



1 v 



1 



a 0 2 ~ a" 0 2 a„ 
Ma x rappresenta anche lo spazio / percorso 



2 a 



[11.51] 



E.IIJ0. Un proiettile è lanciato dall'orìgine degli assi cartesiani, con velocità 
v 0 = 2 m/s, ad un angolo di 45° con l'asse x. L'accelerazione del proiettile è 
l'accelerazione di gravità g = 9,8 m/s 2 , diretta verso il basso. In anale punto 
delta traiettoria l'accelerazione normale a„ è massima? Quanto vale il raggio 
tfT curvatura in questo putito? 

ti La componente normale dell'a ccelerazione a„^è massima quando la direzione 
/ideila norma le aljaJraieltoria.èLp^ ò accade nel punto Pdi mas- 

/sinìa quota. 

rT ~ irraggio di curvatura R nel punto P, pari al raggio del cerchio osculatore in P, 
si ottiene dalla relazione 



a„ 



R 



-> R 



f ■>•■•■: Nel punto Pia velocità è parallela all'asse a- ed il suo valore v coincide con la 
componente x della velocità v x = v„ cos 6 (poiché a„ = 0, la componente x della 
,velocità non cambia nel tempo); nel punto di massima quota la componente y della 
Velocità è nulla. 

%\.. Nel punto P la componente normale dell'accelerazione a„ coincide con g e 
'quindi: 



R = 



vj cos 2 9 
g 



9,8 



m = 0,2 m 



P v 




Esercizi del capitolo II 



[1.1. Calcolare la derivata rispetto al tempo della funzione x = et 2 con c 
costante. 

11.2. Calcolare la derivata rispetto al tempo della funzione x = a/ 5 con a 
costante. 

x + 1 

11.3. Calcolare la derivata della funzione f(x) = — — - nel punto x* = 3. 

(Risposta: - 1/2) 

11.4. Calcolare la derivata della funzione f(x) = sin (1 + x 2 ) 

(Risposta: 2xcos(l + x 2 )) 

11.5. Calcolare la derivata terza della funzione f(x) = x } + 2x 2 + l 

(Risposta: /"' = 6) 

11.6. Un punto si muove su traiettoria rettilìnea, con accelerazione costante 
a = 2 m/s J , e partendo da fermo. 

a) qual'è la velocità del punto dopo 5 s? 

b) qual'è la velocità media nell'intervallo di tempo (0 - 5)? 

(Risposte: 10 m/s; 5 m/s) 

11.7. Un punto si muove su traiettoria rettilinea con accelerazione costante. 
Quando il punto mobile transita per il punto di ascissa x\ la sua velocità è 
V, , mentre quando transita per il punto dì ascissa x 2 la velocità è v 3 . Calco- 
lare il valore dell'accelerazione. (Risposta: a = {v 2 2 - vf>/2 {x 2 - *,)) 

11.8. In prossimità della superficie della Terra, in assenza di attriti, tutti i corpi 
sono sottoposti all'accelerazione di gravità g = 9,8 m/s 2 , diretta vertical- 
mente verso il basso. Se un corpo viene lanciato verso l'alto, lungo la verti- 
cale, con velocità v 0J calcolare la massima quota e la velocità con cui ricade 
a' suolo. (Risposte: y MAX = \\llg; v = - v 0 ) 

11. 9. Un proiettile viene lanciato orizzontalmente con velocità iniziale v Q = 50 m/s 
da una postazione a quota h = 100 m rispetto al suolo orizzontale. In assenza 
di attriti, con quale inclinazione rispetto al suolo il proiettile arriva a terra? 

(Risposta: 41,5") 



11.10. Un punto materiale è lanciato orizzontalmente, con velocità iniziale v„, dalla 
sommità di una torre. Ricavare l'espressione, in funzione del tempo, delle 
componenti tangenziale e normale dell'accelerazione. Il moto, in assenza di 
attriti, avviene con accelerazione pari all'accelerazione di gravità g. 

(Risposte: a, = g 2 it {vT+ g 2 1 2 ; 

a n = g vMvl + g 2 t 2 ) 

11.11. Un proiettile è sparato orizzontalmente con velocità v 0 = 30 m/s. In assenza 
di attriti, qual'è il raggio di curvatura della traiettoria dopo 2 s dal lancio? 

(Risposta: R = 156,5 m) 

11.12. Un classico problema prevede che un primitivo P, posto nell'origine, lanci 
una freccia / puntando direttamente, nella direzione di visione, verso una 
scimmia S ferma su un albero. La scimmia intuisce l'intenzione aggressiva e, 
nell'istante in cui parte la freccia, si lascia cadere al suolo. L'ignoranza della 
cinematica è fatale alla scimmia, che viene centrata al volo. Perché? 
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11.11. Le lancette di un orologio indicano le ore tre. Dopo quanto tempo le lan- 
cette si ritrovano per la prima volta ad angolo retto? 

[Risposta: — — h] 



11.14. La piattaforma di una giostra si muove di moto circolare non uniforme. Essa 
parte da ferma ed ha un'accelerazione angolare costante dufdt = <i = 0,2 
rad/s 2 . Calcolare: 

a) qual'è la velocità angolare dopo 2 s? 

b) qual'è l'accelerazione, in modulo, di un punto della piattaforma che disti 
r = 2 m dall'asse di rotazione? ^___„ 

(Risposte: 0,4 rad/s; a = wryj \ + ( 4 ) 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo II 

11.1. Applicare la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. 
Vedere, eventualmente, l'esempio E. 11.4. 

H.2. Applicare la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. 
Verificare il risultato con la tab. ILI. 

113. Procedere come negli esempi precedenti prendendo come punto di riferi- 
mento x = x*. 

IL4. Si tratta di derivare una funzione di funzione. 

H.S. Le derivate di ordine superiore al primo si ottengono derivando successiva- 
mente le derivate delia funzione data: 



dx J v " dx 1 J w dx 

II.6. Scrivere le equazioni della velocità e dello spazio percorso in funzione del 
tempo per un moto uniformemente accelerato: v = v (/), x = x (i). Ricavare 
la velocità media dalla conoscenza della x(t), 

II- 7 - I dati del problema (*], V|,x ; , v 2 ) non riguardano in modo esplicito il tempo. 
Dalle equazioni relative al moto uniformemente accelerato occorre eliminare 
il parametro tempo. 

H.8. Decomporre il moto in una fase di salita (moto uniformemente decelerato) 
ed una fase di discesa (moto uniformemente accelerato). 

Calcolare le componenti v* e \ y della velocità nel punto di impatto al suolo 
e, da queste, ricavare l'angolo richiesto. 

11.10. Le grandezze a, ed a„ possono essere espresse in funzione di g, di cui sono 
componenti sulla tangente e la normale alla traiettoria, e dell'angolo 8 fra la 
;\ tangente e la verticale. 

||| H.ll. Il raggio dì curvatura di una traiettoria in un punto è legato alla velocità e 
' all'accelerazione normale in quel punto. 



11.12. Verificare che, indipendentemente dal valore della velocità iniziale, esiste un 
punto in cui freccia e scimmia arrivano simultaneamente. 

11.13. Si tratta di due moti circolari uniformi, a diverse velocità angolari, riguar- 
danti le due lancette (ore e minuti). Tenere conto che le due lancette hanno 
posizioni angolari iniziali diverse. 

11.14. a) Passare, per integrazione, dall'accelerazione angolare alla velocità ango- 

lare, in analogia al caso di moto rettilineo uniformemente accelerato. 
b) L'accelerazione, in un moto circolare non uniforme, ha componenti nor- 
mali e tangenziale. 



r 
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Sistemi dì riferimento in 
moto traslatorio relativo. 
Tutti i punti solidali col sistema 
mobile hanno la stessa velocità 



Moto traslatorio rettilineo e 
uniforme 



Va notato che dei suddetti princìpi, quello di relatività, quello di inerzia 
ed il terzo principio (che sono princìpi di «invarianza» o di «conservazio- 
ne») restano validi anche nella teoria di Einstein. Solo il secondo principio 
ha validità limitata alla dinamica classica; esso è uno dei modi possibili per 
scrivere una relazione fra forza e movimento che soddisfi gli altri princìpi. 
Ma su questo punto torneremo in maniera più approfondita più avanti! 
_ Nella descrizione di fenomeni meccanici ci capiterà spesso di utilizzare 
sistemi di riferimento diversi, e non di rado in moto relativo uno rispetto 
ali altro. S^u^ sistemi Smuovono in modo che jli assi coordinati manten- 
gano costante [Moro ..orientamento relativo, si dice che sf muovono di moto 
{^^^£_«n?.^P?Wo al''altro- Se un sistema si muove rispetto àiràltrò di 
moto traslatorio, allora se in un certo intervallo di tempo un suo punto (ad 
esempio l'origine) subisce un certo spostamento Ar, tutti gli altri punti soli- 
dali con il sistema subiscono Io stesso spostamento. 

Un caso partico lare notevole di. moto tralsatorio è il moto tras.iato.rio 
rewJmeo^uiumaeSTorìgins di un sistema (così come tutti gli altri suoi 
punti) si muove allora di moto rettilineo e uniforme rispetto all'altro 
sistema. Per esempio un vagone che si muove di moto uniforme su un 
binano rettilineo può essere un sistema di riferimento conveniente per 
descrivere fenomeni che si svolgono al suo interno. Gli stessi fenomeni 
possono pero essere descritti anche da un sistema di riferimento solidale 
con le rotaie. Così, per esempio, un punto fermo nei vagone appare in 
movimento rispetto alle rotaie. Vagone e rotaie sono sistemi di riferimento 
in moto tralsatorio uniforme l'uno rispetto all'altro. 



III.L Principio di relatività 

Principio di relatività Wpnncipio di relatività è uno dei principi fondamentali non solo della 

^ dinamica, ma di tutta la fisica moderna. Ripreso da Einstein in un contesto 

; più ampio all'inizio di questo secolo, esso era stato tuttavia enunciato per la 

j prima volta da Galileo. 

\ t . «Sedu^ labor^r^si muovono l'uno rispetto all'altro di moto traslato- 

O 1 r !° J e X t lll n 5°_lP-y TnTorme ^ non esiste esperimento che dia risultati diversi 

\ ne II uno e nell'altro, laboratorio». 

Fnnnriafn Hi r,n in aìtvi termini, i due laboratori sono completamente indistinguibili, 

enunciato d, Gahleo E istruttivo riportare testualmente il primo enunciato del principio di 

relatività dato da Galileo nel suo «Dialogo sopra i massimi sistemi del 

mondo»: 

«Rinserratevi con qualche amico nella maggior stanza che sia sotto 
coperta di alcun gran naviglio, e quivi fate di aver mosche, farfalle e simili 
animaletti volanti; siavi anche un gran vaso d'acqua, e dentrovi dei pescetti; 
sospendasi anco in alto qualche secchiello, che a goccia a goccia vadia ver- 
sando dell'acqua in un altro vaso dì angusta bocca, che sia posto a basso: e 
stando ferma la nave, osservate diligentemente come quelli animaletti 
volanti con pari velocità vanno verso tutte le parti della stanza; e i pesci si 
vedranno andar notando indifferentemente per tutti i versi; le stille cadenti 
entreranno tutte nel vaso sottoposto; e voi, gettando all'amico alcuna cosa, 
non pm gagliardamente la dovrete gettare verso quella parte che verso 
questa, quando le lontananze sieno uguali; e saltando voi, come si dice, a 
pie giunti, egual spazii passerete verso tutte le parti. Osservate che avrete 
diligentemente tutte queste cose, benché niuno dubbio vi sia che mentre il 
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vassello sta fermo non debbano succedere cosi; fate muovere la nave con 
quanta si voglia velocità: ché (pur che il moto sia uniforme e non fluttuante 
in qua e in là) voi non riconoscerete una minima mutazione in tutti li 
nominati effetti, né da alcuno di quelli potrete comprendere se la nave 
cammina oppur sta ferma...». 

È bene rilevare che affinché valga il principio di relatività non è neces- 
sario che la misura delle varie grandezze fisiche fornisca lo stesso risultato 
nei due laboratori: ad esempio l'uomo che salta «a piè giunti» sulla nave 
ha una certa velocità rispetto alla nave stessa; e una velocità diversa 
rispetto a un osservatore che lo guardi da terra. 

L 'importante è che le r elazioni fra le grandezze fisiche (cioè le leggi 
fisiche) siano le stesse neijJue sistemi . _dT nférTmerito'. in altri termini ciò 
che è ri chie'sT^dar 'principio" <ìì relatività è che se uno dei membri di una 
equazione fisica cambia" passando da un sistema di riferimento all'altro, 
anche l'altro' membro cambi "coerentemente in modo da preservare la rela- 
zione di uguaglianza.' 

Ciò si esprime dicendo che i due me mbri d i una equazione fisica devono 
\essere covarianti passando da un'sistema di riferimento a un altro, che . si 
\muóva rtspeTiò^^mò^'Jnoto ed uniforme. Il caso che 

'ciascuno dei 3ué me"mbn "resti immutato' passando da un sistema all'altro (il 
caso cioè che i due membri siano invarianti anziché covarianti) è un caso 
particolare che si presenta solo raramente, per grandezze fisiche molto par- 
ticolari. 



L 1 >Hf~ 




leggi fisiche 



III.2. Definizione (statica) di forza 



MS 



i r, 



Come abbiamo accennato, la dinamica si occupa delle relazioni fra 
movimento e forze. Necessario punto di partenza è dunque la definizione 
operativa di forza. 

Si esercita una forza su un oggetto quando lo si spinge o lo si tira 
(azione che può essere esercitata anche «a distanza», cioè senza contatto 
fisico diretto: ad esempio la terra attrae gli oggetti circostanti, non a con- 
tatto con essa, dando origine alla cosiddetta «forza peso»). Se si esercita 
una forza su un oggetto libero di muoversi - oggetto inizialmente fermo - 
esso si mette in movimento; se l'oggetto non è libero di muoversi (se esso 
è vincolato) esso stesso (oppure il vincolo che gli impedisce il lìbero movi- 
mento) si deforma. 

La definizione operativa di forza potrebbe dunque basarsi sia sulla | 

, misura dcTfrroyTmcriTÒ che essa produce (definizione «dinamica») che "delle j 

l deformazioni (definizione «statica»). Poiché gli effetti delle forze in termini 
di movimentò verranno studiati più avanti mediante quelle leggi di cui 
stiamo qui ponendo le premesse, dare a questo punto una definizione dina- 
mica di forza sarebbe difficile, e suscettibile del rischio di tautologie. 

?y Cominceremo dunque con una definizione static a, basata sul cosiddetto 

.dinamometro a deformazione. 

>>'i: Un dinamometro a deformazione è sostanzialmente una molla tarata. 
Consideriamo una molla vincolata per un suo estremo a un sostegno fisso, 
ad esempio appesa al soffitto; dotiamo l'altro estremo di una freccia di rife- 
rimento (vedi figura). In corrispondenza della posizione assunta dalla frec- 
cia quando la molla non è sollecitata segnamo lo zero su un regolo solidale 
^sostegno. Se ora a questo estremo viene applicata una forza, la molla si 
deforma. Scegliamo convenzionalmente una certa forza campione come 
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Dinamometro 
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Sistemi di riferimenlo inerziali 



Posizione di equilibrio 



forza unitaria ; ad esempio possiamo prendere come unità di forza il peso di 
un determinato oggetto, cioè la forza con cui quell'oggetto (potrebbe essere 
ad esempio costituito da IO centimetri cubi di ferro) viene attratto dalla 
Terra. 

Applichiamo la forza campione all'estremo libero della molla: laddove 
si porta la freccia di riferimento, segnamo sul regolo di riferimento il 
numero 1. Se ora applichiamo alla molla due pesi fra loro uguali e pari al 
peso unitario (ognuno di essi, applicato alla molla, porta la freccia in corri- 
spondenza dell'I), la molla subisce un allungamento circa doppio, in corri- 
spondenza del quale segnamo 2, 

Proseguendo in tal modo abbiamo costruito un dinamometro, cioè uno 
strumento capace di misurare - e dunque di definire operativamente - la 
grandezza fisica forza (o meglio Yintensìlà di una forza). 

Una forza di fissata intensità può, evidentemente, essere esplicata in 
qualunque direzione. 

Data una forza di una certa intensità agente in una determinata dire- 
zione, una tecnica semplice per cambiare la direzione senza apprezzabil- 
mente modificarne l'intensità è basata sull'uso di un filo flessibile e di una 
carrucola ben lubrificata. 

Segue dalla definizione operativa di forza che due forze fra di loro 
uguali in intensità, ed esercitate simultaneamente nello stesso punto con la 
stessa direzione, originano una forza doppia. 

Semplic i esperimenti come quello illustrato in figura consentono di 
co ncludere che fo~rze esercitate nello stesso punto in direzioni diverse equi- 
valg^np_a_uj^Tofza risultante ricavabile con la «regola del parallelo- 
gramma»: le forze ' sì "sommano cioè come si sommano i vettori. 

La forza è una grandezza vettoriale. 



III. 3. Sistemi di riferimento inerziali 

Il moto di un determinato punto materiale (così come quello dì qua- 
lunque oggetto) sì svolge con modalità diverse a seconda di quale sia il 
sistema di riferimento da cui esso viene osservato. 

I sistemi di riferiment o in cui le leggi della dinamica risultano le più 
semp_ljci_ possibili .smQ.J siiiemF di riferimento inerzia/i. 

Un sistema di riferimento inerziale è definito dalla condizione che in esso 
un punto materiale «libero» (non sottoposto cioè ad alcun agente capace di 
eserciTaré su dì esso una forza) se posto inizialmente in quiete permane in 
quiete . 

Se un oggetto inizialmente in quiete resta in quiete, si dice, per defini- 
zione, che esso si trova in una posizione dì equilibrio. Un sistema inerziale è 
definito dunque dalla condizione che ih esso ogni posizione è posizione di 
equilibrio per un punto libero. 

In pratica, non è possibile realizzare condizioni tali che un oggetto sia ve- 
ramente libero: sulla terra, ad esempio, ogni oggetto è sottoposto almeno alla 
forza peso. Si realizzano condizioni equivalenti a quelle di punto libero met- 
tendo l'oggetto in condizioni tali che la forza peso ed ogni altra eventuale 
forza «attiva» esercitata su di esso dall'ambiente venga compensata («equi- 
librata») da una forza uguale ed opposta che ne annulli l'effetto: ad esem- 
pio, appoggiando l'oggetto su un piano perfettamente orizzontale e liscio. 

La Terra si comporta appro ssimativamente come un sistema in erzia le. 
Una palla da biliardo posta su un'tàvolo orizzontale (che compensa la forza 
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peso) è in equilibrio solo perché non è veramente libera. Se tale fosse, un 
osservatore terrestre la vedrebbe compiere una complicata traiettoria, a 
causa del moto che la Terra, e con essa l'osservatore, compie nel sistema 
solare. Un effetto di questo tipo è stato messo in evidenza da un famoso 
esperimento di Foucault («pendolo di Foucault») in cui fu mostrato che il 
piano di oscillazione di un pendolo ruota nel laboratorio intorno a un asse 
verticale col passare delle ore del giorno. In realtà il piano di oscillazione 
del pendolo ha orientamento fisso nel sistema solare, e intorno ad esso 
ruota il laboratorio insieme alla Terra. _ 

Si avvicina assai più ad esse ^inerziale ui^sistema con origine nel sole 
e assT"onenTirtrTòl^ alle stelle cosiddette fisse. 

""Sé 'un certo sistema di riferimento è ina zi a le, H principio di relatività ci 
consente di concludere che ogni altro sistema di riferimento che si muova 
rispeUo al primo di moto .traslatorio rettilineo e uniforme è anch'esso iner- 
ziale 

Esempio 

E.III.l. Dimostrare la precedente affermazione, 

^''S. Dire che un sistema è inerziale significa che in esso, se un punto materiale 
'Ùbero viene posto in quiete, permane in quiete. Se l'altro sistema non fosse iner- 
^M... Male, in esso un punto materiale libero, inizialmente in quiete, potrebbe comin- 
fetare a muoversi spontaneamente. Uno sperimentatore, disposto nell'uno e nel* 

J0r t 'l'altro sistema, troverebbe per lo stesso esperimento risultati diversi: ma ciò è con- 
J>§^ Irario al principio di relatività se i sistemi sono in moto relativo traslatorio rettilineo 
%"/ uniforme. 



Pendolo dì Foucault 



Nel ricavare e nello scrivere le leggi della dinamica faremo sempre 
l'ipotesi implicita - salvo avviso in contrario - di trovarci in un sistema di 
riferimento inerziale. 



IjIIIA Principio di inerzia 




Il principio di inerzia afferma che in un sistema di riferimento inerziale, Principio di inerzia 
j un pu nto materiale libero che abb ia a uh certo isuifì7rW]awTòWa~\r'"~G"- 
] $ene indefinitamerm (fino a che~rTsid"JhYeT6Tìf'svo stato di moto rettilineo e 
^uniforme (v = costante). . . , 

fi principio "'"di'" inerzia è conseguenza del princìpio di relatività. Per 
[mostrarlo, consideriamo due sperimentatori, A t B, in due laboratori: il 
'laboratorio B si muova insieme a un riferimento (inerziale) ad esso solidale, 
^di moto rettilineo uniforme con velocità costante v rispetto al sistema di 
^riferimento (inerziale) solidale con A. 

M Lo sperimentatore A y ponendo ad esempio una palla da biliardo a 
[%iM.su un tavQfef Uscio (in mo^oefie" si còmporTrcome un pùnto libero) 
Ma vede restare ferma per definizione di sistema inerziale. Lo sperimenta- 
[tore "A chiede inoltre a B di porre un'altra palla da biliardo, 6, su un tavolo 
Orizzontale liscio fermo rispetto a S e dunque dotato di velocità costante 
[rispetto ad A. 

Per A, la palla b rappresenta un punto li bero (il concetto di punto 
libero e evidentemente invariante da un sistema di riferimento a un altro), 
tffi<L£on velocità iniziale v. Ammettiamo che per A non valga il principio di 
yiprzia: la velocità 'di 6," che inizialmente ' per' /< valeva v, comincerà a 
Tignare; ad esemplò b commeraa rallentare. Ma dal punto di vista di B, ciò _ 
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significa che l'oggetto libero b inizialmente in quiete comincerebbe a muo- 
versi spontaneamente. In questo caso non varrebbe il principio di relatività: 
non vi sarebbe simmetria fra il sistema inerziale A e il sistema B in moto 
traslatorio rettilineo e uniforme rispetto ad esso, poiché in B (contraria- 
mente a quanto accade in A) un punto libero inizialmente in quiete non 
rimarrebbe in quiete. 

Il principio di relatività ìmpli- Dunque il p rincipio di relatività implica il principio di inerzia Non è 

ca n principio di inerzia vero ti vicévef§à:Tercné valga il principio di relatività tutti gli esperimenti 

d _0l?iS5t e non sol ° 1 uelli relativi a punti materiali liberi, devono forriire'gli 
stessi risultati in sistemi con velocità relativa costante. 

Va notato che prima di Galileo si pensava che fosse necessaria una 
forza per mantenere un corpo in uno stato di moto rettilineo uniforme; con- 
vinzione derivata da osservazioni quotidiane, visto che ponendo un corpo 
in movimento la sua velocità tende a diminuire, fino a che il corpo si ferma. 
Tuttavia queste osservazioni si riferiscono a oggetti che non sono liberi. Col 
principio di inerzia si riconosce che la forza necessaria per mantenere, ad 
esempio, un veicolo in movimento, serve a compensare le forze frenanti 
sempre presenti. Eliminando ogni forza frenante (attrito), la velocità si 
manterrebbe spontaneamente costante, senza bisogno di alcuna forza 
attiva. 



Esempio 

E.III.2. A causa delia presenza dell'aria, l'esperimento sopra descritto può svolgersi 
con modalità diverse nei sistema A e nel sistema B. Discutere come ciò sia compati- 
bile col princìpio di relatività. 

_ Se l'aria è ferma rispetto ai s istema A, nel sistema B essajj[muo ye con velo cità 
-v. T due sistemi di rife ri mento "non sono dùnque' fra di'loro equivalenti, perche 
nel sistema B spira un « vento» di velocità"- v che tende a TaT'mùWere"ìa~pàlla T> 
ne I ve p? ^gà^y o "detra sse delle x: naturalmente, nel sistema A si vede invece la 
palla b rallentare per effetto "della resistenza che l'aria ferma oppone al suo moto. 
(In entrambi i sistemi, mentre a è un punto materiale libero, b non lo è essendo 
sottoposto alla forza esercitata dall'aria che si muove rispetto ad esso). 

Affinché i due sistemi fossero equivalenti si dovrebbe o Tar sì che anche in B 
l'aria sia ferma (il laboratorio potrebbe essere un vagone chiuso); ovvero far spirare 
anche in A un vento di velocità - v. Solo una volta ristabilita in questo modo sim- 
metria fra ì sistemi, disponendo la palla ferma sul rispettivo tavolo si compie in essi 
lo stesso esperimento; e solo allora il principio dì relatività richiede che si abbiano 
gli stessi risultati. 



III. 5. Forza e accelerazione 



li : . 



Abbiamo visto che in un sistema di riferimento inerziale un punto 
materiale libero (cioè non sottoposto a forze) se era inizialmente fermo 
resta fermo; se inizialmente si muoveva con una certa velocità, continua a 
muoversi con quella velocità. In un sistema di riferimento inerziale non 
serve dunque una forza per mantenere fermo un punto materiale, né per 
mantenerne invariata la velocità. 

Le forze, in un sistema di^ ri feri mento inerziale, possono perciò avere a 
che fare solo con le var/ai/0rt/_ar velocita: ci aspettiamo dunque che esìsta 
una relazione fra il risultante/delle forze applicate a un punto e l'accelera- 
zione a che il punto subisce. 
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Per analizzare sperimentalmente quale relazione intercorra fra il risul- 
tante/delle forze applicate a un punto materiale e l'accelerazione a del 
punto stesso, cominciamo con il porci in condizioni di particolare sempli- 
cità. Poniamoci ci oè in co ndizioni tali che il risultante /delle forze agenti 
sul punto mate rBle v _m|surato sfaticamèhìè7'nsulì avere una dipendenza 
semptfcé dalle ca ratteristich e' KsTcti'e e'dallà geometria "di sistemi fisici con- 
troflabili: per i suoi primi erpTrlffieTrtrar^uàrffòTTIaméò fece ricòrso a un 
plano inclinato levigato. In tali condizioni, è facile verificare sperimental- 
mente col dinamometro che il risultante /delle forze agenti staticamente 
sul punto materiale è tangente al piano ed è in modulo proporzionale al 
seno dell'angolo a di inclinazione 

/ = p sin a . 

Il punto materia le risulta c ioè soggetto a una forza (costante) la cui inten- 
sita7e~se~mp"rè "là" siessalungo iFpiano inclinato; è il valóre di /può essere 
scelto, entro certi limiti, scegliendo opportunamente l'angolo a di inclina- 
zione. 

È ragionevole assumere che la stessa forza che si misura staticamente 
(cioè che agisce sul punto quando esso si trova in una certa posizione) 
agisca su di esso anche quando esso passa per quella posizione. 

Sperimentando con diversi angoli di inclinazione, possiamo misurare 
Qu^^cce le razione jabbia moto del punto in corrispòTidenza'dì" valori 
diversi per la forza applicata: tali misure ri portano a concludere che il punto' 
materiale subisce una accelerazione a proporzionale in modulo alla intensità 
del risultante delle forze applicate, e diretta come il risultante f stesso 




Proporzionalità fra forza e ac- 
celerazione 



f=m i S 



BILI] 



tuta J/Al_£ 

I l coefficiente di proporzion ajità-jgkfra forza e accelerazione viene detto 
™ assa ìn&ziate cleT^^jpateriale. considerato. La massa inerziale è definita 
dalla [Ill.lj: la massa inerziale m, di un oggetto è tanto più grande quanto 
più piccola risulta, a parità di forza applicata, l'accelerazione dell'oggetto. 



ÌM h': 



Massa inerziale 



tJ-f, 



III 6. Massa inerziale e massa gravitazionale 

: tÌ'.' 

/ r inequazione [III.l], cui siamo arrivati analizzando il risultato di esperi- 
menti eseguiti col piano inclinato, è in realtà una legge di carattere gene- 
rale. Quando uno stesso punto materiale - in un sistema di riferimento 
in ^ ale - viene posto in condizioni tali da essere sottoposto a forze misu- 
rabili staticamente, si riscontra che: 

a) la forza può essere posta in relazione con le caratteristiche e la confi- 
gurazione di sistemi fisici presenti nell'ambiente circostante, oltre che del 
punto materiale considerato. Nel caso di un oggetto che si trova sul piano 
^cimato la forza dipende, oltre che dalla massa del punto, dalla sua posi- r wji4>0 't* 
«one in rapporto alla terra e dalla inclinazione del piano su cui è appog- Mi fO^no f 
J?*^; ^ relazioni che consentono di esprimere le forze in fu n zione dell e! — -> 
^l te , r iSÌÌ c ae_de l punto e de i sistemi con cui esso intera gisce vengono-] 



&_de l punto e d ei sist emi con cui esso interagisce vengonon 

■*-^ e , W W (icllejorr. Sulfeleggi delle forze tomeremóTm termini génej /alleggi delle forzel 4I 

1 nel paragrafoin.8; e, in maniera più dettagliata, nel capitolo V. ' «= — ' 

;. b) sejl punto materiale viene lasciato libero di muoversi, la sua accele- 
pne a risulta essere legata alla forza dalla equazione [III.l]. 
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Massa gravitazionale 

n 



Bilancia 






M/51 



Massa e peso 
£É ~ freni • 



Qualunque sia la natura delle forze applicate, e qualunque sia lo stato 
di moto dell'oggetto, la costant e m t - cioè fa massa inerziale di quell'og- 
getto - è la stessa: una lorza"~di pari 'intensità produce" unà^pan acceTe 
aonej'jjnella direzione dé¥a t'orza), e forza doppia produce accelerazione 
doppja". massa inerziale è ovviamente una caratteristica deìf oggetto con- 
siderato: in altri termini, la stessa forza applicata a due oggetti diversi pro- 
duce in generale accelerazioni diverse. Come abbiamo già accennato, la 
definizione operativa di massa inerziale è contenuta nella [III. 1J: la mas sa 
i nerz i ale si misu r a misuran do l'accelerazione subita dal corpo quando ad 
e jÌÌIH .^licataTjuìna . forza jiota; " " " 

Ci aspettiamo che esista una relazione fra la costante m, e la massa 
dell'oggetto (con massa senza aggettivi, o massa gravitazionale, si intende 
quella caratteristica del corpo che viene misurata con la bilancia: sulla defi- 
nizione operativa di massa torneremo fra un attimo). Appartiene alla espe- 
rienza quotidiana, infatti, che se la stessa forza viene applicata a due corpi 
di massa diversa (ad esempio a una palla di bronzo e a una palla di alluminio 
di pari volume) quella di massa minore subisce una accelerazione maggiore. 

Per verificare se esiste una relazione fra massa inerziale nij (definita 
dalla [III.l]) e massa gravitazionale m, è necessario dare innanzitutto la defi- 
nizione operativa di massa gravitazionale. 

La massa gra vitazionale è_ quella grandezza fisica che si misura con la 
bilancia L Una "bilancia e costituita, in linea di principiò,' dà uria 'asticella 
rigida omogenea, incernierata nel suo punto centrale a un asse orizzontale, 
e dotata agli estremi dì due piatti. Quando i due piatti sono vuoti, la bilan- 
cia resta in equilibrio in posizione orizzontale, e ciò viene segnalato da un 
indice solidale con l'asticella. 

Si assegna convenzionalmente massa pari ad uno ad un oggetto cam- 
pione peraltro arbitrario (la massa di 1 kilogrammo è la massa di un partico- 
lare oggetto di platino conservato al Bureau des Standards di Parigi). 

Ponendo poi la massa unitaria su uno dei piatti della bilancia, si dice 
che un certo oggetto ha massa pari ad uno quando esso, posto sull'altro 
piatto, equilibra la bilancia. Un altro oggetto avrà massa pari a due se esso 
equilibra la bilancia, quando, sull'altro piatto, sono posti contemporanea- 
mente due oggetti di massa pari ad uno; e così via. Così procedendo si 
costruiscono multipli e sottomultipli del kilogrammo. A bbiamo così defi- 
nito la massa gravitazionale m, " 

VanoTatocfié",lissato ii luogo in cui si esegue la misura, il peso è per 
definizione proporzionale alla massa gravitazionale: infatti se la massa uni- 
taria ha un certo peso (cioè se essa, attaccata a un dinamometro, porta l'in- 
dice in corrispondenza di una certa tacca), la massa doppia ha peso doppio 
(essa, attaccata al dinamometro, porta l'indice in corrispondenza della tacca 
doppia). Per convincersene, basta rileggere la definizione di forza che 
abbiamo dato nel paragrafo III.2. 

Tuttavia, se si esegue la misura in un luogo diverso (in particolare se si 
esegue la misura ad alta quota, in maniera che la distanza dal centro della 
Terra sia più grande) si troverà che mentre la massa m di un certo oggetto 
resta sempre la stessa (la bilancia continua a fornire lo stesso risultato), il 
sjioj»esp_p (misurato dalla deformazione subita dal dinamometro) va dimi- 
nuendo via via che aumenta la distanza dal centro della Terra. La massa ih 
è cioè una proprietà (scalare) intrinseca di ogni corpo; mentre il peso (cioè 
la forza con cui tale oggetto è attratto dalla Terra) è un vettore che dipende 
dalla posizione relativa fra quell'oggetto e la Terra. Si può dunque scrivere: 



mg 



[HI .2] 



r 
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Verticale 



dove p è il peso dell'oggetto; m è la massa (gravitazionale); e g è un vettore 
la cui direzione » chiama per definizione verticale) che in ogni locai à è 
■St? dal particolare corpo che sì considera è lo stelo pe tui 
co pi) ma dipende seppure debolmente, dalla posizione e in particola e 
dalla quota Sulla dipendenza di g dalla posizione torneremo in man è a p ù 
approfondita nel V capitolo. Il vettore ? è dotto , ■ 7 p 

Partendola un famoso esi«rimSo*con?fefente ^S^'" S ^ A «*'«-°ne di «ravità 
diversi oggett. pesanti, lasciati cadere dalla torre di Pisa, cadevo contem- 
porgamene, Galileo fu portato alla conclusione che ogni Evolto Sì-' kV ' 
tras^urabjje la resistenza delTaria (cioè quando la forzaagelte^r^eTS 
s«olaTni^^ cadono (a parità di condizioni Sa?) con 

quanoo siano so lfccTtaì T dalla, sola foTzT"p^?T -- crdZlon e 

— TsaMo fa [UUJ, con la forzi Tdata^dai la [III.2], si ha: 



■<-/> fi:. 



■ ><:>, 



mg = m,a da cui 



g 



[III.3] 



uni- 



AginchéJ^iirò deve essere (—) = costante 

menS U nn t n a ^I dUSi0ne, Me ° 31TÌVÒ 1,1 base a un se ™P^e esperi- 
sT^a pSione ao- 1S c L e ° gg ' ^rimentafmente -n gran'dis- 

pross: iiv.™ s r™r to mìiiarda crazie a 



/= km a 



ini.4] 

felfe^^^^ l'*™*™*™ subita da un corpo pun- 

U m „ ScegIÌend ? comè " U ' nìta ^ misur a Per le forze quella forza che imorime al 
ÌSS SI kg "h 61 S^'^'-azione unitala (1 m/s"nd sisTeTsi) - 
questa unita di misura delle forze si chiama Newton, N - la [III.4] si scrive 



/ = 



m 



a- 



« 6 è rusuale «Pressione ùT^dT^rindpio della dinamica. 

14 : " " 



[III.5] 



||Jft 7 - Misura dinamica di forze 



tuimimca oi torce e secondo pricipio della dinamica 

llperirnUT'nnlir'^T" tratt0 > dall ^nalisi dei risultati di 

Poni ° nd0ttl m slstemi dl ^rimento inerziali, le seguenti conclu- 

m^&S! 31 ^ ?° SSÌbÌIe misurare st aticamente le forze agenti su 

fetri sistemi S e e Ia confì g ur azione dell'oggetto in rapporto ad 

^ S1Stemi flS)C1 Presenu nell'ambiente (legge delle forze). 



Massa inerziale e massa gravi- 
tazionale 



Secondo principio della dina- 
mica 
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b) se l'oggetto, puntiforme, è libero di muoversi, si verifica sperimen- 
talmente che esso si muove con una accelerazione proporzionale al risul- 
tante delle forze su di esso agenti. Il coefficiente di proporzionalità fra l'ac- 
celerazione e la forza (massa inerziale del corpo) risulta essere proporzio- 
nale alla massa gravitazionale del corpo stesso, quale si misura con la bilan- 
cia. Cosicché, mediante opportuna scelta dell'unità di misura delle forze, 
massa inerziale e massa gravitazionale possono essere fra di loro identifi- 
cate. 

Non sempre è facile, o addirittura possibile, misurare staticamente !a 
forza agente su un oggetto: si pensi ad esempio alla forza che il Sole eser- 
cita su un pianeta, o alla forza frenante che l'aria esercita su un'automobile 
in movimento. In questo caso, la verifica della validità della [III.5] non può 
essere effettuata adottando la procedura seguita nei precedenti paragrafi: 
procedura che aveva come necessario punto di partenza una misura statica 
delle forze agenti sull'oggetto. 

Tuttavia anche in questi casi è possibile verificare la validità della 
[III.5], Ciò può essere latto seguendo il seguente procedimento. 

Consideriamo un punto materiale di massa nota, che si muove in una 
certa "porzióne" 3i — spazio" sottoposto ad azioni da parte di altri sistemi fisici 
presenti nell'ambiente circostante. Mediante misure cinematiche, determi- 
niamo l'accelerazione che il punto ha in ogni posizione. 

Consideriamo come misura del risultante /delle forze che agiscono sul 
punto in ogni posizione, il prodotto della massa del punto per la sua accele- 
razione. La relazione [III.5] diviene allora un modo per misurare la forza: 
Definizione dinamica di forza essa costituisce la definizione operativa della forza (definizione «dinamica» 

di forza). La verifica del Il principio della dinamica consiste allora nella veri- 
fica che la~jofza''cosiln!surata risulta legata alle caratteristiche del punto 
materiale è dei sistemi che con esso interagiscono mediante quelle stesse leggi 
delle forze che si ricavano da misure statiche, quando misure di questo tipo 
sono possibili- 

È questo, in particolare, l'approccio logico seguito da Newton per stabi- 
lire la validità della [III.5] in condizioni più generali (e complementari) 
rispetto a quelle in cui si era posto Galileo. L'approccio di Newton era in 
sostanza il seguente: osservando il moto di un pianeta, si rrrrstrrcr tramite la 
[III.5] la forza a cui ess"Òe soggètto mentre si muove, e si ricava così la legge 
della fòrza esercitata dal Sole sul pianeta (legge di gravitazione universale, che 
esprime come vedremo la forza mutua in fijnzionejJella posizione relativa e 
delle rispettive masse); e poi, ponendo tale forza /al primo membro della 
[III.5], si verìfica che il moto degli altri pianeti è coerente con essa. 

In molti testi di fisica, il II principio della dinamica viene introdotto in 
questo modo, cioè partendo dalla definizione operativa di forza tramite la 
[III.5J. In ogni caso, anche quando la legge delle forze venga determinata 
attraverso una misura dinamica, la [III.5] non è dunque una identità, ma 
una equazione-, cioè una uguaglianza fra due membri autonomamente defi- 
niti. Al secondo membro compare una grandezza cinematica come l'accele- 
razione, cioè una quantità descrittiva del moto rispetto al sistema di riferi- 
mento inerziale considerato; al primo membro vi è una quantità dinamica 
come la forza, cioè una grandezza riconducibile almeno in linea di principio 
a una tnisura statica, ed espressa in termini della posizione relativa fra il 
punto materiale ed altri sistemi fisici che con esso interagiscono, nonché di 
altre proprietà - eventualmente dipendenti dal tempo - di tali sistemi. 
Tutto ciò verrà meglio chiarito da quanto discuteremo in questo e nei pros- 
simi capìtoli. 



III.8. Le leggi delle forze 
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IUecondojr£incip]o_de!Ia dinamica è dunque espresso da una rela- 
zione, valida in .qualunque sistema di riferimento inerziale, fra quantità 
cinematiche e quantità dinamiche,. Essa può essere usata, evidentemente 
sia a partire dalle prime per ricavare le seconde, sia viceversa. Misurando là 
cinematica di un punto materiale (e acquisendo così la conoscenza delle 
modalità con cui il suo moto si svolge) si determina la sua accelerazione e 
dunque con la [III.5] la forza che su di esso agisce: si può così ricavare la 
legge delle forze, che esprime le forze stesse subite dal punto materiale in 
funzione delle_ caratteristiche e della posizione dei sistemi fisici presenti 
nell ambiente in cui il moto avviene. Nota invece la legge delle forze la 
11II.5J può essere usata per calcolare l'accelerazione del punto materiale e 
quindi, attraverso opportuni procedimenti matematici e pur di specificare le 
condizioni iniziali, la sua legge oraria. 

Le leggi delle forze sono caratterizzate da una straordinaria varietà di 
mamfes azioni. Tuttavia il loro studio perseguito dalla scienza negli ultimi 
tre secoli attraverso sistematiche misure sia statiche che dinamiche di forze 
ha consentito di ricondurre questa varietà a poche leggi generali attraversò 
un processo di unificazione tuttora in corso. 

Tutte le forze che si manifestan o in natura possono essere ricondotte 
J??.L? ^ g r f nd J..£ategorie (forze ira^thzlimrrrt^eleluoma^tiche • 
forze muleanX e vi sono motivi per sperare in ulteriori unificazioni future! 

Inforza gravitazio nale è_quella in virtù della quale due oggetti qualun- 
Hn! , P ,° St \ ,n £ re * enZa ''^"dellWo/si attraggono recìprocamente con 
u . na .. in l ensita che e proporzionale al prodotto delle masse dei due oggetti ed 
aumema rapidamenTe al' diminuire della loro distanza; se i due corpi sono 
puntiformi, I intensità della forza di attrazione è inversamente proporzio- 
nale al quadrato della loro distanza. La legge che sintetizza le proprietà 
della forza gravitazionale verrà da noi discussa nel cap. V, insieme alle sue 
principali conseguenze. La forza gravitazionale condiziona la maggior parte 
SI en , omeni che si Presentano nella nostra vita quotidiana, considerato 
cne ila forza peso non e altro in sostanza che la forza gravitazionale con cui 
ia lerra attrae gli oggetti posti in vicinanza della sua superficie. La forza 
gravitazionale e anche responsabile del moto dei pianeti, e più in generale 
«sa governa il moto dei corpi celesti nell'universo cosmico. Benché essa 
diminuisca in intensità all'aumentare della distanza fra due oggetti in inte- 
razione essa continua infatti ad essere efficace anche quando gli oggetti 

™ 0 nt d 'ff reU f Vfl molto S ranci e; ed anzi a grande distanza essa resta 
ui solito la (orza dominante rispetto a tutte le altre. 

mn \^È^ a -^ì"'^~ t '' ca è ^ eI ll re s£pnsabile della struttura atomica e 
^.colare della InaTena; essendo stata recentemente unificata ad essa 
«nc^ la cosiddetta «interazione debole», ad essa possono essere ricondotti 
Zntfr fen ? meni dl radioattività. Anche la forza elettrica fra due cariche 
puntiformi e inversamente proporzionale al quadrato della loro distanza; 
essa e proporzionale al prodotto delle «cariche elettriche» dei due oggetti 
fattnr. CaS0 1 ni Ue - particelIe elementari essa è largamente dominante (per un 
<uiore ~ io ) rispetto alla interazione gravitazionale. Tuttavia di regola gli 
J*getti macroscopici sono sostanzialmente neutri dal punto di vista elet- 

corni Li qU f- °I m0tÌV0 per cui rinter azione elettrica ad esempio fra i 
wipi celesti e del tutto trascurabile rispetto all'interazione gravitazionale. 

movimi . S .'J bia a che fare ' conie ^ uasi sem P re acc ade, con cariche in 
cimento, ai fenomeni elettrici si accompagnano in maniera inscindibile i 



Leggi delle forze 



Unificazione delle leggi delle 
forze 



Forza gravitazionale 



f /vvs 



Forza peso 



Forza elettromagnetica 
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Onde elettromagneti eli e fenomeni magnetici. In particolare le 0 jì(k elett romagnetiche generate da 

c ^pMiO„mpyimento possono trasportare energìaa grandi distanze senza 
subire attenuazioni apprezzabili; anche la luce è costituita da onde "elettro- 
magnetiche, che giocano dunque un ruolo fondamentale nei fenomeni 
naturali, anche alla scala cosmica. 

Fra oggetti vicini o addirittura a contatto, anche se mediamente sca- 
richi (essendo costituiti in ugual misura da cariche elettriche positive e 
negative), le forze elettromagnetiche possono divenire dominanti in virtù 
della diversa dislocazione delle cariche positive rispetto a quelle negative. 
In effetti, tutte le forze che si manifestano fra gli oggetti che ci circondano 
possono essere ricondotte (con la sola esclusione della forza peso) a forze 
elettromagnetiche: ad esempio le forze di attrito, quelle conseguenti a 
deformazioni, quelle di pressione, quelle conseguenti a dilatazione termica, 
ecc. Tuttavia, non è di solito conveniente ricondurre queste forze alla loro 
matrice elettromagnetica, ed è più comodo esprimerle in termini approssi- 
mati mediante parametri macroscopici (caratteristiche meccaniche quali ela- 
sticità, coefficienti di attrito, viscosità, ecc.). Ci occuperemo di ciò nel V 
capitolo, mentre la trattazione delle leggi dell'elettromagnetismo classico 
(che consentono di trattare le interazioni fra cariche elettriche macrosco- 

Elett rodi ria mica quantistica piche ferme o in movimento) è rimandata ad un altro volume. A\V e /ettrodì- 

namka quantistica, che tratta le interazioni fra cariche microscopiche, dedi- 
cheremo anche in quella sede solo qualche cenno. 

Forze nucleari Le f orze nuclea ri sono quelle responsabili della_ stabilità del nucleo 

atomico; esse sono molto" fnténse à distanze molto piccole (dell'ordine di 
1CT 15 m) ma sono trascurabili a distanze superiori alle dimensioni caratteri- 
stiche del nucleo atomico; benché esse rappresentino Tiridls pensabile 
«colla» che consente le varie manifestazioni stabili della materia, il loro 
effetto non influenza i fenomeni macroscopici altro che in alcuni processi 
(fissione o fusione nucleare) che non verranno trattati in questi volumi. 

Una volta note le leggi delle forze, e note le caratteristiche e la posi- 
zione dei sistemi fisici presenti nell'ambiente in cui avviene il moto del 
punto materiale considerato, il primo membro della equazione [III.5] (cioè 
il risultante delle forze che agiscono sul punto materiale) può essere 
espresso in termini di parametri noti. 

Qualora la forza risultasse così espressa esplicitamente in funzione 
del tempo (ma fosse indipendente da parametri spaziali, e in particolare 
dalla posizione occupata dal punto materiale) la [III.5J consentirebbe di 
ricavare direttamente l'accelerazione a come funzione del tempo; e attra- 
verso la procedura descritta nel par. 11.11 potrebbe essere ricavata la 
legge oraria (una volta assegnate, come è in ogni caso necessario, le con- 
dizioni iniziali). Questa situazione si presenta assai raramente nella pra- 
tica. 

Più di frequente capita il caso in cui la forza subita dal punto mate- 
riale sia nota in funzione della posizione (cioè delle coordinate) del 
punto materiale stesso: di norma ciò avviene quando i sistemi che eserci- 
tano delle forze su di esso abbiano caratteristiche e posizione fisse, cioè 
indipendenti dal tempo (oltre ad esserci esplicitamente note le leggi che 
esprimono la forza in funzione di tali caratteristiche e della posizione rela- 
tiva fra il punto materiale e tali sistemi). In questi casi la [111.51 assume 
la forma: 

d 2 r 

f(r) = ma = m-—^ [IH.6] 
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ZW'SSSt le componen,ì del ve,,ore ?e proìetla " d ° la w 



f x (x,y,z) = 



cf 2 x 
dt 2 

fi (x,y, z) = m — r- 
1 dr 



[IH.7] 



l^wì in . q " esto J caso ^ forza che l'ambiente esercita sia in ogni fissata 
posizione, incendente dal tempo, il primo membro del f rm if Li 



x = x (t) 
y = y(t) 

z = 2 (/) 



problema'^ 0 fUnZÌ ° nÌ dd temp ° «mentano le incognite del 

ziali L rf e ,. [I ÌP ] n ° I" 6 " 0 Che Si chiama ur) sist ema di equazioni differen- 
ziai del secondo ordine nelle tre funzioni incognite x (t) y U) z t) In 

e? a .n.T-^ 2 ' 0 " 6 differetlz ìgj e ^ per definizione, una ^e azione cne 
fenpup^jn^nua^ue sue flénwtVfe rofdmVdefi'e^SS dif 

^^^■^^^^ à ^'^'^^ incognlt che n 
ziS^?? MTCSpiroToT; msììeme alle leggi delle forze nelle configura- 
^"^.a^™ - che ' -tedi di soluzioni 

caratSf^h 16 f ° rZe SUbhe dal punt0 sono S enerate ^ sistemi fisici le cui 

tafe S Se' i P n°S n fi^ bÌn0 ìn manÌ6ra P- det ^minata e nóu, allora 
ctt» 5 • gm fissata Posizione, cambia al passare del temnn n 
sistema di equazioni differenziali [III.7] diviene allo?? P 11 



f(l t) = m 



£1 

dt 2 



SrSi y n . sistenia _ d i equazioni differenziali dipendenti dal tempo- la sua 
rìs^ì?» ? t rad ° a ™ erle che la forza dipenda dalla velocità del punto 

s di e is :n; p d r :r m ezzn eI, : ambient t e: vedrem ° nei cap - v « £ 

natura magnetica ! " SU ° ter " P ° tratteremo 11 «so di forze di 

h Questo caso la equazione del moto assume la forma: 



Ldr_ \ d 1 ? 



[III.8] 



Equazioni differenziali 



■i/ 1 FU A? 2 <0/' 



Finalmente, si può presentare il caso in cui i sistemi presenti nell'am- 
biente, che esercitano le forze sul punto materiale P considerato, si muo- 
vano a loro volta,secondo una legge oraria non nota a priori,in virtù delle 
forze che reciprocamente si scambiano, e in virtù delle stesse forze che il 
punto materiale P esercita su di essi. Questo caso dà origine a problemi di 
grande complessità matematica. Le situazioni più semplici, appartenenti a 
questa categoria, verranno da noi discusse nei capitoli dedicati alla dinamica 
dei sistemi, insieme ad alcune tecniche generali per ricavare informazioni 
almeno parziali sul moto dei sistemi stessi. 

Nei capitoli dedicati alla dinamica del punto materiale nei sistemi di 
riferimento inerziali, il caso più generale che si possa presentare è dunque 
descritto dall'equazione vettoriale (o in altri termini dal sistema di equa- 
zioni scalari) £111.8]; ma a parte alcuni esempi molto particolari, tratteremo 
diffusamente solo il caso che le leggi delle forze siano indipendenti dal 
tempo e dalla velocità, riconducendoci così alla equazione [III 61 (o equiva- 
lentemente, al sistema [III.7]. 



III. 9. Trasformazioni galileiane e invarianza relativistica del II 
principio della dinamica 

Consideriamo un sistema di riferimento inerziale e un secondo sistema 
d J f'.^^" 10 oh" necessàriamente orientato come il primo), anch'esso 
inerziale, c he s i muove di moto traslatorio con velocità V 0 rettilinea ed uni- 
forme rispettosa! primo. Per comodità chiamiamo convenzionalmenté fisso 
il primo di questi sistemi e mobile il secondo. Contrassegneremo con un 
apice le gra nd ezze rel ative al sistema mobile. 

V^lìajrjio_iliriimtxare che il secondo principio della dinamica soddisfa il 
principio di relatività: ciò significa dimostrare che, nell'ambito della conce- 
zione classica, i due memb ri della [111-5] sì trasformano allo stesso modo 
passando da un sistema di riTerimento all'altro (o, come si dice che l'equa- 
zione [HI.5] è covariante). 

Consideriamo un punto materiale R La relazione che passa fra il suo 
vettore posizione nei due sistemi di riferimento è (vedi figura) 

(l = tl*V i - ?=r-r. [IH.9] 

Il vettore rè il v ettore posizione dell'origine 0' del sistema mobile rispetto 
alsistemafìsso. Tenuto conto _che la velocità V c dell'origine O' è costante, 
potremo anche scrivere r^Vji (avendo supposto^ per semplicità che 0' 
coincida con 0 all'istante t = 0) per cui la [III.9] può essere scritta come: 

ìfe^coit 1 .'. Voi: ■ \ ? Z_ 7 ~^ot\ [111.10} 

Una relazione ài uguaglianza fra vettori (come la [IIL9] o la [IUA0]) implica 
l'eguaglianza fra le rispettive rappresentazioni cartesiane rispetto a utio stesso 
sistema di riferimento: in altri termini le componenti del vettore al primo 
membro devono essere uguali alle componenti omologhe del vettore al 
secondo membro purché sia il primo che il secondo membro siano proiet- 
tati sugli assi di uno stesso sistema di riferimento. Ma noi ora siamo interes- 
sati a trovare la relazione che intercorre fra le componenti del vettore ? nel 
sistema mobile, e le componenti del vettore 7 nel sistema fisso. Ciò può 
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essere fatto introducendo i versori ijk degli assi coordinati del sistema Versori degli assi coordinali 
fisso e i'j'k' del sistema mobile. La [111.10] si scrive allora: 

{.,-■ 

Vx'+j'y' + k'z' = t(x- V m t)+jiy- V oy t) + k(z- V oz t) [III.ll] 

La [III.ll] non implica in generale che sia x' = x- V nr t; v' = v - V r 
2 = 2 ~ Kit- fer convincerci, moltiplichiamo la [III.ll] stessa scalarmente 
prima per poi per/ e poi per k'. Tenendo conto che il prodotto scalare di 
un versore per sé stesso vale 1, mentre il prodotto scalare fra due vettori fra 
loro ortogonali è nullo, otteniamo 



[\ ^ ■ ; x' = (V ■ i) (x - V ox t) + 0" .j){y~ V gy t ) + (f . k) (z - V BI t) 
/ = W ■ i) (x - V ox t) + (/' •/) (v - V oy /) + (/'. jf ) (z - V oz t) 
ì 2' = (k' • f ) (x ~ V ox t) + (k' -j)(y- V oy /) + (£' • k) (z - V oz t) 



[111.12] 



Le [III. 12] esprimono la relazione che intercorre fra la rappresentazione car- 
tesiana (x , y, zj del vettore ? nel sìsteW mobile,' e la rappresentazione 
carfesiana {x,y\ z) dèi vettore Tnel sistema fìsso. Notiamo che ognuno dei 
prodotti scalari fra versori presènti al secondo membro non è altro che il 
coseno dell'angolo fra i rispettivi assi (ad esempio (/'•£) = cosjp'z). 

Usando il formalismo delle matrici introdotto nel par. II. 4, la [111.12] 
può essere scritta come 



V'-t) (V-j) </'.£) \ ix- V m 

c/'-o (J'-j) v'-k) [ y - y v t, 




(k'-i) (k'-j) {k'-k)l \z- V^tl 



ovvero anche 



mi 




[III. 13] 



dove con \R\ si è indicata la matrice (detta «matrice delle rotazioni») Matrice delle rotazioni 



/(>' ■ i) (/' •/) 0" • k)\ jcosx'x cosx'y cosx' 
\R\ = I (/'•/) (J'-j) (/'.£) 1 = Jcos/x cosy'y cosy'z) [111.14) 
H*' ' >) té' ■/) (£' ■ ky \cos z'x cos z'y cos z' zi 



fe Notiamo che nel caso particolare in cui il sistema mobile e quello fìsso 
I abbiano lo stesso orientamento, la matrice \R\ si riduce alla matrice 



<l 0 0\ 
1*1 = | 0 1 0 

^0 0 h 



[detta matrice identità 



; - " i: .1. ì-'Of. 
Matrice identità 



; : (~ 
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In questo caso le [III. 13] divengono: 



= Z - V 6 A 



[111.15] 



Trasfc 



orinazioni galileiane 



' A fi 



i 



0 5 



A. 



Le [III. 15] sono dette trasformazioni di Galileo (o «galileiane»). 

Nel caso che il sistema moBile abbia Tasse z r ònenlató ''corW Tasse z 
del sistema fìsso, e Tasse x' ruotato di un angolo a rispetto ax(e dunque 
anche / ruotato di a rispetto a y\ la matrice \R\ [111.14] sì riduce alla 
matrice che compare nelle [11.7], come è facile verificare. 

Derivando _or^mejnbro„.a membro la [III. 1 1J ns^eJto^aMempo^ (e 
tenuto c^nto"che_avendoJ sistema mobile ori e n ta m e n t o jì s s o, i ve rs ori 
e k' sono versorf costanti), si ha: ., . . . 

VV x + j'v' y + k'V^ /(v,- K w )+/(v r - V oy ) + k(v 2 ~ V„) [111.16] 

Con procedimento del tutto identico a quello usato per ricavare la [111.12] e 
la [111.13] dalla [III.ll], dalla [111.16] si ricava 



[III. 17] 



La matrice \R\ che compare nella [111.17] è, evidentemente, la stessa 
J matricT[fflT4TTfenvanao'ora'Tà'[IIi:l'6] rispetto al tempo, e tenendo conto 

dV n 




che essendo V 0 costante e 



dt 



- 0, si ha 



/" a' x + j' a' y + k' a' : = ia x + ja r + k a x [111.18] 

dove con 5 = (a x a r a z ) si è indicata Tacce lerazione del punto P nel sistema 
fìsso e con a' l'accelerazione nel sistema mobile. Per conseguenza 

■ ; ì, fr 

e nel caso particolare che i due sistemi di riferimento siano orientati allo 
stesso modo (cosicché le coordinate si trasformino secondo le [III. 15]): 

1 .V ' ; II ■"■ ■ 1 

Le [111.20] ci dicono che l'accelerazione del punto P è invariante per trasfor- 
mazioni di Galileo, mentre dalla [III. 19] si ha che essa si trasforma attra- 
verso la semplice matrice di rotazione \R I passando da un sistema inerziale 
«fisso» a un sistema inerziale «mobile» ruotato (ma con orientamento 




a y = a y 



cioè d = a \ 



[111.20] 
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costante) rispetto al sistema fisso. Possiamo osservare che la ^III.20\ ci dice 
che T accelerazione del punto materiale Pè la stessa, in modulo e direzione 
nei due sistemi di riferimento; e proprio per questo le componenti risultano 
diverse, così come indicato dalla [HI.19], se la proiezione viene fatta sugli 
assi di un sistema ruotato. 

Per vedere come il secondo prin cipi o della din a_m equazione [IH 5] 
si trastorma passando dal sistema dTnIenménto fìsso a qudlo mobile dob- 
biamo ora vedere come si trasformano le altre due grandezze fisiche che in 
essa-compàibno f rroè la massa m e la forza / "Se ricordiamo la definizione 

operativ^jijnassj^d ^rza, è facile concludere ch e una bilancia e un Invarianza classica della massa 
dihamome trasposti ad esempio nel sistema mobile (e~~p~òs ti à'misurare 
urta-certa- massa^7"rispetrfvFffle7rt 

Io stesso valore per fa grandezza misurata sia a un osservatore fermò nel 
sistema mobile che a un osservatore fermo nel sistema fìsso. Ciò significa 
Che la massa, che è una grandezza scalare, è invariante passando da un 
sistema di riferimento all'altro: 

•f m ' = ' [111.21] 
mentre per la forza / si ha, analogamente alla [III.I9], 



che si riduce a 




[111.22] 



A = f x 

f'y-fy 



[111.23] 



ne] caso che i due sistemi di riferimento abbiano lo stesso orientamento 
Partendo dunque dall'equazione f= mS scritta nel sistema fisso, e 
moltiplicando ambo i mern^ro~"peft7ffT~sr ricava J'~^ in'a' 
' /f)iJ L eaua ^ione f= m a e co variante passandojia un sistema di riferimento 
■ ™* n '"' ea "« "Um sistema di riferimento i nenia le.' \ n particolare se i due 
«sterni hanno lo stesso orientamento la /= m a resta immutata: essa è 
dunque invariante per trasformazioni _dflj^m^ - - ■ 

'%ità SeCond ° P rinci P io del!a lamica soddisfa dunque il principio di reìati- 

^dall^ 3 r ì le y at0 che tutte le conclusioni tratte in questo paragrafo derivano 
<"ia upoje^imphciu che la distanza fra due punti e l'intervallo temporale 
inS^l f a .; Ue . evenU s^noTsl^fe-ssTriei due sistèrHrdì riferimento. Quésta 
memi dall'esperienza quotidiana, cessa di valere per sistemi di riferi- 
Queìti m . moto rel ativo a una velocità prossima a quella della luce. In 
Pin^I- ' 3 cul trattazione richiede il ricorso alla teoria della relatività di 

w,u\. In effetti la [III.5] soddisfa il principio di relatività solo nel limite 



'cr;.. 



<:< 1. 



Covarianza classica del secon- 
d^rinTìpTòTlella dinamica^e 
relatività galileiana 



_ I 

,9. ' 



Z.C' 



-.:0 V, 
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Nella relatività di Einstein le trasformazioni di Galileo [111.15] sono 
sostituite dalle trasformazioni di Lorentz, e la [III.5] assume a sua volta una 

V 

espressione più generale che si riduce alla [III. 5] nel limite — - « I; 

c 

nello stesso limite, le trasformazioni di Lorentz si riducono alle trasforma- 
zioni di Galileo. Queste affermazioni vanno considerate come semplici 
anticipazioni di ragionamenti che saranno affrontati in termini più appro- 
fonditi nel capitolo che dedicheremo alla Teoria della Relatività Ristretta di 
Einstein (cap. XI). 



III. 10 Sistemi non inerziali e forze dette apparenti o fittizie 



Forze apparenti o forze di iner- 
zia 




In un sistema di riferimento inerziale, dunque, il primo membro del- 
l'equazione [III. 5] (cioè la forza subita dal punto materiale considerato) può 
essere ricondotto ad altri sistemi fisici presenti nell'ambiente in cui il moto 
avviene, ed espresso in termini delle caratteristiche e posizioni - relativa- 
mente a quella del punto materiale - di tali sistemi. 

Ciò non succede invece nei sistemi di riferimento non inerziali, come 
del resto possiamo constatare non di rado anche nella nostra esperienza 
quotidiana: se ad esempio stiamo viaggiando su un treno, quando questo 
frena o accelera bruscamente o curva - trasformandosi così in un sistema di 
riferimento non inerziale - noi ci sentiamo spinti in avanti o indietro o di 
lato. Ciò che in sos tanza avvertiamo è una forza, ma questa non è esercitata 
da alcun agente; e~s"sa è~diretta conseguen del fatto che irsTstèrrìOfTne ri- 
mento non è inerziale. Per meglio comprendere quale sia il sighnTcato 
fisico di queste forze (che sono dette forze apparenti o forze di inerzia) ana- 
lizziamo con maggior dettaglio che còsa accade 'quà^'dòV"M' "esempio, il 
treno subisce una brusca frenata. 

Consideriamo dunque un sistema di riferimento (il treno) che si 
muove inizialmente di moto rettilineo uniforme rispetto a terra. Sul treno 
un osservatore (B) ha disposto una palla da biliardo Psu un tavolo orizzon- 
tale liscio; poiché il treno si muove con velocità ^uniforme, la biglia resta 
in equilibrio rispetto al tavolo. Il fenomeno è osservato, da terra, da uno 
sperimentatore (A): questi, evidentemente, vede che la biglia P(un «punto 
libero») si muove di moto rettilineo uniforme con velocità esattamente 
uguale a V. 

Immaginiamo ora che il treno subisca una brusca frenata, e osserviamo 
prima il fenomeno dal punto di vista di A. Se il punto materiale P non 
viene frenato anch'esso (se esso, non essendo vincolato al tavolo, continua 
ad essere un punto libero) esso continua a muoversi con la stessa velocità 
V. Secondo A dunque, il treno, essendo stato frenato, si arresta; ma se nes- 
suno frena P esso continuerà a muoversi con la velocità che inizialmente 
aveva. Fra il treno e il punto Psi genera una velocità relativa conseguenza 
del fatto che il treno decelera e il punto no. 

Ciò che invece vede l'osservatore B, è che la biglia subisce all'improv- 
viso (rispetto al treno, con cui l'osservatore è solidale) una accelerazione: il 
punto P infatti, che inizialmente era fermo, comincia a muoversi. Essendo 
abituato a imputare una accelerazione a qualche forza, egli giudica che il 
punto è stato sollecitato da una forza, pur non essendovi alcun sistema 
fisico, nell'ambiente circostante, responsabile di tale azione. Egli chiama 
questa forza una forza apparente o di inerzia. Che si tratti di una forza è 
confermato dal fatto che qualora ne voglia annullare l'effetto (mantenendo 
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il punto P in equilibrio rispetto ai proprio laboratorio non inerziale) egli 
deve applicare a P una forza. Questa forza, che dal punto di vista di A è 

quella che serve per frenare P contemporaneamente al treno, dal punto di ^ 7; yK< vU--' - r'Sso 

vista di B è una forza che serve ad equilibrare l'effetto della forza di inerzia, 
consentendo al punto P di restare in equilibrio (nel sistema non inerziale) a 

dispetto della azione della forza di inerzia stessa. ' ."'":'/. ■ /',". f'SSC 

Le semplici osservazioni qualitative che abbiamo ora fatto possono 
essere poste facilmente in termini formali. C onsideriam o un sistema di 
riferimento inerziale (sistema «fìsso») e., un j&condo sistema di riiferi- 

r rìélìtòV"TT orr 'inerziale"" ffiste ma «mobile»). Supponiamo per ora che il Sistema non inerziale dotato 
sistema mobile sfjriuo^^r^^ dì moto traslatorìo 

rispetto al sistema fisso anche, se, evidentemente, non con velocità uni- 
forme. 

Se il punto P si muove per azione di una forza/ nel sistema fisso pos- 
siamo scrivere l'equazione 

t~~~""""~ i 

Mt< : ">SiO /= ma / [111.24] 



risolvendo la quale possiamo trovare - date le condizioni iniziali - la legge 
oraria del moto. 

Nel sistema di riferimento mobile le coordinate x', y', z' del punto P 
sono legate alle coordinate x, y, z di f nel sistema fisso dalie relazioni 



x' = x - X 

y' = y - r 
z' = z - 2 



[111.25] 



dove X, y, Z sono le coordinate dell'origine del sistema mobile. Le [111.25] -* 
sono analoghe alle trasformazioni di Galileo [IHJ5]: solo che ora, essendo 
U moto lei sistei^"moBìj e~7?Q>j un ifórme, le coordinate della sua origine 
n on po ssonòn?iu_iess^e_jespresse semplicemente "còme V ox t, V oy t, V qz t,, 
■\ Le~rnT25T derivate una prima'vòi'ta, ci consentono dì trovare la rela- 
zione fra le velocità v* e v del punto P nei due sistemi di riferimento; e, 
derivate una seconda volta, ci consentono di trovare la relazione fra le acce- 
lerazioni a' ed a. Si ha: 



x' = x-X 
y' =y-Y 
z' = z - z 

? = 7- R 



K 

V, 



= v v - V r 



= v - V, 



' a' = a x - A s 



a- = 



a y — A y 



v> » v- V 



= a, - A. 



a' = a- A 



^l^Xed A sono rispettivamente il vettore posizione, la velocità e l'ac- 
""4l r i?jone dell'orìgine 0' deT'sJsìem^ al sistema fisso. Va 

Dotato che, essendo la velocitàT'déì sistema mobile non costante, non vale 
^ HM?]: l'accelerazione a' di P nel sistema mobile non è uguale alla 
^—«razione a nel sistema fisso. 'Esse differiscono fra di loro per l'accelera- 
tone A del sistema mobile: 
Ir 



tr- 



a—A'* ovvero: 
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Sostituendo la [111.26] nella [III. 24] si ha: 

/ = mà = m(a' + À) = ma' + mA\ 



ovvero 



'■/- 



f~ mA= ma' \ 



[111.27] 



Forza di inerzia 

Accelerazione 
memo 



Sistema non inerziale dotato 
di moto qualunque 



La [111.27] rende evidente che l'osservatore mobile, eseguendo nel suo 
sistema dì riferimento non inerziale una misura dinamica di forza (cioè 
misurando la quantità ma'), trova un risultato che non è semplicemente 
uguale alla forza/«reale»j(cioè generata dai sistemi circostanti); egli vede 
infatti apparire accanto a /un secondojermine (7__w^] i _che_e^i_cWama 
forza di inerzia. Questo termìneTia valore pan àWmassa m del punto mate- 
riale considerato moltiplicata per l'accelerazione, cambiata di segno, del 
trascina- sistema dì riferimento. Tale accelerazione A è detta accelerazione di trasci- 
namento ed in questo caso (di hi otò~ traslatorio) ha lo stesso valóre in tutti ì 
pùnti. Va notato che qualora l'osservatore mobile esegua una misura sta- 
tica, anziché dinamica, delle forze, egli rileva comunque la presenza della 
forza di inerzia. Dalla [111, 27] vediamo infatti che affinché il punto materiale 
\ resti in equilibrio nel sistema' mobile (a^ = 0), deve essere/- mÀ =~0; è 
necessario applicare cioè una forza reale /che, sommata alla forza di inerzia 
- mÀ, dia risultante nullo. 

Fino a qui, abbiamo trattato il caso particolare che il sistema di riferi- 
mento non inerziale si muovesse di moto traslatorio rispetto al sistema fisso 
(inerziale). Vediamo ora come la [111.27] risulti generalizzata nel caso che il 
sistema di riferimento non inerziale si muova di moto qualunque. 
Partiamo dalla relazione 



Vx'+j'y' + k'z' = Ì{x-X)+j(y~ Y) + £{z-Z) [111.28] 

La [111.28] è analoga alla [III. 11]. In essa però non solo le coordinate X, Y, 2 
dell'orìgine (che si muove di moto non uniforme) non possono essere 
scritte come V x t, V y t, V z t; in più i versori / '. k' non sono contanti, e dun- 
que la loro derivata temporale non è nulla, ma coerentemente con la [11.37] 
vale rispettivamente 



di' 
dt 



= 10X1 



dt 



dk' 
dt 



= <3 x £' [111.29] 



dove w è la velocità angol are con cui il sistema mobile ruota rispetto a 
q uello iis spT" 

Tenuto conto di ciò, deriviamo le [111.28] rispetto al tempo; abbiamo: 



V V x +j'V y + k' v; + »x (/' x' +f y' + k' z') = 
= Ìiy x ~ V x )+j(v y - K,) + *(v z - V z ) 



[111.30] 



In termini vettoriali, la [111.30] può essere scritta anche come: 

7 = v -v, = v - (i'+ùx O'F) [111.31] 
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dove: 

? = <V. \£^£*™> Aspetto al sistema mobile VCocità re^iva 

v - èja^tàdjl punto Spello a, sistema fisso Ve.oci* a^uta 

v,= y+óxO'P= fK + JV, + Sv i+ & x( rx' + j>y> + £>?) è fa velo-. 

cita con c uisj muove ris petto al siste ma." Jìssa il 

PuntpjflGdaIg~èòl sistema mobile" che nell'istante | "7 

consia^rato^^uBatp^aP (velocità di «trascina-' , 
mento»), Vctr>c. ■ -v^ 



Velocità di trascinamento 
I 



«.w^ ' n ; er P u ret f j one d ella vejocità di trascinamento è evidente per 
Jx 0> ptZ nT^ (3lIa V ^'° CÌtà V <>' è sommata laVetodS 

la m^Wd ? ?"ÌT r e ,f rem ° liber0 del vett0 ' e ruota » te O'P, vedi 
JhÌ ] \ ? conf °rtata dalla considerazione che, rendendo il punto P 
solidale col s.stema mobile (v' = 0), la [HUj ci dice che la velocità "di P 
nel sistema fisso e pari per l'appunto a V+ ù x 0' P 

Deriviamo ora, nuovamente, la [IH JO] rispetto al tempo. Si ottiene: 

V a' x + / a\ +k'a' :+ àx (/' v ' x + f v ' f + jf ' v ;, + K ~ x {V x , + j, y , + p ^ + 

+ « x (/' v ; +/ v ; + k 1 v ;> + « x [« x <r + // + a-' = [111.32] 

= t (a x - A x ) +j(a y - A y ) + k(a,~ A : ) 
dà 



dt abbiamo indicato l'accelerazione angolare del sistema 



m 



dove con a = 

i di riferimento mobile. 
V. In termini vettoriali, la [III.32J può essere scritta come- 
"V- -, = - _ 

« « a,- a-U + ax 0'P+Gx{àx 0' P)]- 2 <3 x v' [111.33] 

y dove: 

¥>' riferimmo' Ìlf.: è / aCC f leraZÌ ° ne del punto ^^spetto al ristema di 
nienmento mobile (accelera zione « relativa») 

rifen>ÌS£ - è - f 3 ^ 1 ^ 01 ^ del punto P rispetto al sistema di 
^riferimento inerziale (accej^«^« assoluta») 

V : "sletto^ +<S ? <3x . 1 °' / ' è 1,acceIe ^ione con cui si muove ri- 
l Sté^c^r " PUnt ° S0lidale co1 sistema che nel- 

* men?o>>) S emt ° ' ° CCUpat ° da P frazione dì «trascina- 

"^^IS 0 " 0 / 6 "?^ fra n dop P io della veJ ™* a angolare del 
z one di r. 6 r e U l0CÌtà relativa del P unt0 ^ è detta «Wlera- 
0 ciofolnl ? not f 0 p cI ìe questo termine è nullo quando 
u, c 10e quando il punto i> e in equilibrio nei sistema mobile. 

®*P°Z°TZ tf^^T di ^^««««o, notiamo che essa è 
Mobile- w m: 1 acceler azione ^ dell'origine 0' del sistema 

SSfeno K dd veno?e O^P = m ° t0 CÌrCOlare C ° mpÌUt ° daU 



ti rt</v 



Accelerazione relativa 
Accelerazione assoluta 



Accelerazione 
mento 



di trascina- 



Accclerazione di Coriolis o ac- 
celerazione' compie mentare 
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Inserendo la [111.33] nella [111.24] abbiamo 

f - ma, - ma c = ma' [111.34] 

Forza apparente di trascina- Rispetto al caso del moto traslatorio^ non solo l'accelerazione di trascina- 
menl ° mento 5, (diversa dall'accelerazione A dell'origine 0' del sistema mobile) è 

diversa da punto a punto del sistema mobile; ma accanto alla forza appa- 
Forza apparente di Corìolis rente di trascinamento - ma, appare anche la forza di Coriolis - mà c - 

= - 2 m w x v\ 



Esempio 




E.IIL3. Una piattaforma mota con una frequenza costante di 2 giri al secondo. A 
distanza di 3 in dal centro di rotazione è disposto un oggetto di massa 0,5 kg. 
Determinare la fona f che deve essere applicata all'oggetto affinchè esso si 
mantenga in equilìbrio rispetto alla piattaforma. 

Scegliamo un sistema di riferimento (non inerziale) solidale con la piattaforma 
e con origine nel centro di rotazione. 

Poiché cerchiamo la condizione di equilibrio relativa al sistema mobile 
(a' = 0; v' = 0), nella [111.34] risulta nullo sia il secondo membro che il termine di 
Coriolis; essa diviene: 

/- m S, = 0 

La forza attiva / deve dunque equilibrare la forza apparente di trascinamento 
- m a u Nel caso in esame, nella accelerazione di trascinamento à, è nullo sia il ter- 
mine A (l'origine 0' è ferma) che il termine a x 0'P(la rotazione avviene con velo- 
cità angolare costante); per cui 

a, = <3 x w x 0' P 

Questo termine rappresenta l'accelerazione centripeta a, = -co 2 ? del moto circo- 
lare uniforme compiuto dall'oggetto considerato (?' è il vettore posizione O'P 
dell'oggetto nel sistema mobile). La forza apparente -ma, = mw 2 f' è dunque 
una forza centrifuga (diretta cioè concordemente col vettore posizione ?'). 
La forza / deve dunque essere centripeta, di modulo / = m w 2 r'. Essendo 

m = 0,5 kg; f = 3 m; u = -~ = -ÌJL. = 12,56 s H , sì ha / = 236,6 N. , 



I VENTI NELL'ATMOSFERA 

masse ,. ri . .enti, così come 10 si 

dinamica meteorologica è ovviamente molto compie so Zi c f Z ?,h ™ ? ' nerzia,e - 11 problema de[Ia 
semplici, che servono ad illustrare, in particXT l'è Sto de He ZTTr C0, ] S,(ie T dd ' e SÌlua2Ìoni ab ^»anza 
Per schematizzare il fenomeno del movi™ n/o di , ?a?se dVh 4fn, h?" 0 '' 5 SUlk maSSe d ' aria in m « v i^nto. 
identificabile durante il suo moto, perché cZenuta n un ^ " - T ?"* m ° una . POrzione dì aria come * fosse 
cola di massa trascurabile (una Specie * ^cT^ 




; ■cJ^X Z^S^l^^S^ "^r 11 (dÌ e di Cortole 

-mente (conce,, di pressione), sia^n^ 



ss*' 




ISOBARE 



( Pi > Pa >p 3 ) 



Consideriamo, per semplicità, venti orizzontali procedenti a velocità pressoché costante, cioè, come si dice, 
venti equilibrali: in questi casi la forza peso è da pensarsi come continuamente equilibrata dalla componente verti- 
cale delle forze di superficie (del tipo della così detta forza di Archimede) ed inoltre, per quanto riguarda le compo- 
nenti orizzontali delle forze, può essere trascurata la forza dì attrito. Restano dunque da considerare gli effetti che 
risultano prevalenti per il movimento orizzontale, e cioè le forze di superficie e le forze di Coriolis. 

Per quanto riguarda le forze di superficie in direzione orizzontale, è chiaro che possono avere un risultante diverso 
da zero solo se esiste una disuniformità di effetto sulle diverse regioni del contorno della massa d'aria considerata. Poi- 
ché questi effetti sono dovuti alla maggiore o minore presenza ed efficacia di particelle d'aria esterne al contorno, cioè 
alla diversa pressione locale su tale contomo, risulta che forze orizzontali si presenteranno quando ci saranno zone a 
pressione diversa (gradiente di pressione) e saranno dirette da zone di alta pressione a zone di bassa pressione. Se 
graficamente si riportano i valori di pressione in forma di curve di ugual pressione (isobare), le forze di superficie 
F st hanno linee di forza ovunque ortogonali alle isobare, con il verso che procede dall'alta verso la bassa pressione. 

Circofazione anticiclonica oraria 




Emisfero Nord delia Terra 
fventi equilibrati) 



bassa 
pressione 




Fc 



p — costante 

Circolazione ciclonica antioraria 

A queste forze, dovute a gradienti di pressione, si sovrappone la forza di Coriolis F c che, per l'ipotesi di venti a 
velocita orizzontale costante, deve equilibrare le forze di pressione. Poiché F c è perpendicolare alla velocità v, ne 
segue j;he la velocità dei venti deve seguire le linee di isobaricità. Il verso di questa velocità, a causa del fattore 
isf X a V a < | n l. COIT1 P are ìn F c> risulta essere, intorno a zone di alta pressione (anticicloniche), orario nell'emisfero 
Nord della Terra ed antiorario nell'emisfero Sud; l'opposto accade peri venti in zone di bassa pressione (cicloniche). 
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Esercizi del capitolo III 



Gli esercizi che seguono si riferiscono al moto di punti materiali osservato da 
sistemi di riferimento diversi, ed in movimento l'uno rispetto all'altro. 

Indicate con apice le grandezze fisiche velocità (v*) ed accelerazione {a"\ rela- 
tive al sistema di riferimento assunto come mobile, e senza apice (v ed 5) le stesse 
grandezze riferite al sistema assunto come fisso (solitamente inerziale), valgono, 
come già visto, le seguenti relazioni: 



v = v - v, 



a - a. 



dove v, ed a, indicano rispettivamente la velocità e l'accelerazione, rispetto al 
sistema fisso, di un punto solidale con il sistema mobile che si trovi ad essere 
sovrapposto al punto di cui si considera il moto; a c = 2 w x v ' indica l'accelera- 
zione complementare o di Coriolis, essendo co la velocità angolare istantanea con 
cui il sistema mobile ruota rispetto a quello fisso. 



1II.1. 



IIU. 



é' iiu. 



Una canoa percorre un tratto rettilìneo di fiume lungo / = 1 km una volta 
contro corrente impiegando 20 minuti ed una volta a favore di corrente 
impiegando 15 minuti. Calcolare la velocità della corrente rispetto alla riva. 
Si suppongano costanti la velocità della corrente e la velocità con cui la 
canoa si muove rispetto alla corrente. (Risposta: 0,14 m/s) 

Un'automobile di lunghezza / = 4 m si muove di moto rettilineo uniforme 
alla velocità v = 100 km/h e sorpassa un autotreno che si muove nella stessa 
direzione e con velocità V = 60 km/h. Se l'autotreno è lungo h = 15 m, 
quanto dura il sorpasso, cioè quanto tempo occorre perché si passi dalla 
situazione in cui il fronte dell'auto è allineato con la coda dell'autotreno, alla 
situazione in cui la coda dell'auto è allineata con il fronte dell'autotreno? 

(Risposta: 1,7 s) 

Due aerei viaggiano sullo stesso piano con velocità vi = 500 km/h e 
= 800 km/h rispettivamente. Le direzioni di moto formano un angolo 
8 = 30°, mentre gli aerei si allontanano l'uno dall'altro. Calcolare la velocità 
relativa del secondo aereo rispetto al primo (modulo e direzione) 

(Risposte: 444 km/h; 64°) 

Un treno si muove di moto rettilineo uniforme con velocità V. All'interno 
del treno, un punto materiale viene lanciato verso l'alto, rispetto al treno, 
con velocità v' 0 . Determinare il tipo di traiettoria del punto nel riferimento 
solidale al treno e nel riferimento fisso solidale alle rotaie. 



Durante la fase di frenamento, con accelerazione negativa costante A, di un 
vagone che si muove su traiettoria rettilinea orizzontale, un corpo viene lan- 
ciato, internamente al vagone, con velocità v' 0 verticalmente verso l'alto, 
rispetto al vagone in moto. A che distanza dal punto di lancio il corpo 
ricadrà sul pavimento del vagone? (Risposta: Ax' = - 2 Av'fo 3 ) 

jn un giorno senza vento la pioggia cade verticalmente rispetto alla terra. 
Un automobile procede di moto rettilineo uniforme, su una strada orizzon- 
tale, alla velocità di 100 km/h. Se la direzione delle gocce di pioggia rispetto 
ali auto è 0 = 40° relativamente alla verticale, qual'è la velocità di arrivo al 
suolo dell'acqua della pioggia (rispetto alla terra)? (RiS p 0Sta: 33 m/s) 
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111.7. Una mosca cammina su un disco, lungo un solco dell'incisione, praticamente 
circolare, di raggio r, con velocità angolare costante w', rispetto al disco. Il 
disco, a sua volta, è in rotazione con velocità angolare w costante, rispetto al 
tavolo che sostiene il giradischi. Descrivere il moto della mosca così come è 
osservato da un sistema fisso solidale con il tavolo e ricavare, in modo 
diretto, il termine di Coriolis dell'accelerazione. 

111.8. Lungo un parallelo, ad a = 50° di latitudine Nord, da Est verso Ovest, a pic- 
cola quota rispetto al livello del mare, vola un razzo alla velocità v* = 1000 
m/s. Calcolare l'accelerazione di Coriolis del razzo e la sua componente tan- 
gente al meridiano. 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo III 

111.1. Descrivere il moto (equazioni delle velocità) assumendo come riferimento 
fisso la riva e come riferimento mobile la corrente. In ogni caso si tratta di 
moti rettilinei uniformi. 

111.2. SÌ può scegliere come sistema di riferimento fisso un sistema solidale con 
l'autotreno ed osservare che, da questo sistema, la velocità dell'automobile è 
pari alla differenza tra le velocità v e V. 

111.3. I dati del problema si riferiscono ad un sistema di riferimento solidale con la 
terra. Ciò che si vuole calcolare è il vettore velocità relativa (vj) del secondo 
aereo rispetto ad un sistema mobile solidale con il primo aereo. 

111.4. In entrambi i riferimenti l'accelerazione è puramente verticale e pari all'ac- 
celerazione di gravità. I diversi valori della velocità iniziale (relativa 
all'istante di lancio) determinano la forma della traiettoria. 

111.5. Conviene studiare il fenomeno dal sistema mobile, non inerziale, solidale 
con il vagone. Il corpo è animato da un'acceleraione che è la differenza vet- 
toriale tra l'accelerazione di gravità (verticale) e l'accelerazione di trascina- 
mento (orizzontale). 

111.6. Si tratta semplicemente di applicare ta relazione fra le velocità vettoriali 
osservate da due sistemi l'uno in moto rispetto all'altro. 

111.7. Nel sistema fisso, il moto delia mosca è un moto circolare con velocità ango- 
lare somma delle velocità angolari w ed L'accelerazione, in un moto cir- 
colare uniforme, è esprimibile in termini di velocità angolare e raggio. 

IH.8. Rispetto ad un sistema di riferimento inerziale (solidale con le stelle fisse, in 
buona approssimazione) la terra è un sistema mobile ruotante con velocità 
angolare costante in modo da compiere un giro al giorno. 



Capitolo quarto 

Conseguenze del II principio della dinamica 



In questo capitolo svilupperemo alcune importanti conseguenze della 
equazione [I1I.5] che esprime il secondo principio della dinamica per il 
punto materiale. I risultati cui perverremo hanno grande interesse per un 
duplice motivo: da un lato essi consentono in molti casi di facilitare la solu- 
zione dell'equazione [III. 5]; dall'altro ci portano ad introdurre alcune gran- 
dezze fisiche di grande rilevanza teorica e pratica (impulso, energia, 
momento angolare, ecc.) e a ricavare le proprietà notevoli di tali grandezze. 

Questi risultati possono essere ottenuti in maniera semplice e rapida 
facendo ricorso ad alcuni strumenti matematici che solitamente gli studenti 
non posseggono in questa fase del loro curriculum, e che saranno forniti 
loro solo più tardi nei corsi di matematica. 

Dedichiamo dunque ora alcuni paragrafi a definire tali strumenti mate- 
matici. Ciò verrà fatto in condizioni di generalità molto minore rispetto a 
quanto si usa fare nei corsi di Analisi, il che ci consentirà di procedere in 
maniera semplice e stringata. 

v.- Noi riteniamo che queste semplici anticipazioni di matematica (cosi 
:come quelle che abbiamo presentato nel II capitolo) possano essere utili 
alla formazione dello studente, non solo per la loro propedeuticità al prosie- 
a if. U0 . *? el C0IS0 di fisi 03 ; ma anche perché possono mostrare come spesso 
|J origine di concetti, che in matematica trovano la loro formulazione più 
'^generale e più potente - ed anche più astratta -, abbia sovente tratto moti- 
vazione dall'esigenza di dare risposta a problemi di natura pratica. 

Ìy.1. Infinitesimi //dì ' ' j; ' 

Ne ',' )ar - H.8 abbiamo già detto che qualunque funzione a(x) che goda della Infinitesimi 
yjprieta che lim a(*) = 0 è detta infinitesima (o «un infinitesimo») in * n . 
F ti -v 

ettà 1 1 sempllce f ra 8 1 ' infinitesimi in x 0 è la funzione F(x) = x - x 0 ; essa è 
i' . 811 e infìni/pti^ p fQììdamen lale_YT^ x a . 
agHffi~~fo nz ' Q "' e Pfaì* entrambe infinit esi me nello s tesso punto x 9 , sono 

-■- Jmmaesimi ù muiiane L La somma, la differenza e il prodotto dì a(x) e p(x) Infinitesimi simultanei 
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Infinitesimi di ordine supe- 
riore 



Infinitesimi dei lo stesso or- 
dine 

Infinitesimi di ordine k qua- 
lunque 



sono infinitesimi simultanei con a(x) e (J(x). Tuttavia il loro rapporto non è detto 
che sia infinitesimo; cioè non è detto che 



abbia limite nullo quando ,v tende ad x 0 . Se accade che 
a(x) 



0 



(e si scrive a(x) = o p(x)) 



si dice che a(,v> è iinìnin siimi di ordine supcriore rispetto a P(x). Se invece 
o(jr) 



lim 

*-» Jfo 



P(x) 



- + 00 (cioè lim 



si dice, coerentemente, che p(.v) è di ordine superiore rispetto ad a(x). 

Se lim = /, dove / è un numero reale qualunque diverso da zero, si 

x-*x D p[x) 

dice che / due infinitesimi sono dello snsso ordine. 

Se a(x) è dello stesso ordine dell'infinitesimo fondamentale elevato alla 
potenza k (dove ièun numero qualunque), si dice che a(x) è infinitesimo dì 
ordine k\ in altri termini: 



Se lim 



a(x) 



x-x„ (x-x 0 f 



l'ordine di a(x) è k. 



Esempi 

E.IV.1. La funzione a(x) = I ~ cosx è infinitesima in x = 0; verificare che il suo 
ordine è 2. 

In virtù di note formule trigonometriche, possiamo scrivere 



Dunque: 



1 - cos x = 2 sin 2 — — , 



lim 

x~0 



1 - COS X 

— n — 



2 sin 2 x/2 
lim 5 

-v-0 x 4 



= lim 



r-0 2 

avendo ricordato che 



1 sin' x/2 _ 1 / sin x/2 \ 7 _ 1 
(x/2f ~ *™ 2 \ x/2 I ~ ~2 



,. sin x 

lim = 1 . 

Jt-O x 



Poiché il rapporto fra l'infinitesimo considerato (1 - cosx) e l'infinitesimo fonda- 
mentale x elevato alla potenza 2 è risultato un numero finito (1/2), l'infinitesimo è 
di ordine 2 (o del secondo ordine). 
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EXV2. La funzione a (x) = {cotx è infinitesima in x = n/2; verificare che il suo 
ordine è 1/2. 

Chiamiamo y l'infinitesimo fondamentale/ = x - n/2. Si ha cotx = tg/; 
per cui 



«c*) - ^sr; - /tir - 



Dunque: 



Vco t jc \ sin/ 1 ,. \ sin/ \ 1 _ , 
l,m ^Tm = !im 1/ 7= = lim 1/ l/ - TI 1 > 

(x - it/2) 1/2 /-o V cos/ y/ >"-° V >* v cos >' 



il che dimostra l'asserto. 



Si dimostra facilmente una fondamentale proprietà degli infinitesimi. Conside- 
riamo il rapporto fra due infinitesimi, ct(x) e (5 (x), fra di loro simultanei; e suppo- 
niamo che «(x) e pOc) possano essere espressi ciascuno come somma dì infinite- 
simi simultanei: a (x) = cq (x) + a 2 00; P 00 = Pi 00 + P2 00- Se a 2 00 è di ordine 
superiore rispetto ad ai 00 e p 2 00 è di ordine superiore rispetto a p]00, allora 
si ha: 



lim 



«00 _ r m «ìOO 
= hm- 



P00 



Pi 00 



Eiv.l] 



In altri termini, il risultato del limite resta invariato se scrivendo a 00 e p(x) si 
mantengono solo gli addendi di ordine più basso, trascurando gli infinitesimi di 
ordine superiore. 

La [1V.1] si dimostra immediatamente; si ha infatti: 



lim 



ape) 
PC*) 



= lim 



«l(x) +g2(x) 

PiOO + PìOO 



a t Oc) I + 



= lim- 



ai 00 



PiW 1 + 



P2OO 
Pi 00, 



= lim 



ai 00 
Pi 00 



Nell'ultimo passaggio, abbiamo tenuto conto del fatto che 

«2 00 



lim 



«i00 



0 



Hm P2OO _ n 
hm - 0 

Pi Oc) 



per l'ipotesi che ot 2 (x) e pj (x) siano di ordine superiore rispettivamente nei con- Gli infinitesimi di ordine supe- 
fronti di a } (x) e pi Oc). Questa proprietà viene spesso enunciata sinteticamente riore possono essere trascurati 
dicendo che gii infinitesimi di ordine superiore possono essere trascurali 



IV. 2. Differenziale — h 



; _ Consideriamo una funzione /(x) definita su un certo intervallo [a, b]; e suppo- Differenziale 
niamo che la/(x) ammetta derivata /' (x) per ogni valore di x 0 compreso nell'inter- 
vallo. Si defini sce^^W^^fl/^^dUJunzione /nel punto x 0 relativo all'incremento 

J° "ìndica con il si.mb~olo df la quantità: ^ - « ■. , . 



dove con Ax si intende un increm e rito i_de 1 la _y a ri ab il e x. Il differenziale dfh& un 
valore che dipende sia dal punto x B in cui si calcola la derivata, che dall'incremento 
Ax che si applica alla variabile x: dfè dunque funzione delle due variabili x„ e Ax. 



in ere mento 



5r - >ri<f(-"ì'^' 



f; r 
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Significato geometrico del dif- 
ferenziale 



Kx) 




Xjf Ax x 



Per la variante indipendente 

dx = Ax 



Ax e df differiscono per infini- 
tesimi di ordine superiore 



Invarianza del differenziale 
per cambiamento di variabile 



Il significato geometrico del differenziale df risulta chiaro quando si ricordi il signi- 
ficato geometrico della derivata, la quale rappresenta la tangente trigonometica del- 
l'angolo a che la tangente geometrica alla curva y=f(x) nel punto x 0 forma con 
l'asse delle x (sempre che si usino le stesse unità di misura sull'asse x e sull'asse >■). 

Dalla X&Y.L 3 * risulta immediatamente che quando a partire dal punto x 0 si dà 
un incre mentò~Ax alla variabile indipendente, la funzione subisce un increménto Af 
dato dai segmento. BC\ mén'lré iT differenziale dfè rappresentato dal segmento fiZ), 
cioè dall'incremento che in corrispondenza di Ax la variabile^ subisce lungo latap- 
gerité condotta in x alla curva y = f(x). 

Nel caso particolare che la funzione / sia pari alla variabile indipendente 
(f = x), cosicché la sua derivata valga 1, la [IV.2] si scrive 



dx = 1 • Ax = Ax 



Per la variabile indipendente x, differenziale dx . 
cideniì. In virtù di ciò la [IV.2] può anche 



' incremento Ax sono fra di loro coin- 
essere scritta come 



df=f(x a )dx 



[IV3] 



che è l'espressione generalmente usata per il differenziale. 

L'utilità del differenziale [IV.3] deriva da due sue proprietà fondamentali: 

a) L'incremento delia funzione Afe il .suo differenziale df differiscono per infinite- 
simi di ordine superiore rispetto a Ax per Ax -> 0, cioè Af = df+o{Ax). 

Sia Af che ^(entrambi ovviamente funzione di Ax oltreché di x) sono infinite- 
simi rispetto a Ax nel punto Ax = 0. La proprietà enunciata equivale dunque ad 
Af-df 



affermare che 



lim 

A*-0 



lim - 

AX-.0 



Ax 
Ax 



= 0. La dimostrazione è immediata: 



Af 



Abbiamo usato il fatto lim — — = f'(x) per la definizione di derivata; e il fatto 
ix-o Ax 



che 



df _ 



Ax 



= f'(x 0 ) per la definizione [IV.2] di differenziale. 



In virtù di questa proprietà, e dì quanto abbiamo visto nel precedente para- 
grafo e in particolare della [IV.l], si può sostituire se ci è comodo il differenziale df 
all'incremento Af(o viceversa) in qualunque espressione dì cui si farà poi il limite 
per Ax 0, senza che il risultato venga modificato da questa sostituzione. 

b) 11 differenziale df è invariante per cambiamento della variabile Indipendente. 

In altri termini se una funzione f(x) ha per differenziale df la quantità: 

df = f'{x)dx 

(dove/'(x) è ovviamente una funzione nota della x); e se al posto della x si pone 
al secondo membro della [IV.3] una funzione x = x(f) della variabile t, si ottiene 
automaticamente il differenziale della funzione f(x(t)) della variabile /. Anche la 
dimostrazione di questa proprietà è assai semplice. Sostituire alla x la x(t) al 
secondo membro della [IV.3] significa infatti operare le sostituzioni: 



/'(*)> 

dX : 



>/'(*(/)) 

> x'(r) dt 



(secondo la definizione di differenziale) 



per cui la [IV.3] diviene 



df = f'{x{t)) ■ x\f) dt 



[IV.4] 
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Ma per il teorema di derivazione della «funzione di funzione» (vedi par. 11.9), 
f'(x(t)) -x'(t) rappresenta la derivata rispetto a l della funzione f(x(t)); per cui 
coerentemente con la definizione [IV.3] la [1V.4] non è altro che il differenziale 
. della /(x(0). 



Esempio 



1 



E.IVJ. Consideriamo la funzione /(*) = & = x " la cui derivata vale 

I 



/'(*) = 



TJ7 ' 



Si ha dunque 



df = f\x)dx 



11V.5] 



Operiamo la sostituzione x = x(t) = (2 l 2 + 1). Si ha dunque: 



2/yp + r 

;r'(0 = 4 / 

dx = x'(/)<ft = Atdt 



a) 

b) 

c) 
d) 



[IV.6] 



Sostituendo la [lV.ób] e la [lV.6d] nella [1V.5] si ottiene il differenziale rf/ della fun- 
zione f(x(t))\ 



df = 



lidi 
t 1 + 1 



UV.7] 



2 f 



Si verifica infatti facilmente che 3 ; ■ è la derivata della funzione di / [IV.6a]. 



!' Osserviamo che il differenziale può essere maneggiato come qualunque altra 
!fe entità algebrica. Ad esempio, dividendo la [IV.3] per dx si ha 



fIV.8) 



jff Io derivata rispetto a x della funzione f(x) può essere espressa come rapporto fra il 
differenziale della funzione f e il differenziale della variabile x. 

Questo modo di scrìvere la derivata ha il vantaggio di fornire it risultato cor- 
retto qualunque sia la variabile scelta come variabile indipendente. Se ad esempio 
la x viene espressa in funzione della variabile /, il rapporto fra il differenziale rf/(eq. 
I [IV.4]) e il differenziale dx (dx = x'(t) di) fornisce - come si deduce immediata- 
! mente dalla [IV.4] stessa - la derivata /'(jc) rispetto a x della funzione f(x) (sep- 
I pure espressa, ovviamente, in funzione della variabile /) 
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Esempio 

E.IV.4. Dividendo la [IV.7J per la IIV.6a] otteniamo: 

df = lidi 1 = 1 

dx V 2 t 1 + 1 4 t dt TJTF+T 

Come vediamo, il risultato non è altro che la f'(x(t)), cioè la [IV.Ób], 

11 latto che l'incremento della funzione A/ differisce dal differenziale dj per 
infinitesimi di ordine superiore, consente di esprimere l'incremento A/ in termini 
approssimati mediante il differenziale df quando l'incremento Ax della variabile sia 
sufficientemente piccolo: 

àf =. df ' = f'(x) Ax (per Ax piccolo) 

dove con il simbolo = indichiamo uguaglianza valida approssimativamente. 
Questa relazione può essere scritta anche in un modo più immediatamente utile a 

fini pratici. -, 

Se x a è un valore fissato della variabile indipendente, Vx un valore generico 
non molto diverso da x 0 , si ha àf = f(x) ~f(x 0 ) e Ax = x - x 0 ; per cui: 

f(x)-f(x 0 ) ~f'(x o ) (x -x 0 ) 
onde A/ è linearizzato da f'(x c ) (x - x 0 ) 

ovvero f(x) = f(x 0 ) +/' (x<,) • (x - x 0 ) [IV.9] 

Una applicazione notevole di questa formula, che ci tornerà utile spesso, si ha nel 
caso che la funzione f(x) sia del tipo/(x) = (1 + x)", dove « è un numero reale 
qualunque. Scegliendo x„ = 0, si ha allora: 

/(0) = 1 f'(x) = n (1 + x)"' 1 ; f'(0) = n ; x - x 0 = x 

per cui la [IV.9] fornisce la linearizzazione 

(1 + xf =■ 1 + n x (significativa per x « 1) [lV.9.a] 



IV.3. Integrale ..{. ; ; 

Consideriamo una funzione f(x) della variabile x, definita e continua nell'in- 
tervallo [a, b]: sia cioè lìm /(xj = /(*„) per qualunque x„ compreso fra a e i>. 

Per semplicità supponiamo che la/(x) sia monotona (ad esempio crescente): 
ma i risultati cui perverremo valgono a prescindere da questa ipotesi. 

Considerato un qualunque valore x della x compreso fra a e b, ci poniamo il 
problema di calcolare l'area A della superficie S (tratteggiata in figura) compresa 
fra l'asse delle x t la curva/(x), e le verticali condotte per a e x. Una volta fissato 
l'estremo a, tale area sarà evidentemente funzione dell'estremo x: A = A(x). La 
geometria elementare ci insegna a calcolare l'area di figure piane i cui fati siano 
dei segmenti (rettilìnei), ma non ci fornisce alcun modo per calcolare l'area di una 
figura mistilinea come quella che a noi interessa. Tuttavia possiamo effettuare facil- 
mente un calcolo approssimato di A(x). A tale scopo dividiamo l'intervallo [a, x > 
in un certo numero (siano n) di intervallini fra di loro uguali; e dopo aver condotto, 
per gli estremi degli intervallini, le verticali fino ad incontrare la curva f(x), 
costruiamo la figura formata da n rettangolini iscritti nella superficie S: chiamiamo, 
tale figura reuangoloide iscrìtto, e indichiamo con r(n) la sua area. Poiché Ja superfi- 
cie S copre completamente il rettangoloide iscritto, sì ha r(n) < A{x). D'altra 



Integrale 



y 




a x b x 



Rettangoloide iscritto 



parte, l'area r(n) può essere facilmente calcolata come somma delle aree di rettan- 
goli: 
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y 



r(n) = 2. - 



•/(*/) 



dove f(x t ) rappresenta il valore della funzione calcolato negli estremi degli interval- 

hnì, con x Q = a e x„ = x). Infatti — - — rappresenta la base dei rettangolini (la 

stessa per ognuno di essi), e /(*,) la rispettiva altezza. Analogamente, possiamo 
costruire, come mostrato in figura, il rettangoloide circoscritto. Chiamando R(n) la 
sua area, si ha R(n) > A(x); e inoltre 



i-l 



In definitiva 



c 



r(n) < A{x) < R{n) 



L'arca A(x) c «impresa fra l'arca del rettangoloide /scrino e quella del reuan«ohUk 
circoscritto. 

♦ . 0t nv r dle dimostrare ch e la differenza R(n) - r(n) tende a zero quando n 
tenue ali mimilo; cioè quando la base dei rettangolini tende a zero. Infatti la diffe- 
renza R(n) - r(n) e data dalla somma delle aree dei rettangolini tratteggiati in 

figura. Questi rettangolini hanno tutti la stessa base | * ~ a j, mentre è facile 

vedere che la somma delle loro altezze è pari a f(x)-f(a): 



~ r(n) = (f(x) 



Fissati x ed a , dunque, al tendere all'infinito di n questa quantità tende a zero 
««che la differenza R{a) - r(„) tende a zero, sia *(») che r(n) tendono allo stesso 
limile, e per uno dei teoremi sui limiti, tale limite non può che coincidere con A(x) 
cne e sempre compreso fra R(n) ed r{n): 

A(x) = lim r(n) = lim R(n) 
Questo risultato consente di calcolare l'area ^ <jc> calcolando il limite di r(n) (o di 



MSÌ) = l-^~f^) = !/<*/) àx 



[IV. 10] 



.«vendo indicato con Ax la base dei rettangoli. Il limite lim lf( Xi )Ax 

: yiene solitamente indicato col simbolo più compatto 

X 

^f(x)dx (il simbolo \ sta per «summa»); 
«so viene detto integrale definito della funzione f(x) calcolato fra a e x 

Mx) = f{x)dx [IV .ii] 
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Integrazione per esaustone 




x x+h b x 



La [1V.10] consente di calcolare l'integrale [IV.ll] eseguendo il limite della somma- 
toria in essa contenuto; questo metodo per calcolare l'integrale (detto metodo del- 
W'saustione; è il metodo che usò Archimede per calcolare l'area del cerchio o il 
volume della sfera) è tuttavia assai laborioso. Negli ultimi anni esso è ritornato di 
moda per conseguenza della grande capacità di calcolo numerico messo a nostra 
disposizione dagli elaboratori elettronici. 

Tuttavia {"analisi injìniii-simalc mette a nostra disposizione un metodo più 
compatto per il calcolo della [IV.ll], Mostreremo infatti ora che la funzione A(x) 
gode di due proprietà che la caratterizzano completamente; per cui il suo calcolo 
viene ricondotta alla ricerca di una funzione F(x) che gode di tali due proprietà, e 
che per tale motivo non può che coincidere con la A(x). 

Le due proprietà di cui gode la A(x) sono le seguènti: 

a) A (a) *= 0, cioè A (x) calcolata per x = a deve essere nulla. La dimostrazione di 
questa proprietà è ovvia: infatti A {a) rappresenta l'area di una figura piana la cui 
base è nulla. 

b) A'(x) = f(x): la derivata della funzione A(x) è cioè pari alla funzione f(x) il 
cui grafico delimita superiormente la superficie S. Anche questa proprietà può 
essere dimostrata con relativa semplicità. 

Consideriamo il valore x della x; e diamo ad esso un incremento h. La quantità 
A(x + h) - A(x) è evidentemente data (considerato il significato della funzione 
A(x)) dall'area della superfìcie tratteggiata in figura. Tale area è maggiore dell'area 
del rettangolo iscritto (e data da f{x) ■ h) e minore dell'area del rettangolo circo- 
scritto (data da/(x+fi)-ft) 

f(x) -h < A{x+ h) - A(x) < f{x + /i) /t. 
Dividendo per h, si ha 

/(*)< ^ + *>-^> </(g + A) 



Se ora facciamo il limite per h tendente a zero,/(x + h) tende a.f(x) (essendo la 
f(x) continua); e dunque anche la quantità compresa fra i due estremi della disu- 
guaglianza non può che tendere a f(x) 



Proprietà caratteristiche del- 
l'area A(x) 



ltm ■ 

A-0 



A(x + h) - A(x) 



A'(x) = f(x) 



onde la proprietà b) per A > 0; analogamente per h < 0. Ciò è quanto volevamo 
dimostrare. 

Mostriamo ora che le due proprietà a) e b) caratterizzano completamente la 
A{x)\ considerata cioè una funzione F(x) che goda di tali proprietà, essa non può 
che coincidere con la A(x), Sia dunque una funzione F(x) tale che F'(x) = f(x). 

La differenza F(x) - A(x) è una funzione di x la cui derivata è nulla 

F'(x)-A'(x) =f(x)~f(x) =0; 
dunque F{x) - A (x) è una funzione costante (indipendente dalla x): 

F(x) - A(x) = k [IV.12] 
Ma se calcoliamo tale funzione per x = 0, abbiamo: 

. k = F{a) - A (a) = 0 



poiché sia F{x) che A{x) godono della proprietà a). Essendo k = 0, la [IV.12] 
diviene F(x ) - A (x) =0; cioè F(x) e A{x) sono fra di loro coincidenti. 
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Siamo ora in grado di specificare il modo di calcolare l'integrale definito 

A(x) = l f(x) dx 

* a 

della funzione f(x). 

Supponiamo di conoscere una primitiva della funzione f(x); per defini- 
zione dì primitiva la *(jc) gode della proprietà b) (0'<jc) = /(*)). La ®(x) non 
coincide però in generale con la A(x), poiché essa non gode in generale della pro- 
prietà a) i= 0). Tuttavia, se consideriamo la funzione T(x) - $>(x) - *(a), 
abbiamo una nuova primitiva {^'(x) = f(x)) che gode però della proprietà a) 
= <t»(a) - <&(a) = 0); e che dunque coincide necessariamente con la A(x). 
Per conseguenza: 

\ f(x) dx = = $>(*) " *(<0 [IV.13] 

Data una funzione continua f(x) di cui si voglia calcola/e l'integrale definito fra due Integrale definito 
valori a ed x della x, si cerca una funzione <b (x) che sia primitiva della f(x), c si cal- 
cola la differenza dei valori clic essa assunte in x e in a. Va notato che la primitiva 
può essere definita (oltreché come una funzione la cui derivata <5> (x) valga 
f{x}) come una funzione il cui differenziale valga/f*) dx:d$ = f(x) dx. Ed anzi 
questa definizione di primitiva gode (in virtù di quanto abbiamo visto nel prece- 
dente paragrafo) della proprietà di essere invariante per cambiamento della varia- 
bile indipendente. 



Esempio 

E.IV.5. Data la funzione f(x) = 4 x 2 , si calcoli l'area della figura che II grafico della Y 
funzione sottende fra t valori x = 2 e x = 3 (vedi figura). 

Una primitiva della /(x) è la funzione $>(x) =-j-.y 3 . Si ha dunque: 

j 4x 2 dx = [4/3 x^l = ~ 3 3 - -i- 2 3 = -j- (27 - 8) = 25,3 

Dove con [4/3 x 3 }^ abbiamo indicato, come d'uso, la differenza fra i valori che 4/3 x 3 
assume in x = 3 e x = 2. 

La tabella 11.1, in cui abbiamo elencato la derivata di un certo numero di fun- 
zioni notevoli, può essere letta anche (entrando nella seconda colonna ed uscendo 
nella prima) come un elenco di primitive di funzioni notevoli; nell'appendice A 
discutiamo metodi che possono essere di aiuto nella ricerca della primitiva dì fun- 
zioni più complesse. 

Con l'aiuto degli strumenti matematici sviluppati in questi tre paragrafi, siamo 
ora in grado di procedere a dedurre alcune conseguenze fisicamente notevoli della 
equazione /= miche esprime il secondo principio della dinamica per il punto 
materiale. 



ù. IV.4. Impulso e quantità di moto 

■ Consideriamo un punto materiale che in unjistema di riferimento 
■inerziale si muova sottoposto alla forza risultante /; la sua equazione del 
Immoto è dunque 




<7- 



ma 
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^Impulso della forza 



n 

Quantità di moto 



Applicheremo ora a questa equazione alcune operazioni matematiche intro- 
dotte nei precedenti paragrafi; nel fare ciò, teniamo presente che, dal punto 
di vista matematico, una equazione vettoriale altro non è che un modo 
compatto per scrivere tre equazioni scalari. 

L'accelerazione a può essere scritta come -7^-, dove v è la velocità- 

al 

7 d\ 

f=tn ~d7 

^mol tiplicando per dt 

fdt = mdv [1V.13J 
Integriamo ora ambo i membri della [1V.13J fra due istanti qualunque, /, e t 2 : 

[IV. 14] 



fdt = \ m d\ 



L'integrale al secondo membro della fIV.14] può essere calcolato facil- 
mente: la funzione il cui differenziale è mdv è infatti, evidentemente, wv 
(stiamo supponendo che la massa m del punto sia costante). E dunque,' coe- 
rentemente con la [IV.13], 



/«</v = fflv,-/(iv, 



dove v 2 e v, sono le velocità che il punto materiale ha rispettivamente agli 
istanti t 2 e h; la [IV.14] diviene dunque: 



fdt = m\ 2 - mv"] 



[IV. 15] 



L'integrale al primo membro della [IV. 15] viene dello impulso della forza]' 
fra gii fjmn77^T^--hrindìchererno col simbolo ì n \ 



f 



hi = fdt 



[IV. 16] 



l 'r 



per cui scriveremo la [IV.15] come 

I n = mv r mv, [IV.17] 

Il calcolo dell'impulso può essere effettuato tramite la [IV.16] quando 
sia noto esplicitamente l'andamento della forza in funzione del tempo; in 
altri casi esso può essere ricavato da informazioni indirette. Comunque sia, 
quando ci sia noto l'impulso che la forza ha esercitato sul punto materiale 
in un certo intervallo di tempo, la [IV.17] ci consente di ricavare una pre- 
ziosa informazione cinematica relativa al moto del punto, cioè la variazione 
che la velocità del punto subisce in quell'intervallo di "tempo." 

La grandezza cinematica mv viene detta quantità dì moto del punto 
materiale; noi la indicheremo usualmente col simbolo q: 



q = m v 



[IV. 18] 
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L'equazione [IV.17] viene detta teorema dell'impulso (o teorema delia Teorema dell'impulso o della 

qttaniTfà [jii moro). Esso si esprime a pàTole'drcenao "che Yimpiifsó'defla forza quantità di moto 
agente su un punto mater iale fra gli istanti t, e r> è pari aìta^vanazioue che la 
(/VaTitìlqjii mot^jfeì punto subisce " 'nello' stesso ìfifèrvalfò dì tempo 



Esempi 

E.IV.6. Un ciclomotore parie da fermo, e raggiunge una velocità costante (velocità di 
regime) in 20 secondi. Durante la fase di accelerazione, il motore esercita una 
forza la cui intensità (espressa in Newton) ha in funzione del tempo l'anda- 
mento mostrato in figura; andamento che può essere ben descritto dalla 
espressione f = 100 - 0,25 r (t è il tempo espresso in secondi). Se la massa 
(inclusa quella del guidatore) è di NO kg, quale velocità finale raggiunge il 
ciclomotore? 

11 moto avviene in una sola dimensione, per cui Pequaz. [IV. i 7] può essere 
considerata una equazione scalare. Fra gli istanti t, = 0 e t 2 = 20 s, l'impulso della 
forza (rappresentato dall'area tratteggiata in figura) è dato da: 

i 20 ( io r 025 1^ 20 

fdt = \ (100 - 0,25 t 2 )dt= 100/-- ' 



= 2000- 



0,25 



8000 



1330 N- s 



j. forza.f 
IN) 




Poiché il ciclomotore parte da fermo (v, = 0), !a J1V.17] diviene in questo caso 
/i 2 =«v 2 ; e dunque 



v 2 = 



JìL 

m 



1330 iV'S 
110 kg 



= 12.1 m/s = 43,6 km/h . 



E.IV.7. Una biglia di acciaio di massa m = 10g viene lanciata con velocità v = 20 m/s 
contro una lastra di acciaio, ad un angolo di 45" rispetto alla normale alla 
lastra, e rimbalza su di essa. Dopo l'urto, si riscontra che il modulo detta 
velocità è praticamente immutato; mentre l 'angolo è praticamente ancora 45", 
ma in direzione speculare (vedi figura). L'uno è allora detto «elastico». Se il 
tempo di contatto della biglia è àt = 0,01 s, quale è la forza media die la 
lastra esercita sulla biglia stessa? 

Useremo ancora l'equazione [1V.17]: partendo dalla conoscenza, derivata dalla 
osservazione sperimentale, del suo secondo membro (cinematica), ricaveremo 
informazioni sul suo primo membro (dinamica). Prendendo un sistema di riferi- 
mento con l'asse x ortogonale alla lastra e l'asse >■ parallelo ad essa (vedi figura), e 
dette come al solito v, = (v,. v , v,, ) e v 2 = (v,. v , v^.) le velocità rispettivamente 
prima e dopo l'urto, si ha: 



v u = - v cos 45° 
v lv = — v sin 45° 



v 3iT = v cos 45° 
v^. = - v sin 45° 



? La [1V.17), proiettata sugli assi, diviene pertanto: 

f Ux = mv 2x - m V|. ( = 2 m v cos 45° 
/,£,. = m\ Xr -m\ yt = 0 



[IV. 19] 



|; p-La seconda delle [1V.19] ci mostra che nel caso di urto elastico contro una parete 
I; Ximpulso della forza esercitata dalla parete è ortogonale alla parete stessa, essendo 




nulla la sua componente tangenziale. La prima delle [IV.19], il cui secondo membro 
ci e noto dalle informazioni cinematiche in nostro possesso, ci fornisce la compo- 
nente normale {coincidente col modulo) dell'impulso, ma non ci consente di calco- 
lare I intensità della forza. Ricordiamo che riportando l'intensità della forza f(r) in 
funzione del tempo, l'impulso è rappresentato dall'area sottesa dal grafico- /, e h 
sono gli istanti in cui inizia e termina il contatto della biglia con la parete ved 
figura). Se disegnarne un rettangolo di base A/ = t 2 ~ t t e area pari all'impulso 

hi = \ /</)rf/, 
'i 

il rapporto 



\ f{t)dt 



Ar M 

SX'della'rorza 237 ^ ^ reUang0l °' Ta,e alle Wè quella che si chiama valor 
Nel nostro caso abbiamo, usando la [1V.19]: 

f= — /(,) dt = 2 ,n v cos 45 " _ 2- 10- ; kg. IQm/s - 0,704 

A/ V Ar HF1 ^ UN 

hi.i ; y edrem ,° *,?"? temp ° C , he H terzo P rinci PÌ« della dinamica impone che la 
^ ' a t eSerC ; 1 su ! !a . last ™ una forza u S uale e contraria rispetto a quella che la lastra 
esercita suda biglia. 

t«i ^ur?^ ^ ! , Pa r ,à dÌ Vel ,° CÌ ? a e di maSsa dclla bi & lia < e mantenendo Pipo- 
Ztt« a f 1C0) 'A ^ medm/è inver ™nt e proporzionale al tempo A, di 
contatto con la lastra. Questo è ,1 motivo per cui ad esempio una biglia rigida (vetro o 
acciaio) urtando contro una lastra di vetro può provocare la rottura; laddove una palla 

hlif.^T T maSSa 6 Vd0cità non provoca alcun dann °. P° ich é la sua deforma- 
b.lita diluisce il contatto su un tempo più lungo (oltreché su un'area più estesa), 

_ L'introduzione della grandezza quantità di moto 5 = m v permette di 
scrivere il secondo principio della dinamica del punto nella forma più gene- 

?= — 
dt 

La generalizzazione consiste nel fatto che variazioni nel tempo di 3 si pos- 
sono avere sia per variazioni di v con massa costante, sia per variazioni di 
massa oltre che, eventualmente, di velocità (problemi a massa variabile) 
iNel caso di massa costante l'espressione 

7 dà d dw 
f= ~dl = -d~i {n, ^= m ^= ma 

coincide con la prima formulazione del secondo principio della dinamica. 



IV.5. Momento angolare e momento della forza 

rimemo" inerir 7 P - m ° m - at f rìaIe />Che Si muova in un sìstema di 
nmento inerziale. Sia q = m v la sua quantità di moto, e scegliamo per 



. /I - Polo 
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nostra comodità un punto Q di riferimento (gli esempi che discuteremo in 
questo e in altri capitoli ci chiariranno con quali criteri il punto Q possa 
essere scelto). 

Si chiama momento angolare o momento della quantità di moto del Momento angolare o momen- 
— .11: to della quantità di moto 



puntò rispettosi" polo' £3 il' vettore 

Ci proponiamo di stabilire quale sia l'equazione dinamica che governa 
l'evoluzione di p. Partiamo dal II principio delia dinamica (eq. III.5), che 
possiamo scrivere anche come 



J dt 



[IV.21] 



Moltiplicando vettorialmente a sinistra ambo i membri della [IV.21] per il 
vettore ÙP, si ha: 




da 

QPx/ = QPx-jp 



[IV.22] 




11 primo membro di questa equazione è detto momento detta forza /rispetto Momento della forza 
al polo Ù; Io indichiamo col simbolo ih: ~ 



\m = ÙPxf 



La [IV.22] può dunque essere scritta come: 

dq 



m = CìPx 



dt 



[IV.23] 



[IV.24] 



Ci proponiamo ora di scrivere il secondo membro della [IV.24] in termini 
della derivata del vettore p. Deriviamo dunque la [IV.20] rispetto al tempo /: 



dp _ d 



da cui possiamo vedere che il secondo membro della [IV.24] può essere 
espresso come 



QPx-^- = 
dt 



dp dQP 



dt 



dt 



Sostituendo nella [IV.24] si ha: 



dp dQP - 



[IV.25] 



| s Qra osserviamo che il vettore OP può essere scritto come_ differenza fra il 
^vettore posizione r del punto P e il vettore posizione r Q del punto Q: 
*$? = ?~ r a ; da cui derivando 



k 



dÙP 

n dt 



- v - v ( 
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V 6 ( ^fv\W 



7 x' ; 



L 



e sostituendo nella [IV.25] 



4? 



m = — -(v-v^x^ 



[IV.26] 



Ora osserviam o che il ve ttore v (velocità del punto P) e il vettore _a_(quan- 
tità di molò dello stesso^punTó"7 r )"sorio fra di loro paralleli, per. .cui. .il. loro 
prodotto vettoriale è nullo; per conseguenza la [IV.26] si riduce a 



- dp . » 
m = — + v n x q 

Qt 



[IV.27] 



d ove Vdè la velocità de[polo £3 nel sistema di riferimento inerziale conside- 
rato. Nel caso particolare che il polo sia un punto fermo nel sistema di rife- 
riménto in esame (v Q = 0), la [IV.27] si riduce a 



m = 



(il 



[IV.281 



Teorema del momento ango 
lare 



In ogni sistema di riferimento inerziale, se si sceglie un punto fisso come 
polo, ifjìioineiKo della forza risultante agente su un punto materiale è pari 
alla derivata rispetto al jempo del momento angolare dei punto materiale 
stesso. 

Questa conclusione va sotto il nome di te ore ■majief momento angolare 0 
teorema del momento della aitantità di mòto 



Pendolo semplice 
I 




Reazioni vincolar! 



-o- .-',t 



Esempi 

E.IV.8. Un oggetto puntiforme P dì massa m è sospeso a un punto Jìsso 0 mediante 
un fio inestensibile, di massa trascurabile e flessìbile, di lunghezza I. Spo- 
stando l'oggetto dalla posizione verticale di equilìbrio e lasciandolo libero, 
esso viene richiamato verso la posizione di equilibrio dalla forza peso, e 
comincia ad oscillare (pendolo semplice). Nel ca so di piccole oscillazioni 
(cioè se il valore dell'angolo 6 espresso in radianti e~n{5Tto"nùnÓreliriX & 
óseflìàzioni risuhajio isocrone, cioè hanno tutte la stessa durata. Trascurando 
là forza di smorzamento, dovuta all'aria, scrivere l'equazione del moto, e veri- 
ficaie che la legge oraria rappresenta oscillazioni isocrone. 

Se non ci fosse il filo, !a massa cadrebbe liberamente sotto razione della forza. 
peso,"cTi"è' agiscé 1UfEgo~Ta verticale con intensità mg (vedi par. III.6). I n realtà ess a 
prènde a muover si in direzione della tangente a una circonferenza di raggio /; e ciò 
è dovuto al fatto "cKelTTTfo esercita a sua vòlta una forza t che si aggiunge, e par- 
zialmente si oppone, alla forza peso. 

La forza ? appartiene alla categoria delle reazioni vinco/ari, che introdurremo 
più sistematicamente net prossimo capitolo. Le forze vincolari sono forze esercitate 
dai cosiddetti vincoli* cioè da sistemi meccanici che si oppongono con una forza 
comunque intensa (fino a che il vincolo non si rompe) a ogni tentativo di modifK' 
carne le caratteristiche geometriche: nel caso in esame, il filo reagisce alla sollecita^ 
zione che tende ad allungarlo. Delle reazioni vincolari non si conosce a priori l'in-« 
tensità, che va ricavala analizzando le sollecitazioni (di natura dinamica e/o statica): 
che sul vincolo esplicano il sistema in esame (nel nostro caso il punto materiale P, 
che si muove) e le forze che sul sistema agiscono. ', 
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i' : Sui metodi che possono essere impiegati per calcolare le razioni vincolari tor- 
neremo in altri capitoli: qui ci limitiamo alle semplici considerazioni necessarie per 
'risolvere il nostro problema. 

y Notiamo allora che per le sue caratteristiche meccaniche (completa flessibilità) 
il filo non può esercitare fo r ze t rasverse alla sua direzione: la reazione ? ha necessa- 
riamente l aji rezi òjìe da F ad " 0. *Fi7 conseguenza, "se scégli amò còme poio CFil 
punio di stKpenTiiohe ~0, il primo membro deìréquazioné {ÌV.28] diviene: 



OPx (t + mg) = OPx mg 



[1V.29] 



WOVW" " r -> : " m = OPxf 

avendo tenuto presente che, essendo OPt f fra di toro p arallelUl lorojrodottq vet- 
toriaje^nuUoJ^Q£ji_t^_ll). In effetti, è questo uno dei criteri generali "per la scelta 
del polo per l'equaz. [1V.28]: se la reazione vincolare (che è a priori di intensità 
^incognita) è costantemente diretta verso un punto fìsso, la scelta di quel punto come 
polo dei momenti libera la [IV.28] del contributo incognito della reazione stessa. 
"In virtù della [IV.29], la [1V.28] si scrive nel nostro caso: _.■> 

p - )'■ \- r 



= — — (OPx HIV) 
dt 



[IV.30] 



f 

\ OPx mg 

Se scegliamo un sistema di riferimen to che abbia come piano xy il piano che con- 
tfene a ll'istanTe iniziale _H vettore OP, "notiamo' che tuufle^fgrze che agiscono sul 
punto /^TaTclor nr n et piano Ày^Se anche la VelocTtà "iniziale giace nel piano xy 
(òppOFTse là vérocità iniziale é~nù7la), tutto il moto si svolge nel piano xy: infatti 
^accelerazione ha componente z nulla (a z = 0), e quindi v. resta nulla nel tempo, 
se essa è nulla all'istante / = 0. 

|v : Per cons eguenza Punic a componente dell^[lV.301_che è diversa da zero è la 
coniponente z, e tale componente può ' èsseVe'"' scritta" come: 

ttf 




- / mg sin 6 = l m 



dv d ( dQ\ 



m- 



d 2 Q 



di' 



[1V.31] 



>■ . 

|Iello scrivere questa equazione (e nelPeseguire i passaggi intermedi in essa conte- 
nuti) abbiamo tenuto conto delle seguenti circostanze: 

g), il vettore OP (di modulo pari a /) e il vettore mg formano un angolo 6: il modulo 
;. del loro prodotto vettoriale vale pertanto \l mg sin d\; 
,la proiezione lungo l'asse z di tale prodotto vettoriale (il cui valore assoluto coin- 
cide col modulo del prodotto vettoriale stesso) vale - / mg sin 9 (se 6 è in senso 
|orario il momento tende a far ruotare in senso antiorario, e viceversa); 
l.la velocità v del punto è tangenziale alla circonferenza di raggio / e centro 0, ed 
"e. -dunque ortogonale ad OP\ pertanto la componente z del prodotto OPx mv 

tmv. Inoltre v = — = l~ 
dt di 

Eseguendo le opportune semplificazioni, la [IV.31] diviene: 

(IV.32) 

jf.-9 uesta , e una equazione differenziale nella funzione incognita 6 = 9(/). La 
iuzione di questa equazione consente di risolvere completamente il nostro pro- 
|gia: la posizione del punto Pè infatti completamente nota se si conosce e. In 
germini, nell'ipotesi fatta che la velocità iniziale giaccia nel piano xy, il pen- 
ilo, semplice è un sistema a un solo grado di libertà. 

Tuttavia, a dispetto della sua apparente semplicità, l'equazione [IV.32] non 
jroefte soluzione semplice: essa è una equazione cosiddet ta trascendente, la cui 
iSigggJ19J?.j e sprim ibile attraverso un numero Imito di operazioni elementari. 



Or 



-/•' r 
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Se tuttavia 6 (che sottintenderemo sempre essere espresso in radianti) è piccolo 
(9 « 1), allora si ha l'approssimazione sin 6 = 9; e la equazione [IV.32] diviene: 




i <r 



Pulsazione 
Moto armonico 



Ampiezza angolare 
Fase iniziale 



Periodo 
Isocronismo 



j 



IIVJ3] 



Questa equazione è una equazione differenziale ddj econdo o rdine lineare omoge- 
nea a coefficienti c o stami , che può sempre essere risòlta con taci I ita (vWappen31ce 
A). Qui ci limitiamo a verificare che una funzione del tipo 

$' ì~ 9(/) = 9 0 sìn (tòt + <p) [1V.34] 
soddisfa la (IV.33] qualunque sia il valore dei parametri 9 Q e <p (sul cui significato 
torneremo fra poco), a patto che sia w 



-IrT- 



Per verificare l'affermazione, deriviamo la [1V.34] rispetto al tempo. Per fare ciò 
usiamo la regola di derivazione di « funzione di funzione », scrivendo 6 = 9„ sin a 
con a = (w/ + <p); otteniamo allora facilmente 



rf9 

dt 



= & 0 <j> cos <w/ + <p) 



* ~ t ì = ~ 9 0 tó" sin {«r + (p) 



[lV.35.a] 
[IV.35.bj 



Inserendo la [IV.35.b) e la {IV.34] nella [IV.33], si verìfica immediatamente che 

quest'ultima risulta identicamente soddisfatta se w = J| parametro w è detto 

pulsazione del moto, ed ha le dimensioni dell'inverso di un tempo: nel S.I. la pulsa- 
zione si misura in s '. 

Un moto la cui legge oraria sia rappresentata dalla [1V.34] è detto oscillatorio 
armonico. Graficamente, tale legge oraria ha l'andamento rappresentato in figura. 

Vediamo che: 

a) l'angolo 6 varia fra i valori estremi -6,, e +6,,: 9 (> rappresenta quella clic si 
chiama ["ampiezza angolare della oscillazione. 

b) All'istante / = 0 l'angolo 9 vate 9 0 sin <p. L'angolo <p viene detto fase ini- 
ziale. 

c) Il moto si ripete con regolarità ogni qualvolta trascorre un tempo caratte- 
ristico T (detto periodo) pari a T = = 2 ni/— : ciò dimostra che le piccole 

ti) V g 

oscillazioni sono isocrone, cioè non dipendono dall'ampiezza angolare 8 0 . Che il 
periodo Tsia legato alla pulsazione co dalla relazione T = 2n/w, si verifica imme- 
diatamente imponendo che la funzione 9(0 assuma lo stesso valore al tempo t ed al 
tempo {/ + T). Deve verificarsi l'uguaglianza: 

8(/) = 6 0 sen(w/ + <p) = 9(/ + T) = e o sen [w (r + T) + <p] , 

che implica che, dovendo essere: 

i 

o 

sen (<a>/ + (p) = sen [w (/ + D + <p] , | 

ti- 
gli argomenti delle funzioni seno differiscano di 2 n. Cioè 

Mf + T) + ip) - (uf + if) = 2n 

e quindi 

■■- : 'V (jìT = 2n 
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da cui 



T = 



È superfluo ricordare che w, pulsazione, è una costante del moto armonico laddove 
la velocita angolare con cui si muove il segmento OP è una funzione sinusoidale 



dt 



= 9„ co cos (0 / + <p) 



Il valore da assegnare alle costanti e o e <p è connesso con le modalità con cut il 
moto viene avviato: esse rappresentano in efletti le costami 0 condizioni ini-ia/i del 
moto. N loro calcolo può essere effettuato facilmente se viene specificato a quale 
angolo e e stato abbandonato il pendolo all'istante t = 0, e con quale velocità ango- 
lare 6. Ponendo infatti t = 0 nella [IV.34] e nella [IV.35.aJ, ed uguagliando rispetti- 
vamente a 9 c a ff, abbiamo: 



6 = 6 0 sin <p 
6' = 9 0 cocos (p 



J1VJ6] 



Eliminando 8 0 da queste due relazioni possiamo determinare tp; dopo di che la 
prima di esse (o la seconda) ci consente di calcolare e 0 . 

Osservazione: Negli sviluppi precedenti si è usato il fatto che, per angoli pic- 
coli, e lecita l'approssimazione sin 0 = 9. Quando si fa una approssimazione è 
buona regola valutare l'ordine di grandezza dell'errore che si commette facendo 
.} approssimazione in questione. Per esempio, per un angolo di 30°, qual'è l'errore 
percentuale che si commette scrivendo sin e = 9*? 
I v Sappiamo che sin 9 = 0,50 e che, in radianti! 30° corrispondono a 



9 = t = 



3,14 



= 0,52 



= 0,04 = 4% . 



Dunque l'errore percentuale sarà di 

0,52 - 0,50 
%r. 0,50 

■ felLVì U "> e, : rore „ del 4% è accettabile nel contesto della precisione che ci si 
Se fatta l'approssimazione sin 9 = 9 per un angolo di 30", può 

Uv.». 



Un pendolo semplice è costituito da una massa puntiforme in = 30 g appesa 
a un filo .flessibile inestensibile di lunghezza l = 50 cm. Determinare il 
periodo f delle piccole oscillazioni. Sapendo che il pendolo viene portalo ini- 
, talmente a formare un angolo 8 = 4° rispetto alia verticale, e abbandonato 
; con velocita iniziale nulla, esplicitare la funzione die descrìve la legge oraria. 
La pulsazione vale 



9,8 m/s 



0,5 m 



= 4,43 s"'; 



, periodo 



Condizioni ini/uili 



r--^ = 142s 



^ che le modalità del moto sono indipendenti dalla massa m. 



Le condizioni iniziali assegnate corrispondono a 6 = 4° = 0,07 rad e 6' = 0; 
le [IV.36] divengono pertanto: 



0,07 = 0 o sin <p 

0 = © 0 x 4,43 x cos (p 



La seconda di queste relazioni ci dice che cos <p = 0, cioè <p = iU2\ dalla prima 
abbiamo 0 o = 0,07 rad. La [IV.34] si scrive dunque, nel nostro caso (/ in secondi e 
0 tn radianti): 



IV.6. Lavoro di una forza. Teorema dell'energia cinetica 

Consideriamo, per esempio, una automobile, lungo una strada non pia- 
neggiante. Vi è una importante differenza pratica e di principio fra il caso in 
cui l'automobile si muova in salita e il caso in cui essa venga mamciìiua 
ferma. 

In entrambi i casi è necessario contrastare la forza peso, che tende a far 
scendere la macchina in discesa. Ma se la macchina si muove è necessario 
l'impiego di energia, il consumo di qualche forma di combustibile. Mentre 
se l'automobile è ferma non è necessario un motore acceso: basta tirare il 
freno a mano, che può contrastare i! peso per un tempo indefinito, senza 
che ciò composti alcun consumo. 

E questo un fatto dei tutto generale. Se un punto materiale in un 
determinato sistema di riferimento è sottoposto a forze da parte di qualche 
sistema materiale presente nell'ambiente (sistema materiale che suppor- 
remo fermo nel sistema di riferimento considerato), allora ti punto mate- 
riale può essere manienuio fermo senza che ciò comporti alcun dispendio di 
energia; ma per muoverlo contro le forze è necessario compiere del lavoro, 
spendere dell'energia. 

In questo e nei prossimi paragrafi di questo capitolo definiremo opera- 
tivamente le grandezze fisiche (lavoro, energia, ecc.) atte a rendere quanti- 
tative e precise queste semplici considerazioni, e deriveremo le proprietà di 
queste grandezze fisiche e le relazioni che fra di esse intercorrono. 

Consideriamo dunque un punto materiale P di massa m che si muove 
in un sistema di riferimento inerziale, sottoposto a una forza / Sia r(t) '1 
vettore posizione del punto all'istante re r(t+ dt) il suo vettore posizione 
all'istante (t + dt). Nell'intervallo di tempo elementare dt il punto ha dun- 
que subito uno spostamento elementare ds dato da: 



C hiameremo lavoro elementare dL relativo allo spostamento elementare ds 
la quantità 



cioè il prodotto j^calare ! fra la forza / e lo spostamento elementare ds. 

_ Supponiamo ora che il punto materiale P si porti, percorrendo la traiet- 
toria s, dal punto A al punto B. Immaginando di suddividere la traiettoria in 
tanti tratti elementari, il lavoro compiuto dalla forza lungo l'intero per- 



9 = 0,07 sin (4,43 / + n/2) = 0,07 cos (4,43 0 



ds = r(t + dt) - r(t) 



[IV.37] 




[IV.38] 
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corso può essere calcolato approssimativamente come somma dei lavori ele- 
mentari dL relativi a ciascun tratto elementare ds: 




Il calcolo del lavoro diviene esatto se si effettua il limite per d!f tendente a " " ' ' ^ 

zero (in maniera analoga a quanto abbiamo visto per l'integrale definito nel 

par. IV.3): questo limite si scrive convenzionalmente come Uuu-u ili min iWai 

, _ \ B ~ Jmiii.- [Viri ;i Nr.won :vr me- 

l ab - \ a J- as [IV.39] in«: unii;'] di mtsuni u\oro 

liei MMdlKI Sf. 

e lo si chiama iuu^whjJUiuea delia forimi dì{h iniziale /'■ ds fra ì pumi A e hu^r.-ic ili , ( |: L - , r«rim 
B lungo la ini lenona .v. """ "" " (.liik"ivn/i:ik " 

Sulle proprietà Begli integrali di linea, e sulle tecniche per effettuarne 
il calcolo, torneremo in dettaglio nel prossimo paragrafo. 

Qui nel seguito ricaviamo la relazione esistente fra la quantità dina- 
mica /jm^rdeTm^ è le grandezze cinematiche che caratteriz- 
zano i] moto del punto materiale P considerato. 

Cominciamo con l'osservare che in generale sul punto materiale P con- 
siderato possono agire più forze/. In questo caso il lavoro complessivo L 
compiuto dalle forze è definito molto naturalmente come somma dei lavori 
Li compiuti separatamente dalle varie forze: 

L-lLi=l\ f r ds,- 

- A 

Poiché - come discende immediatamente dalla definizione - la sommagli 
in tegrali è pari all'integrale dejla somma, e poiché tutte le forze"/ subiscono 
icrstesso spostamento elementare ds (tutte le forze sono applicate al mede- 
simo punto P), abbiamo: 

L = lLt = l\ f>-ds, = \ (Ift)-ds = \ f-ds 

•a .a Sa 

dove con/abbiamo indicato il risultante delle forze/ (f= Ifil U lavoro Luvoru totale delle Ibr/e .«n- 
ywpit'isno (JeUeJorzeJ, che adiscono su un punto materiale è pari al lavoro li su un p unto 

a l' risultante j ddljLj'orzcJ, . Va notato che questo lisùltato non vale, come - 

vedremo, nel caso di un sistema materiale esteso (non puntiforme), poiché I 
>n quest'ultimo caso ciascuna delle forze agenti sul sistema subisce in v 
generale, uno spostamento diverso. //."/f^ ^ < ./<! s >:■;■/ 1 

f Per trova re la r elazione che intercorre fra il lavoro del risultante/delle 
jor» agenti sul ramteiSTe Tarane^ punt0i partiamo 

_ 5 q ' t 111 - 5 ! che esprime il II principio della dinamica: , 

? . rfv 
/= ma = m 



di 



^^^^^ì^^JrJ}^..^^.^^ 0 ^ Per Io spostamento elemen- 
; f-ds=m-^--ds [IV AO] 
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Dalla definizione di velocità |v = — ~j t e tenuto conto delle proprietà dei 

differenziali stabilite nel par. IV.2, abbiamo ds = v dt\ e sostituendo nel II 
membro della [IV.40]: 

- _ dv 

^ fds = m ~^~ -vdt= fliv ■ dv [IV.41] 

V- cjT >j '\ Vcir 

"',7 Come si verifica facilmente, la quantità v- dv rappresenta il differen- 
ti . — — - r z- r- — •- " ~ 

ziale di — v 2 = — v-v; per cui la [IV.41] può essere scritta come: 

Integrando questa equazione fra due punti A e fi qualunque della traietto- 
ria si ha: 



\j- ds= \^ d{~ wvj = -j m ^—L mv ì A 



cioè 



V - , \\\* i -r- ' v '{Lab= K„- K A \ [IV.42] 

Energia cinetica dove con Gabbiamo indicato la quantità cinematica K = — mv 2 che 

2 

viene chiamata energìa cinetica del punto materiale. La [IV.42] esprime 
quello che viene comunemente chiamato il teorema dell'energia cinetica il 
Teorema dell'energia cinetica cui enunciato è il seguente: quando un punto materiale si muove lungo una 

'■■ certa traiettoria dal punto A ai punto B, il lavoro compiuto dal risultante delle 
\ forze su di esso agenti è pari alla variazione di energia cinetica del punto 
I stèsso, cioè pari alla differenza fra l'energia cinetica che il punto ha nella 
^posizione B e quella che aveva nella posizione A 




Esempi 

E.IV.10. Consideriamo il pendolo semplice di cui all'esempio E.IV.9, e supponiamo 
che esso venga portato inizialmente ad un angolo 8<, = 60" e abbandonato 
da fermo. 

. Con quale velocità esso passa dalla posizione verticale (8 = 0)? 

Poiché in questo caso non è soddisfatta la condizione 6 « 1 (6 0 = 60° e 
maggiore di 1 radiante), non possiamo usare la [1VJ4]. 

11 problema può però essere risolto facilmente mediante la [IV.42], poiché il 
lavoro compiuto dalle forze agenti sul punto P può essere calcolato con semplicità. 
La forza risultante /agente sul punto materiale è dala dalla somma della reazione 
vincolare f e del peso mg 



mg ■ ds 



Lab = 1 f-ds=\ (ì+/«f).rfì= + 

.A . J I J 1 , 
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j Lo spostamento ds è tangenziale alla circonferenza di raggio / e centro O; ed 

essendo f diretto radialmente, essi sono fra di loro ortogonali e dunque il loro pro- 
( dotto scalare è nullo 

i • ds s Oj . 

Il lavoro si riduce dunque al solo lavoro della forza peso 

Lab = 1 mg- dì. (1V.43J 

■* A 

Notiamo ora che la forza peso mg è costante in modulo e direzione; e che la 
proiezione di ds nella direzione della forza è semplicemente - dy (mg ha la slessa 
direzione dell'asse y da noi scelto, ma verso opposto); per cui mg • ds = - mg dy. 
Dunque 

i B 

Lab = \ - mgdy = [- mgy\ a A = mg{y 4 ~ y B ) 

■ A 

Notiamo che il lavoro è positivo [y A - y B è positivo, ed è pari al segmento 
BC = /- /cos6 0 = 1/2). 

Tenuto conto che la velocità iniziale v 4 è nulla, la [IV.42] diviene 



mv% = mg- 



da cui 



v77 = f^ 



x 0,25 m = 1,58 — 



Notiamo che il punto giunge in B con la stessa velocità {in modulo) che avrebbe 
acquisito cadendo liberamente da C a B. 



E.]V.ll. Un fucile a elastico è costruito così come mostralo schematicamente iti 
figura. Per caricare il fucile, il proiettile puntiforme (di massa m = 10 g) 
viene portato in A, tendendo l'elastico OA Jìssato in 0. Azionando il gril- 
letto, il proiettile prende a muoversi lungo il tratto rettilineo AB di lunghezza 
l = 50 art, tirato dall'elastico; e in B esso viene lascialo libero. 

Quando il proiettile sì trova rtella_ posizione generica P, la forza f. che 
! elastico esercita su dì esso è data daf e = - k r, dove r è il vettore OPe k è 
una costante (il cui valore numerico, nel nostro esempio, sia k = 4 N/m). 
Trascurando gli attriti, calcolare la velocità con cui il proiettile viene spa- 
rato. 

Assumiamo come riferimento un asse x coincidente con il percorso rettilineo 
AB compiuto dal proiettile sul fucile, con origine in B. Si ha allora x A = - / e .v^ = 0; 
inoltre lo spostamento elementare ds del proiettile può essere scritto come ds = 
idx, essendo ì il versore dell'asse x. 

Per il calcolo della velocità v B usiamo la [IV.42], nella quale va posto v,, = 0; 
essa si scrive dunque 




mvg = L 



AB 



IIV.44] 



Sì tratta ora di calcolare L AB . Oltre alla forza dell'elastico, agisce sul punto una rea- 
zione vincolare R che, impedendo al proiettile di muoversi verso 0 penetrando nel 
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fucile, lo costringe a muoversi in direzione AB. Tuttavia, in virtù della assenza di 
attriti questa reazione non ha componente lungo Tasse x (è questo, in effetti, il 
significato della locuzione «inassenza di attriti », come meglio vedremo nel pros- 
simo capitolo). La reazione R non compie dunque alcun lavoro. 

Per conseguenza, L AB è dato da! solo contributo delia forza dell'elastico /,'.. Per- 
tanto: 



Lab = \ f f -ds=\ ~kr-ìdx=\ ~kxdx = 



1 



kx' 



1 



A/ 2 



Abbiamo tenuto conto del fatto che la proiezione di r lungo il versore ; non è altro 
che la coordinata .v dei punto P. 
Sostituendo nella [IV.44] si ha 



~- >nv B = ~- k/\ da cui v B ^]p^ ! =]J~4 



N 



! ,, - .„ m 

m 10 1 0"' 1 kg *0-^''= 10 — 



IV.7. Calcolo del lavoro e integrale di linea 

Nel precedente paragrafo abbiamo definito il lavoro di una forza; e nei due 
esempi discussi abbiamo visto che almeno in quei due casi parlicolari'(caratteriz- 
zati ì' primo da una forza orientata in una direzione fissa, e il secondo da una traiet- 
tniegrale di linea lorìa rettilinea per il punto materiale) il calcolo dell'integrale di linea che rappre- 

sili^ v . - Senta lavoro si "duceva al calcolo di un integrale definito convenzionale, esegui- 

f-nnj ,i" • .: ■ 0 bile secondo le regole che avevamo sviluppato nel paragrafo IV.3. 

^lì/Yf. !? ^ . Q uest o fatto vale in realtà anche nel caso generale, quando sia nota l'espres- 

sione che la forza ha come funzione (continua) delle coordinate, anche se la proce- 
J ;, dura P er trasformare l'integrale di linea in un integrale convenzionale - procedura 

J che ora specificheremo - può risultare leggermente più elaborata rispetto a quanto 

. , ri f abbiamo visto in quei due esempi. 

..■ ■ t , LL FOi'i } r- • {£(//' Consideria mo dunque un punto materiale, che si muove in una determinata 
M P"(/ ? ';r>'-' ■' ■ O porzione di spaSol^rwQSf Orazione di forze da parte di sistemi materiali "pre- 

" ' Sé ^5![!.L n l^..?... S HPP ori ! amo di . conoscere l'espressione che la forza esercitata sul 

\"-'-, ±> /: pùnto assume' in funzióne della posizione dei punto stesso: 



f=f(r) cioè 



/* = /.<*,>',;) 

fy = fy (x, y, z) [iv.45] 
fz-fz{x.y.z) 



npo di forze Si dice allora che nella porzjojie_dL ipazio considerata agisce un campo di forze 

noto. In linea di principio tale campo di forze potrebbe dipendere esplicitamente 
anche dal tempo (/= /(?, r))- Tuttavia noi ci limiteremo a considerare il caso di 

r , mnn j. r , . cam P' & forze indipendenti dal tempo come quello rappresentato dalle [IV.45I; un 

campo di lorze stazionano tale campo è detto anche stazionano. 

, I» termini delle componenti della forza / il lavoro può essere scritto, utiliz- 

{/ zando la [11.14], come 

Lab** \ f-ds= \ \f x (x,y,z)dx + f y {x,\\z)dy + f 2 {x,y,z)dz\ [IV.46I 

•A "A 



essendo dx, dy, dz le componenti dello spostamento elementare dt 

Per potere eseguire il calcolo dell'integrale di linea [IV. 46], è ora necessario 

specificare quale traiettoria il punto materiale segue mentre sì sposta da A a B. 
Nel capitolo II abbiamo già visto, in alcuni esempi, come la traiettoria del 

punto possa essere espressa in termini matematici. 
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Nell'esempio E.II.26 (moto del proiettile) la traiettoria poteva essere scritta - 
nel sistema di riferimento che avevamo scelto - come: 



x= 0 

z = z(y) = ay 2 + by+ z, 



'■o {a = 



—g 



2v J a cos i a ; * = ,ga: Vedi eq - [1I 49] 



IIV.47] 



Nell'esempio E.II.8 avevamo invece espresso la traiettoria del moto circolare tra- 
mite equazioni che potevano essere scritte come: 



x = R cos ip 
y = R sin (p 
z = 0 



[1V.48] 



Del tutto in generale, la traiettoria del punto può essere specificata esprimendo le 
tre coordinate deT pumo in ninziòriF di un unico parametro /;: 



x = x(h) 

y = y(h) 
z = z{h) 



[IV.49] 



dove A può assumere, di caso in caso, s igni ficato geome trico o fisico diverso. 

Pei nturnare ai nosin esempi, nel caso delThofiTcTel proiettile "là traiettòria può 
essere espressa nella forma [IV.49] assumendo come parametro h la coordinata y 
col che le [IV.47] si scrivono 

x = x(li) = 0 
y = y (A) = h 
z = z(/j) = ah 1 + bh + z 0 

Mentre nel caso del moto circolare, assumendo come parametro h l'angolo tp, le 
HV.48] possono essere scritte come: 

x = = R cosA 
' y = y(h) = R sin h 
z = z (A) = 0 

Unaj^h^h^Uiano^not^esplicitamente le [ IV.45] che esprimono il campo di 
jorze entro il quale il punto materiale sTmuove,VIeTlV.'49Ì che specificano quale 
nvaK^'i " P un *9.. magnale. percorre all'interno del' campo di forze. l'integrale 
UV.46f che esprime il lavoro può essere calcolato con relativa semplicità sosti- 

mrJtS nel,a tIV - 4 ^ Ie f IV ' 49 l al P° st0 delle coordinate Jtj.iei differenziali delle 
stesse al posto di dx, dy, dz. 



% Esempi 



^'IV.U. Un punto materiale si muove in una regione di spazio in cui agisce un campo 
!.. di forze di equazioni: 




fx = ax + z 
fy = by 
f: = cy 

con a, b, c coefficienti costanti e noti. 



[IV. 50] 



Calcolare il lavoro compiuto dal campo di forze se il punto materiale sì 
muove dall'origine 0 s (0, 0, 0) al punto A = (0, l, I) lungo la traiettoria 
rettilinea indicata in figura, giacente nel piano yz. 



Tenuto conto delle [IV.50J, la [IV.46] si scrive nel nostro caso: 

(A rA 



Loa = j /• ds = J ((ax + z) dx + by dy + cy dz) 



[IV.51] 



Le equazioni [1V.49] della traiettoria possono essere scritte nel nostro caso (tenuto 
conto che il segmento OA è caratterizzato dal fatto che x = 0 ey = z) nella forma: 



x = 0 
y = h 
z = h 



[IV.52.a] 



da cui differenziando 



dx = 0 
dy = dh 
dz = dh . 



Sostituendo le [IV.52.aJ e [IV.52.b] nelle [IV.S1], abbiamo: 



i-OA = (0 + bh dh + eh dh) = (b + e) 



[IV.52.bJ 



= -r- (b + c) 

0 l 



E.IV.13. // punto materiale si muove ancora da 0 ad A nello stesso campo di forze, 
ma percorre l'arco di parabola giacente nel piano yz la cui equazione è 



?■ = y 2 . Calcolare il lavoro. 



Nella forma [1V.49] le equazioni della traiettoria possono essere espresse 
mediante le equazioni: 



x = 0 

y = h 



da cui differenziando 



i = Ir 



dx = 0 
dy = dh 
dz = 2hdh 



Sostituendo nella [IV.51] si ha: 

r I 



l-OA = J o (0 + bh dh + eh 2 h dh) = J (bh dh + 2 eh 2 dh) = 



Notiamo che nonostante il punto si sia mosso dalla stessa posizione iniziale 0 alla 
stessa posizione finale A nello stesso campo di forze [IV.50], il lavoro compiuto 
risulta diverso per conseguenza del fatto che la traiettoria percorsa è stata diversa. 
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Gli esempi fatti mostrano che in generale // lavoro compiuto da una n lavoro dipende in «rwrale 
forza agente su un punto quando il punto si sposta da una posizione A a JaMa traiettoria 
una posizione B, dipende non solo dalla p osizione iniziate e dalla posizione 
finale, ma a nelle Italia pam evi a re )raìefìol7à~f7e'ì^TaT"~ 



IV.8. Campi di forze conservativi. La funzione potenziale 



Benché in generale il lavoro dipenda anche dalla traiettoria, può acca- 
dere che esso dipenda solo. .dalle. coordinate degli estremi A e B del per- 
corso considerato: se ciò accade, si dice che ir campo di forze è un campo 
conservati y'n.' ' 

Per un campo di forze conservativo, dunque: 



Cu m pò di for/c eonsenaiivo 



f. ds= L AB = f(A, B) 



[IV.53] 



dove con A e B abbiamo indicato sinteticamente le coordinate x At y A , z A 
del punto A e, rispettivamente, le coordinate x B , y B , z B del punto' B. 

ì llì »" eampo di forze conservativo il lavoro L . iH è funzione solo delle eoor- 
rV dinaie del punto A e delle coordinate del punto B. per ogni A e li appartenenti 
\jal campo. 

Per esse re c onservativo un c ampo di forze deve essere necessariamente 
stazionan o, cioè indipendente dal tèmpo. Diverse 'traiettorie implicano 
IHiatti in generale 'diversi tempi di percorrenza; e ciò comporta che, in un 
campo non stazionario, il lavoro possa avere valore diverso a parità dì 
estremi A e B per la traiettoria. 

Tuttav ia n on è sufficien te che un campo di forze sia stazionario affin- 
chéesso sia conservativo: . rìpT^cc^n^^aÌ^~àWiimo vistò "esempi 
relativTa un campo stazionario che non era conservativo, poiché il lavoro 
risultava diverso a; seconda della traiettoria seguita per andare da A a B. 

E facile dimostrare che se il lavoro L AB dipende solo dagli estremi A e 
B (L AB =f{A,B)\ allora deve essere necessariamente 

f(A,B) = V(B)- V(A) : 

a. — , 

i m un campo dì forze eonsenativo. il lavoro per andare da A a B può essere 
ì espresso come differenza fra i valori che una stessa funzione V delle eoordh 
^ lanate assume rispettivamente in B e in A. 

Consideriamo infatti , alTinterno del campo di forze (stazionario e con- 
servativo) un percorso chièda partire dà un puntò generico 0 assunto come 
riferimento, porta ad A e poi prosegue fino a B. Se calcoliamo il lavoro per 
andare da 0 ad A potremo scrìvere, in virtù della [IV.53]; 

Loa =f(0,A) [IV.54] 

Analogamente, se calcoliamo il lavoro per andare da 0 a B, avremo: 

Los = f(O f B) . 

D'altro canto, dalla definizione di integrale di linea, risulta immediatamente 
che il lavoro è una quantità additiva rispetto ai tratti del percorso; dunque 
**ob = L 0A + L AB \ dunque 



6- vm? ■ 



òfìT't 



('•/•" l/^r> *<\- ' s 



B 




Lqa + L AB — f(O t B) 



[IV.55] 
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Potenziale de! campo di forze 
fon semn ivo 




Lavoro 
chiuso 

lì 



lungo 



un percorso 



Sottraendo membro a membro la [IV.55] e la [IV.54] abbiamo 

La.b= V{B)~ V{A) [iv.56] 

avendo indicato con V(P) (dove Pè un punto generico) la funzione /(O Pi 
La funzione V{P) = V( x ,y, z) è detta potenziale del campo di forze con'ser- 
vativo considerato. II potenziale è una funzione definita a meno di una 
costante : additiva: infatti, ciò che ha significato tìsico è solo la differenza fra 
' ™°n-che essa assume in due diversi punti, e questa differenza resta inva- 
riat a.Mg?ungendo alla funzione una costante arbitraria 

Ij_potenrialejMste_solo se il campo di.forze è conservativo: se il campo 
di orze non e conservativo, non può essere definita alcuna funzione poten- 
ziale. La differenza di potenziale tra due punti di un campo conservativo è 
dunque, per definizione, 



V(B) 



V{A)-\ fds, 

■' A 



lungo una qualsiasi traiettoria. 

La [IV 56] mostra, in particolare, che se B coincide con A il lavoro 
risulta nullo: in un campo ,// Jorrc conservativo, il lavoro fanno un percorso 

c hiuso q ualunque è nullo. ""' " ' v 

~Jvìdentemente, in un campo di forze conservativo il calcolo del lavoro 
risulta notevolmente semplificato rispetto al caso generale: basta conoscere 
una volta per tutte, la funzione potenziale per poter calcolare immediata- 
mente, per differenza, il lavoro relativo allo spostamento da un punto qua- 
lunque ^ a un altro punto qualunque B. 

Quando si abbia a che fare con un campo di forze stazionario è dun- 
que importante verificare se si tratti di un campo di forze conservativo' e 
ne caso affermativo, determinarne una volta per tutte la funzione poten- 
ziale, fer questi scopi, la matematica ha sviluppato e ci fornisce precisi stru- 
menti, che qui di seguito descriviamo per quanto ci sarà utile nel prosieguo 
del corso, pur senza entrare nel merito delle relative dimostrazioni 



Funzioni di più variabili 



Derivata parziale 



IV.8.1. Funzioni di più variabili. Derivate parziali e differenziale 

Consideriamo una funzione fdi più variabili, ad esempio delle tre variabili x, 



y, z 



V = V(x, y, i) 



Si dee derivata parziale della K rispetto alla variabile x, e la si indica col simbolo 
-gj-, la derivata della (unzione V(x,y, z) effettuala considerando costanti le varia- 
bili y e z. 



Esempio 

E.1V.14. Consideriamo la funzione 

V= V(x,y,z) = ax 2 + bxyz+y 2 z 2 
Calcolarne te derivate parziali. 



r 
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Dalla definizione, segue immediatamente: 

ÒV 



dx 

ÒV 
òy 

ÒV 
òz 



= 2 a x + b y i 
= bxz + 2yz 2 
= bxv+2 



Le derivate parziali della l'unzione sono a loro volta, in generale, l'unzioni 
delle tre variabili x ,y, z, e se ne possono dunque calcolare le derivare parziali, otie- 

nendo le derivate seconde della funzione K Col simbolo—^-, ad esempio, si indica Derivale parziali seconde 

la derivata parziale rispetto a x di -f^-; col simbolo- - ~ V la derivala parziale 

ox dr òx 

rispetto aj> e cosi via. Le derivale seconde rispetto a una variabile diversa 

rispetto a quella di prima derivazione ( ad esempio ecc.) sono Derivale seconde miste 

anche dette derivate seconde miste. 

Esempio 

Ftvi« ri i & V 3 2(/ 

fc.iv.15. Calcolare -jp- e g T , se V è la funzione di cui al/esempio E.ÌVJ4. 



Poiché 

ÒV 



òy 

la sua derivata rispetto a y vale 

Ò 2 V 



Òy 2 

Poiché 

ÒV 



= hx:+2vz\ 



= 2 z- 



òz 

I? sua derivata rispetto a .v vale 

X. d 2 v 



Òx òz 



= bxy+2y 



= by. 



s stan?^ im P ortante dorema, detto teorema di Schivarti, afferma, sotto ipotesi abba- TeoreiiKt ili Schiari? 
W y^T che le derivate seconde miste sono indipendenti dall'ordine di deriva- 

; «one. b] ha cioè: 



3 2 v _ Ò 2 V Ò 2 V &v tfv Ò 2 V 



òxòy ÒyÒx * ÒxÒz Òzdx ' Òy Òz ÒzÒy ' 
Noi non dimostreremo il teorema di Schwartz. 

Esempio 

«^V.I6, Verificare la validità del teorema di Schwartz nel caso della inazione Vài cui 
ali esempio EJV/4. 
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Differenziale totale di una fun- 
zione a più variabili 



Forma differenziale lineare 



Differenziale esalto 



Essendo 



-r— = 2 a x + by z, si ha ■■■ , 
dx 6 v dx 

ÒV , d 2 V 

Essendo — ~ — = Aa'z+2v: , si ha — — — 

dy dx dy 



bz. 



Dunque 



d 2 V 



d 2 V 



dx dy Òy òx 
In maniera analoga si verificano le altre uguaglianze. 

Si dice differenziale ìotaìc della funzione a più variabili V{x,y,z) la somma 

delle derivate parziali moltiplicate per i differenziali delle variabili omologhe: 



... dV , , ÒV J dv J 
dV = — — dx + -— — dy + —r— dz . 

dx dy dz 



[LV.57] 



Esempio 

E.IV.17. il differenziate della funzione V(x\y,:) di cui all'esempio E.1V.14 è: 
dV = (2 e; ,v + è r;| ( /v + (è _v : + 2y z : ) dy + [b xy + 2y : z) dz 

IV.8.2 Forme differenziali lineari e differenziali esatti 

Gli integrali di linea, che abbiamo introdotto per definire il lavoro, possono 
essere posti nella forma [IV.46); cioè come integrali di espressioni del tipo 



fi(x,y, z) dx +/ 2 (x,y, z) dy +fi(x,y, z) dz 



IIV.58) 



effettuati col vincolo che x,y z soddisfino le equazioni [1V.49] della traiettoria. Una 
espressione come la [IV.58] viene detta una forma differenziale lineare. \\ differen- 
ziale di una funzione di più variabili, definito dalla [1V.57], rappresenta una partico- 
lare forma differenziale lineare. 

Abbiam o visto che l'integrale di linea di una forma differenziale lineare come 
la [IV3XJ dipende incenerale dalla particolare traiettoria scelta, e siamo qui" inte™- 
ressatra vedere quali siano te condizioni affinché tate integrate dipenda solo dagli 
estremi A e B della traiettoria stessa. 

Tali condizioni si riducono sostanzialmente alla seguente: 

la forma differenziale considerata deve essere il differenziale di una funzione 
V delle coordinate; deve cioè esistere una funzione V(x t y t z) tale che 



dV 
dx 



dV 
dy 



= fzixy.v, z); 



dV 
dz 



= Mx,y,z) |1V.59] 



Se ciò accade, si dice che la forma differenziale [IV.58] rappresenta un differenziale 
esatto 

Quando questa condizione è soddisfatta, allora l'integrale dì linea della [IV.58] 
può essere sviluppato come segue: 
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\ if\dx + hdy + fidz) = \ t i^) dx + 



dy 



dy + 



dz 



[IV.60] 



= 1 dV = V{B)- V{A) 
Sa 



ed esso risulta dunque indipendente dal percorso seguito per andare da A a B.^ 
" Date tre funzioni" qualunque /, , / : ed/ 3 delle variabili x,y, z, non sempre le 1 , 
nv 591 sono soddisfatte; cioè non sempre esiste una funzione V(x, y, z) della quale ■ 
le/, fi fi rappresentano"Té _ aénvate parziali rispettò a rispettivamente. Una 
condizione necessaria affioch'e "ciò possa essere è imposta dal teorema di Scnwartz. 
Derivando infatti la prima delle [1V.59] rispetto a >> e la seconda rispetto a x, si ha: 



Ò 2 V 
Òydx 



ày 



Ò 2 V 
òx dy 



8/2 

Òx 



Il teorema di Schwartz impone che queste due quantità siano fra di loro uguali; ed 
ànaloghT^dìaonM^ dalla uguaglianza fra le altre derivate miste. 

Dunque condizione necessaria_per la validità delle [IV.59] e che sia 



a/, 



3/2 



3/, 



Òx 



9/2 

dz 



3 y ~ 3x ' dz dx * dz òy 

Condizioni di questo tipo divengono sufficienti per l'esistenza della funzione V veri- 
ficante le [IV 59] nel caso in cui ttnsieme^definizione delle tre funzioni J,,h ed ; 3 
sia un campo semplicemente amnvss^dò significa.che due punti qualunque appar- 
tenenti al campò devono essere congi tingibili con una linea continua tutta apparte- 
nente al campo; e che qualunque linea chiusa appartenente al campo può essere 
fatta convergere a un punto continuando ad appartenere sempre al campo conside- 

mt0 ' Tutto quanto abbiamo fin qui visto sulle forme differenziali lineari ci 
consente di trarre le seguenti concisioni a proposito delle condizioni cui 
un campo di forze deve soddisfare per essere conservativo. 

Sìa dato un campo di forze, individuato dalle funzioni ./,, ./ die rappre- 
sentano le cmfiplmcTn dello forra c sono definite in un campo .semplicemente 
connesso. 

allora condizione necessaria e sufficiente affinché si traiti di un campo dì forze 
conservativo è che sìa 



94 _ a 4- 



9v 



Òx 



ày 



Òx 



dz 



r \-/f!- 



[IV.61] 



Esempi 

.E.1V.18. Consideriamo il campo dì forze definito dalle relazioni [IV. 50]: 





Un campo costituito da due 
pezzi separati non è connesso: 
i punti A e B non possono 
essere congiunti da una linea 
appartenente al campo. 



Ì 



f x = ax+ bz 
fy= by 
fz = cy 



Oé" a - b, c coefficienti costami diversi da zero. Verifichiamo se si tratti o meno dì un 
i$? m P° di forze conservativo. 




Un campo in due dimensioni 
che abbia un «buco» non è 
semplicemente connesso: la li- 
nea chiusa e non può restrin- 
gersi con continuità lino a di- 
venire un punto, continuando 
ciò facendo ad appartenere al 
campo. 



Condizione necessaria e suffi- 
ciente perché un campo dì for- 
ze sia conservativo 



UAi (V-iVc 
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Sì ha: 

3,v 3.v 3z 3>- 3z 9.v 

D - k . 3/v 3/ : a/; 3É 

Poiché — - — ^ — — e — - — ^ , il campo di lorze non e conservativo. 
az 3>' oz o.v 

EJV.19. Dato il campo di forze 

,f x = ax + ftj' 

./,"■ - ex 

,/: = rf.v+ cz 

trovare quali relazioni devono soddisfare i coefficienti a, b, c, d, affinché si 
tratti di un campo di forze conservativo. 

11 campo di definizione è lutto il dominio reale, ed è dunque semplicemente 
connesso; basta dunque imporre la validità delle [IV.61]. Sì ha: 

àf* , U 3/, . df : , 3,/;. n di- n 

Affinché valgano le [1V.61], deve dunque essere b = c e d = Q. 
Il campo dì forze 

f x = ax + by 
f = bx 

y: = cz 

è dunque conservativo. 



IV.83. Calcolo della funzione potenziale 



Calcolo della funzione poten- 
ziale 



Dal potenziale alla forza 



Conside riamo un campo di forze conservativo, per il quale dunque sap- 
piamó che~eTs~isté una funzione potenziale V(x, y, z) definita a meno di una 
costante. 

Qualora la funzione potenziale ci sia esplicitamente nota, ammesso che 
non conosciamo le espressioni che le componenti della forza hanno in fun- 
zione delle coordinate, noi possiamo facilmente caalcolarle mediante le 
[IV.59]; si ha cioè: 



ÒV 

òx 



ÒV 

ày 



f-.= 



w 
dz 



[IV.62] 



Le componenti djim campo di forze conse/rarivo si ottengono a panile dal pò- 
lenitale effettuandone la derivata parziale rispetto a ciascuna delle coordinate. 

Molto spesso però si presenta il problema inverso: ci sono note a priori 
le componenti del campo di forze in funzione delle coordinate, e siamo 
interessati a calcolare la funzione potenziale V(x,y,z). Ciò può essere fatto 
ricorrendo alla [IV.60]. Questa ci mostra infatti che calcolando. ..il .lavoro da 
u n_ punt o deferimento ,4 (per altro arbitrario) al punto generico f di.coor- 
dinate Jc,^"z, si ottiene un risultalo che non dipende dal percorso seguito 
(essendo per" ipotesi il campo conservativo), ma solo dalle coordinate x,y> ? 
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delpunto ^una voltafissato il punto A la cui arbitrarietà rende definito il 
rlsmt^ meno di uiia£Ostante...addiljva: la funzione delle coordinate così 
ottenuta rappresenta per l'appunto il potenziale: 



V(Z,y,z)=\(f x dx + f,dy+f z dz) + V{x A ^z A ) 



[IV.63] 



Per il calcolo esplicito del secondo membro della [IV.63] può essere comodo 
e conveniente s cegliere come percor so una smezzata costituita da tre see- 
mentt paralleli aglT^suoordinatL cosi, come rappresentato nella figura per 

^TcaTcolo-aeTrmtegrale di linea della [IV.63] può allora "essere esefuito 
cosi come mostrato nell'esempio che segue. 8 

Esempio 

E.IV.20. Calcolare il potenziale relativo al campo di forze consensivo: 



f — (TX + by 

fy = ÒX 

A = cz 



[IV.64] 



Si™!- 1 ™"' t U " Ca ', 1iP ° d ' f ° rze con «™tivo è stato mostralo nell'esempio E IV ]9 
Calcoliamo hmegrale [IV.63] lungo la spezzata rappresentata in figura Sì l'a 



i D 

\ Q ifx <tx + f y dy + f. di) = \ fa dx + f dy + f. dz) + 
\ if, (fx + f y dy + f z dz) + \ (/ v d.x + ./; dy + f dz) . 



e P ssifvaf 0 rdì q r? Ì ^ e Ì me Ì ra i Ì ' vannousate Ie [1V.64] per/,,./; ,/.; sostituendo in 
Precis^eme * ' Caratteristici dei *™t»i di traiettoria. Si ha 

ter il /ratto 08: 



dunque : 

k 

Ù r il tratto BC 



x = x 
y = 0 
z . 0 



dx = dx 
dy = 0 
dy = 0 



Uydx + f v dy + f : dz) = axdx 

0 -o 



ax 2 




x = 


X = COSt 


dx = 


0 


y = 


y 






z = 


0 


dz = 


0 



Dal campo di forze al poten- 
ziale 




\ g (Xidx + f f dy + f.dz) = \ bxdy = bxy 



Per il tratto CP: 



X = .V = cost 
y = y = cost 

2 = 2 



dx = 0 
' * = 0 
</z = dz 



dunque: 



\ Wxdx + f r dy + f.dz) = \ czdz = 



cz 2 



Dunque in definitiva 



ovvero: 



V(xJ,z) - V(0, 0, 0) = ~~ax 2 + bxy + -y cz 2 



V(x,y, z) = ~ax 2 + bxy + -—cz 1 + costante 



È immediato verificare che effettuando le derivate parziali di questa funzione 
si ottengono in effetti le [1V.64], così come richiesto dalle [IV.62]. 



IV.8.4. L'operatore gradiente in coordinate cartesiane e polari 

Abbiamo visto che, quando sia noto il potenziale in funzione delle coordinate 
cartesiane, le componenti della forza secondo i tre assi possono essere facilmente 
calcolate effettuando le derivate parziali dei potenziale stesso secondo le tre coordi- 
nate. 

Può essere utile, talvolta, trattare il problema in coordinate polari: avendo 
allora a disposizione l'espressione del potenziale in funzione di r, 8, <p, si dovranno 
trovare le componenti della forza secondo i versori f, è, <p (vedi figura). 

Ciò può essere fatto in maniera compatta introducendo Yopcraforc vettoriale 
gradiente. L'operatore gradiente, che si indica col simbolo V, è definito dalla rela- 
zione: 



VV. d?= dV [IV.65] 

\\H Sciente di_V è quel vettore che moltiplicando scalarmente per lo spostamento eie- 
limcnfaTe~lfr 'fornisce il differenziale dV della funzione, 

Nel caso che V rappresenti il potenziale di un campo di forze conservativo, 

essendo (per la IV.60) dV= db = /■ dì, il gradiente di V rappresenta il campo di 

forze 

//= VP [IV.66] 

L- - ' 

In coordinate cartesiane, lo spostamento dr ha per componenti dx, dy, dz, per cui 
tenendo conto '"della "ffèfìnìTtone [IV.57] del differenziale, la [IV.65] diviene 

VV-df= V x V-dx+ V y V-dy+ V,V.dz = -~dx + -!¥-dy + ~-dz ' 

ox dy dz 



da cui discende, per confronto, 
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Le componen ti cartesiane del gradiente di una funzione Ksono le derivate parziali Componenti Lanoline de! 
delia i iunzK me'""'stessT7rrp'ettò' "'alle'" tre" coordinate. " gnulienie 

Nel caso di coordinate polari, il differenziale della funzione V(r, 6, (p) è, 
secondo la [IV.57] 



òv a dv Jn 9K , 
dV = — — dr+-r— dQ + -r~ dy 

or 99 6(p 



[IV.681 



Mentre, come si vede in figura, le componenti dello spostamento dr sono 

(dr) f = dr (drU = rd% (di)$ = r sin 0 rf(p [1V.69] 
Introducendo la [IV.68] e la [IV.69] nella [IV.65] si ha; 

V,V-dr + Vi>V.rd%+ V.K ■ r sin 6 d v = -|^ dr + -|Jr dB + </<p 

or Aa A - 




ae 



3cp 



da cui per confronto risulta: 
dV 



3r 



v B r = 



_L_ÌH 

r ae 



* /■ sin 6 3(p 



[IV.70] 



che costituiscono la rappresentazione polare (o sferica) del gradiente. Se V è il 

potenziale di un campo di forze conservativo, secondo la [IV.66] si ha che le [IV.70] Componenti polari del campo 
rappresentano le componenti polari de! campo di forze. (dèi gi;idicn(c) " ~" 



IV.9. Il teorema di conservazione dell'energia meccanica 

In un campo di forze conservativo, dunque, il lavoro L AB può essere 
espresso tramite la [IV.56], cioè come differenza fra t valori che fa funzione 
potenziale V assume in B e in A : 

L AB = V(B)~ V{A) 

Associando questa relazione con la [IV. 42] - valida qualunque sia la natura 
delle forze agenti - che esprime il teorema dell'energia cinetica, si ha 



K B -K A = V(B)~V(A) 



:Alt>K 



ovvero 



K A -V(A)=K B -V(B) 

I ntroduciamo ora lajunzi one U(x,y f z) definita come l'o pposto del poten- 
ti? A y= — ^OV la precedente relazione diviene " "" " 



K A + U(A) = K B + U(B) 



[IV.71] 



Ver°' C ^ ' punt ' ^ e & sono due punti qualunque, questa equivale a seri- 
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Energia potenziale 



Teorema dì conservazione del- 
l'energìa meccanica 



v t: r 'ti. * fi ÌK-'/Jo 



La funziona delle coordinate t/ = - V viene detta «ipnf/n poteiriale del 
camp^ìorze conservativo considerato. La [IV.71] (o l'equivalente [IV 721) 
riassume il cosiddetto teorema di consen-azìone dell'energia meccanica: 
per un punto che si muova sottoposto alle sole forze esercitate da un campo 
conservativo, f 'energia meccanica totale E (data dalla somma dell'enerva 
cinetica A e dell 'energìa potenziale U) resta eostante. 

H.ir^TvSi d rJv «, a , definizione come 0 PPOsto del potenziale, e in virtù 
delle 11V.62J e [IV.63], le relazioni che legano l'energia potenziale al campo 
di forze sono: 



Jr = ~ 
f, = ~ 



du 

dx 

du 

ày 
dU 
3z 



[IV.73] 



V(A)-U(P) = \ <.f x dx+f r dy+f r dz), 
da cui, per il punto P di coordinate x,y,z si ha: 

U(x,y,z) = ~\ (f x dx+f r dy+f : dz) + costante 



[IV.74] 



Così come accadeva per il potenziale, anche l'energia potenziale è definita a 
meno di una costante. 




Esempio 

E.IV.21 . Un puma materiale P è posto, inizialmente fermo, in A ; c viene abbandonato 
allajor-a peso lasciandolo scivolare lungo (a lamiera sagomata rappresen- 
tata in figura, che offre ai moto una fona di attrito trascurabile. Calcolare la 
velocita con cui il punto arriva in B, che si trova più in basso, rispetto al 
punto A, per un disliveilo pari ad li. Calcolare inoltre la quota massima y a , 
rispetto a B, raggiunta dai punto P ne! vertice C della traiettoria se nel suo 
punto estremo la lamiera forma un angolo di 45" con l'orizzontate. 

Oltre alla forza peso, agisce sul punto la reazione vincolare esercitata dalla 
SSrrhì TT a queS, \ l " V1 ? ù della assenza di attrit0 - "°n compie alcun lavoro; 

1 r'^ 'V 21 Che CSPrÌme 11 teorema ^"'energia cinetica coni- 
pare solo il lavoro della forza peso. 

ponenti ^™ ^ ^ S ' Stema d ' riferiment0 illdi cato in figura, ha come com- 



mg x -- 0 
mg, = — mg 
mg : = 0 

rSS'twv^m'* i e rn^ P ,w CIUÌ C0StamÌ ^"dipendenti dalle coordinate) vai-' 

£.7 16 6 [,V - 61] (tUUe 16 derivate parziali sono nui 'e>: la forza peso è : 
dunque conservativa. 
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L'energia potenziate della forza peso viene facilmente calcolata tramite la [IV.74]. 

V = - \ a mg- ds = - \ - m g dy = ( mg dy = mgy + costante 
Per comodità, scegliamo vatore zero per la costante, per cui: 

U= mgy [IV .75] 

La (IV.7IJ diviene dunque 

1 1 

— mvj + mgy A = — mv - b + mgj . g 

Tenuto conto che v, = 0, e che y 4 ~y 3 = A , si ricava da quesIa: 

= 2 gli v s = /J7À*. [IV.76] 

LT1° il"" 5 " 1 ' dUntìUe 8 C ° n ' a SleSSa velocila < in m « du!o > <*e avrebbe 
cadendo liberamente per un dislivello pari ad A. 

,n a ^[ r 'f al ° B * '' pUnt0 maleriale comincia a muoversi liberamente sottoposto 
alla sola forza peso (moto del proiettile): il dislivello v e potrebbe dunque II ère c I 
«tao n COTre n_do all'equazione della traiettoria [II.49J fvedi «5 Uuit et 

rlMIVn^ tUUaVÌa eSSer ! c ; lìcolat0 andlc "sando il teorema di conservazione 
dell energia, eoe scrivendo l'equazione [IV.71] fra i punti B e C: 



1 2 i 

3 wiv tì +- Migv e = mv 3 + mg y c [IV.77] 



Notiamo infatti che: 



= v| v + vi 

v c = V^; v + V 2 C , 



[IV.78] 



Inoltre: 

J« v Sjt = v By ( essenc | 0 a = 450^ 



E v cv - v to (il moto si svolge sotto l'azione della forza peso verticale per cui la 
||: componente x della velocità resta costante) 

^ "e = 0 (il punto C è. il vertice della traiettoria) 

JBjr cui in definitiva le |IV,78] ci dicono 



- v& « -5- vi . 



[IV.77] ricaviamo finalmente: 

^<*-*-T7(*--H--H^ 

Unendo conto della [1V.76] 
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7 Jr- '.)f 



Nella pratica, si presenta frequente mente il caso che sul punto materiale 
agisca oltre a una forza conservativa/ (il cui lavoro può essere scritto come 
L c = V(B) - V{A) = U(A) - U(B)) anche una forza non conservativa/ nc (il 
c ui lavo ro indichiamo con L nc ). La [IV.421 diviene allora • 



V 



Hi. )ff\... 



Non conservazione de [lene r- 
gia meccanica in presenza cii 
forze non conservative 



da cui 



ovvero 



K B -K A = U(A) - U(B) + L n 
K B + U(B) = K A +U(A) + L„ 



[IV.42.a] 



£fl - E a = L m 

Avendo indicato rispettivamente con E B ed E A l'energia meccanica totale 
posseduta dal punto materiale rispettivamente nello stato finale B e nello 
stato iniziale A. 

Que^taj^eJazjone_ mostra che in presenza di lavoro dì forze non eonsen\h 
live ll'ner^ia meuvànieà. n'ón'sT'eonserva (ìi n ^ £.,). Più" precisamente, se 
E»c > 0 (Iorza attiva o motrice) l'energia meccanica del sistema va aumen- 
tando;, se invece E nc < 0 (forza dìssìpativa o resìstente), l'energia meccanica 
va diminuendo. 



IV. 10, Sistemi a un sol grado di libertà 

Sistemi a un sol grado di liber- L'equazione [IV.72], che formalizza il teorema di conservazione dei- 

tà sottoposti a forze conserva- l'energìa meccanica valido per un punto materiale mobile in un campo di 
tive forze conservativo, rappresenta, dal punto di vista matematico, una equa- 

zione differenziale del primo ordine nelle tre funzioni incognite x{i) y{t), 
z(t). Tenendo conto che 

J^v 1 = ~-m(\ 2 x + vj + vi) 

la [IV.72] stessa può infatti essere scritta come 
•SO* ■ ,■-..< tV- ?r 1 lidxY { tfyV t dz\ 2 \ , 

oci m T m (br) + br) + br)) + ^^^ = £ 

nella quale il valore della costante E è determinato se sono note le condi- 
zioni iniziali (e dunque l'energia cinetica iniziale) e una volta fissato, iti 
maniera peraltro arbitraria, la costante che compare nella [IV.74]. 

Contrariamente all'equazione [111.5] 7= ma, che essendo una equa- 
zione vettoriale sintetizza in sé tre equazioni scalari, la [IV.72] n on è du n- 
que in gen erale sufficiente a risolvere il problema del moto (una'equazione 
in tre incognite). 

Se tuttavia il punto è vincolato a muoversi lungo una traiettoria presta- 
bilita (di cui siano note le equazioni [IV.49]) allora esso costituisce un 
sistema a un solo grado di libertà: per specificarne la posizione, basta infatti 
specificare il valore della variabile h. Sostituendo le [IV.49] nella [IV.72], si 
ottiene una equazione differenziale del primo ordine nell'unica variabile 
incognita, la cui soluzione risolve completamente il problema. 
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È spesso conveniente scegliere, come parametro h, la distanza s fra il 
punto materiale P e l'origine 0 misurata lungo la traiettoria: s è detto 
«ascissa curvilinea». In tal caso, tenendo conto che 





dr 




ds 


v - 


dt 




dt 



la [IV.72] può essere scritta come: 



1 / ds V 



+ U{s) = E 



[IV.79] 



avendo indicato con U(s) la funzione U(x(s),y{s), z(s)) ottenuta inserendo 
nell'energia potenziale U(x,y,z) le equazioni [IV. 49] della traiettoria. 

ds 

Risolvendo la [IV.79] nella velocità v = — — , si ottiene: 



dt 



ds 



T 



(E ~ U{s)) 



e separando le variabili e integrando (vedi parte III): 

ds 



4 



2(E-U(s)) 



-1*. 



f + cost 



[IV.80] 



m 



La [IV.80] rappresenta una relazione fra il parametro s e il tempo r, cioè in 
sostanza la legge del moto. 

Osserviamo che le indete rminazioni presenti, nella [IV.80] possono 
essere_risoIte.una .volta note, ^.condizioni iniziali. Nota la velocità v Q che il 
punto materiale ha in una posizione s 0 ó\ riferimento, si calcola l'energia E 



E = -~tn\ 2 0 + U(s 0 ) 



[IV.S1] 



Va notato che la quantità sotto . radice (£ ~ ^(s)). contiene hi deferenza 
^i s À ~..U(s) y c noj) dipende dunque dalla costante arbitraria a meno della 
Quale è nota l'energia potenziale. U (vedi eq. [IV.74]). 

La costante che compare al secondo membro della [IV.80] può essere 
determinata quando sia noto in quale istante il punto P passa per la posi- 
zione s 0 (o per qualunque altra posizione di riferimento); mentre la cono- 

, scenza del verso della velocità v 0 consente di risolvere l'ambiguità di segno 

: f . al primo membro della [IV.80]. 




Esempio 



•;IV.22. Usando la [ÌV.80}, ricavare la legge del moto [IVJ4] che descrive le piccole 
oscillazioni di un pendolo semplice. 

^L'energia potenziale della forza peso ha l'espressione [IV.75]: 

U = mgy . 
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L'espressione della variabile y in l'unzione di s è, come risulta dalla figura: 

s 



v ==/[] — cos * 



e dunque 



U(s) = mg /( 1 - cos — 



[1V.82J 



Se con s„ indichiamo l'elongazione massima del pendolo, essendo in corrispon- 
denza nulla la velocità v„, si ha (secondo la [IV.81]): 



[1V.83] 



E= U(s a )= mgl\l-cos-=f- 

Usando la [IV.82] e la flV.83], la [IV. 80] si scrive nel nostro caso: 

cls 



±|/2 ff/(cos— - cos-y 



= t + cosi 



D'altra parie, possiamo scrivere 



cos — = Il - sin J — 



e per piccole oscillazioni (sin— j- ~ ~J~ 



avendo tenuto conto della relazione approssimata [IV.9.a] 
Inserendo la (IV.85] nella [IV.84], si ha in definitiva 



= I + cost 



Da cui 



ds 



= U / + cost 



Eseguendo l'integrale (vedi appendice A) si ottiene: 



con (d 



[IV.84] 



[IV.85] 



[IV.8Ó] 



are sin — = + (wf + cost) 

So ~ 



da cui 



— = + sin {cuf + cost) 



s — s 0 sin {iùt + (p) 



[IV.87J 

dove la costante <p (da determinarsi in base alle condizioni iniziali), ingloba anche 
[ambiguità nel segno. 



PENDOLO DI FOUCAULT 



esegr^hcamente J^sperim^eMs'sft. P nt heon di t " f e,la ( rote ,? 0 « terrestre. Foucault 
deliziato da V.vwni, a Firenze, nel J661 ) facendo uso un nend! f"S ^i*' 1 ™ ' efre1to era S ià st *° evi- 
decmc d. metri) e massa (qualche decina di kg 0 s Ser va che P d ' rilevante lunghezza (varie 

Nord della Terra, il piano di oscillazione del pendio 5ou se vi', n n ^ ' «Perimento nell'emisfero 
aborrono , (da Est ad Ovest, attraverso il Sud) con ^ msenso "««orario rispetto al 

tudine a, del laboratorio stessa 3 an S 0lJre dl precessione che dipende dalla lati- 




Possa oscillare liberamente In qua siasi dilezioie S ,f I"'""' ed anc ° rat ° in m °<!° che il pendolo 
™««o /»„/./, con origine nel pun ^óe "Sìa ^11, r"" 0 *' Pendol ° « 
verso i, casso, e con f la .«.iJ, » 



dv 
di 



■fé 

I 

iniziale LlaXóm-e p 0 d,é li EX,— 8 ' '"-«T cosi si h " vciocità 




I due addendi del secondo membro sono entrambi nulli perché (7*x P) x Pe (7x P) ± x perché 77/ f 
Pertanto si ha: 



d\ 
dt 



■(7x P) = 0, 



da cui segue: 



-£-[v (7-x P)] = -~-(7x P)+v -{v x P) + v.^rx~j = 0, 



dP 

dal momento che (v x P) ± v e = 0 perché P = cosi 

dt 

Si ottiene dunque: 

v ■ (7-x ~P) = costante = 0 (perché v m = 0), 

e quindi 

v j_ (7 x P) 

durante lutto il moto. 

Pertanto i vettori v, 7 e P sono sempre complanari ed il moto avviene in un piano fisso rispetto al 
sistema di nterimento inerziale scelto. 

Al polo Nord, rispetto al sistema di riferimento inerziale, il piano di oscillazione è fisso ed il suolo 
terrestre g i ruota sotto. Per un osservatore solidale alla Terra il piano del pendolo ruota in senso orario 
con la velocita angolare w della Terra e quindi con un periodo di 24 ore 




0\ 



al noInNnrH^ S ' tF u Va a " a Iatitudfne si P uo r 'P ete re il ragionamento sviluppato nel caso di pendolo 
modulo è SsenI) ^ componente di velocita asolare che interessa è quella radiale, il cui 

dale Ioli S £ S T e ™ Ult in ti SÌ PerVÌene trattand0 » Problema da un sistema di riferimento non inerziale soli- 
uuk ton ia lerra. In questo caso l'equazione del moto si scrìve tenendo conto delle forze fittizie: 



P+ t - 2/mq x v = m 



dv 
dt 



bUe e alìa è S°df CorfollT.'" 6 " * ^ 3PPare evidenle che reffelt0 di rotazione è ìm P uta ' 
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IV.11. Condizioni di equilibrio per un punto materiale ed energia 
potenziale 

Nel paragrafo 111,3 abbiamo anticipato che le posizioni di equilibrio ven- 
gono definite in termini cinejmatici, cioè desciittiv!:~urìa posizióne si "dice di 
equifiBriÓ "se" pónendo in essa il punto, inizialmente in quiete, esso per- 
niane; indefinitamente m -Quiete,. 

Benché la definizione di equilibrio sia cinematica, è però importante 
chiedersi quali siano le condizioni dinamiche per l'equilibrio stesso: quali 
siano cioè le condizioni cui devono soddisfare le forze che agiscono su un 
punto materiale affinché esso si trovi in equilibrio. 

In linea di principio, tali condizioni si esprimono in termini assai sem- 
plici. Ponend o un pun to _materiale fermo (v = 0) in una certa posizione, 
affinché essoTesti termo*e necessario che la sua velocità resti costante; esso 
deve dunque avere accelerazione nulla (à = 0), e affinché ciò accada deve 
essere hiifio t 'iri virtù della [1II.5J, il risultarne delle forze su di esso agemi. 
""' Tuttavia questa condizione dinamica, benché teoricamente ineccepi- 
bile, ha scarsa aderenza pratica con le posizioni di equilibrio effettivamente 
interessanti; o se vogliamo, con le posizioni di equilibrio effettivamente 
rispondenti alla definizione cinematica che abbiamo più sopra dato. Consi- 
deriamo, ad esempio, una sfera di materiale rigido, ad esempio di acciaio. 
Se disponiamo sul suo vertice Kfcioè sulla posizione della superficie sferica 
appartenente alla verticale passante per il centro 0), un punto materiale />, 
per esso la condizione dinamica per l'equilibrio risulta soddisfatta: la forza 
peso mg è infatti equilibrata dalla reazione vincolare, verticale e diretta 
verso l'alto, esercitata dalla sfera. Tuttavia se poniamo effettivamente il 
punto materiale P sul vertice, riscontriamo che esso non si mantiene in 
equilibrio: disponendolo in V inizialmente fermo, esso cade quasi subito. 
Ciò è dovuto al fatto che la condizione riinamjca ppr l'p.qnilihrifv è snrjrli- 
s fatta so lo jn un^pjmto ^g eome trico (V); ma_appena il punto si allontana da 
K anche di pochissimo (cosa efie 'prima ò pof, a causa di qualche pérlùrba- 
?j^i_certament<^ja^ delle forze che viene ad agire sul 

Punto A tende ad allontanarlo sempre più. dalla, posizione di equilibrio. 

Per meglio adeguare la definizione di equilibrio alle esigenze pratiche, 
si fa distinzione fra tre possibili tipi di equilibrio: 

a) posizione di eqjnlibrip^jtqblle. È una posizione S tale che, ajlpntanando 
difessa di abbastanza poco il pu nto materiale, esso tende a ritornarvi! 
Dal punto dì vista dinàmico, ciò slgriiTTca^hè lì risultante delle forze, 
nullo in S, in una regione intorno ad S è orientato verso S stesso (« forze 
dì richiamo»). 

b) p osizione d i equilibri o instabile. È una posizione / tale che, per quanto 
poco ji allontani da ^ssa il punto materiale P, esso tende ad allontanar- 
sene sempre pfu7 Dal puntò di vrslà^'din'amicórcìò^'sigriifica che li risul- 
tante delle forze, nullo in 7, è diretto in senso opposto (o comunque 
diverso) rispetto al vettore PI. 

c ) p osizione dì equili brio indifferente. È una posizione di equilìbrio N 
disposta al finte mòdi una~fègTone di spazio tutta costituita da punti di 
^uTJibrto. Il risultante dèTTeTòrzéT nullo non solo in N~, ma anche negli 
altri punti della regione circostante. 

Qualora il punto materiale sia immerso in un campo di forze conserva- 
lo, le condizioni dinamiche per i vari tipi di equilibrio si esprimono in 
. "laniera efficace e compatta in termini dì condizioni sull'energia potenziale. 



Posizioni di equilibrio 



Condizioni dinamiche per 
l'equilìbrio 




Equilibrio stabile 



Equilibrio instabile 
Equilìbrio indifferente 
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'ri-i ' - ■ 



Minimi 
le: equi 



dell'energia 
lìbrio stabile 



potenzia- 



Cominciamo co! considerare il caso in cui il punto materiale si muova 
lungo una traiettoria prestabilita, così da costituire un sistema con un solo 
grado di libertà: chiamiamo x Punico parametro necessario a descrivere il 
moto, e sia U(x) l'energia potenziale, di cui indichiamo in figura l'ipotetico 
andamento in funzione di x. Secondo la [IV.73], la componente della forza 
nella direzione x è data da: -— — - - 



Jx Òx 



[IV.73.a] 



dU 



r* 'K,- 



Le posizioni di equilibrio (f x = 0) sono quelle in cui = 0, cioè quelle 

■ Q x 

i n cui la t a ngente alla funzione U(x) sono orizzontali: nell'esempio di 
figura, ciò accade in ,v, , x 2t x,, dove la U(x) ha rispettivamente un punto di 
ma ?È m °>. di.jmmimo_e.jdi, flesso (dove la tangente alla curva interseca la 
curva stessa). Questi punti, dove la tangente è orizzontale, si dicono punti 
di stazion arietà. 

I ntorno a x , la forza è repulsiva. Infatti per x < x lt > 0 (U è ere- 

" 3x 
scente); pertanto_peMa^{iy.73.a] / ¥ < 0, cioè è opposta all'asse delle x, e 
dunque, rènde ad allontanare il punto materiale della posizione „v,. Per 
x > x,, risulta viceversa/, > 0; e dunque ancora la forza tende ad allonta- 
nare il punto dalla posizione X[. 

Un punt o di mass imo per l'energìa potenziale è dunque un punto di equi- 
libilo instabile ~ 

Conj^ionamento del tutto analogo si conclude che un punto in ad 
{ '?.S£l^JPOfénziale minima rappresenta una posizione dì equilibrio stabile. 

Infornò à una posizione di flesso, la forza risulta attrattiva da una parte 
(nell'esempio di figura, per x > x,); ma repulsiva dall'altra parte (per 
x < x 3 ); e ciò è sufficiente perché la posizione di equilibrio risulti instabile. 

Infine, affinché un certo intervallo rappresenti una zona di equilibrio 

indifferente, deve essere su tutto quell'intervallo 0 = f x = , cioè la fun- 

dx 

zione potenzjale_jieve ^essere costante in quell'intervallo. 

AnalogTii ragionaménti possono essere fatti nel caso generale di un 
punto che si muove liberamente nello spazio sottoposto a un campo con- 
servativo la cui energia potenziale sia U = U(x t y, z). Le posizioni di equili- 
brio sono quelle in cui le tre componenti del campo di forze siano nulle, e 
ciò comporta che sia 



/ - - . . / 

1 F ra le posizioni _in_cui queste tre condizioni sono soddisfatte, solo le posi- 
noni che ra ppresentano dei 'minimi per l'energia potenziale sono posizioni di 
I equilibrio stabi/e 

"Sonò posizioni di equilibrio indifferente quelle posizioni circondate da 

p. __ f \ ■ ■ un domini ° all'interno del quale l'energia potenziale sia stazionaria 

u - W - - : (costante). 

■\ / . Tu "e !e altre posizioni di stazionarietà (quelle che rappresentano mas- 

simi del potenziale, o quelle in cui il piano tangente interseca la curva 
U(x,y,z)) sono posizioni di equilibrio instabile. 
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Queste conclusioni valgono anche nel caso che sul punto materiale 
agisca, oltre al campo di forza conservativo, anche una forza di attrito che si 
oppone al movimento (cioè con direzione sempre opposta alla velocità). 

IV.12. La potenza 

Consideriamo un sistema fisico S che, esercitando delle forze su un p 0 ienn 
sistema materiale M in movimento, compie lavoro L I 
Si definisce come potenza (derogata a un certo istante dal sistema S il V 

r ?PP ori J?.. '" <ì' l <'tt'ista>ue fra il lavoro eie meni a re e il icmpo elementare in cui fi t-yM ■■> .-„■> • ? ,s r />/j-[ 
esso e sfato svolfoi. ■ - ... 

' ^Indichiamo con AL il lavoro che il sistema S compie nell'intervallo - '': .. V *V 

di tempo compreso fra t e t + At, si ha dunque ■■ !'■■' ' f< ■ 

.., AL dL 

Nel caso particolare che il sistema materiale M che subisce il lavoro sia un 
punto materiale, se ds è lo_spostamento elementare che il punto compie 
nel tempo elementare dt e /il risultante delle forze che agiscono sul punto 
stesso, si ha: 



àL = /• ds 



per cui 




dove v è la velocità del punto. La potenza, che a un certo istante agisce su un J ■ 7 : ' 
punto materiale in movimento è parlai prodotto scafare fra il risultante f delle "'" 
forze che agiscono sul punto e la velocità v del punto stesso. 
_ La potenza ÌVha le dimensioni di un lavoro diviso un tempo; nel Watt 
sistema metrico intemazionale S.I. essa si misura in w att W ( un watt è 
Pan a un Joule al secondo: 1 W = Houle/s). Una unuTdTmisura molto 

?Hr= U 7??w e i Ia 0 735 kW è mChe " CaVaU ° VaP ° re HP ' Par ' 3 735watt: Cav;lll ° va P° re 
Esempio ^ 

E.IV.23. Una automobile pesa 800 kg. Calcolare la potenza che deve erogare il ^ ° ^ 

ài;, motore per imprimere all'auto una accelerazione a = 3 m/s 2 alla velocità di 
36, 72 e 108 Km/lì. 

La forza esercitata dal motore è parallela alla velocità; dalla [1V.89] si ha per- 
ento: W = /. v = fx = m a\ = 800 Kg ■ • v , In corrispondenza delle tre 
^jocità considerate (pari rispettivamente a 10, 20 e 30 m/s, si ha: 

J Hi » 800 ■ 3 • 10 W = 24.000 W = 24 kW =. 32,5 Hp a 36 Km/h 
Wì = 800 • 3 ■ 20 W = 48.000 W = 48 kW = 65,0 Hp a 72 Km/h 
f 3 = 800 • 3 • 30 W = 72.000 W = 72 kW = 97,5 Hp a 108 Km/h 



Esercizi del capitolo IV 



IV. 1. Un corpo puntiforme di massa m = 0,2 kg si muove su traiettoria rettilinea 
con velocità v(r) = a + bt, con a e * costanti (a = ] m/s* * = 0 5 m/s 3 ) 
Quanto vale la forza applicata al corpo? Q ] ^ 

IV.2. Un corpo puntiforme è inizialmente fermo all'origine di un sistema di riferi 
mento cartesiano piano. Una forza F=(3/+2/)A' agisce sul punto 
(avendo indicato con itàji versori degli assi coordinati) e, nell'intervallo 
di tempo t = 5 s, ne causa lo spostamento fino al punto P(\2S nv 83 3 mi 
Calcolare la massa del corpo. ' ' h 

(Risposta: 0,3 kg) 

IV.3. Un corpo di massa m = 10 kg si sta muovendo su una traiettoria orizzontale 
con velocità v 0 = 3 m/s. quando una forza/costante inizia ad agire in verso 
opposto al movimento fino a fermare completamente i! corpo in 10 s 
Scorza? hnipillS ° de " a forza nei 10 5 in cui "S^e? Qual è il valore 

(Risposte: - 30 jV- s; - 3 jV) 

IV.4. Una forza orizzontale costante F= \Q N trascina due carrelli, di massa 
M - 1 kg ed m = 2 kg rispettivamente, collegati da un filo inestensibile e 
di massa trascurabile. I carrelli si muovono su un binario orizzontale 
Neil ipotesi che ogni altra forza sia trascurabile, calcolare la forza F che il 
lilo esercita sul punto A (gancio) del carrello di massa in. 

(Risposta: ],67JV) 

IV.5. Un'automobile di massa M = 1000 kg viaggia su una strada rettilinea oriz- 
zontale alta velocita v = 100 km/h. Quale forza frenante costante è necessa- 
rio applicare ali auto perché si fermi in 100 m? (Risposta . 3g58 ^ 

IV ' 6 ' \t^T SÌ mU ° Ve C ° n Vd0CÌta V ° = 10 m/s < 1 uand ° « salire lungo la 
linea di massima pendenza di un piano inclinato liscio, che forma un angolo 

L~I a r° n l , 0 T , ^ ontaI e. Tenendo conto del fatto che il piano inclinato, 

21 , Sa ? ( , C1 ° e P , r ' V ° di attrit0) non esercica sul cor P° forze tangenziali, 
calcolare la distanza / percorsa dal corpo sul piano inclinato, prima di arri- 
vare ad annullare la sua velocità. Calcolare anche la velocità con cui torna a 
transitare per il punto di partenza, alla base del piano inclinato. 

(Risposte: 10,2 ni; 10 m/s) 

IV ' 7 ' ment^Tn Ì?T g f?° SU PÌan ° or,zz ™^ Privo di attrito ed è inizial- 
orizzon 2u T k U " Cert0 ,Stante Sul corpo , a ^ isce una forza impulsiva 
co no s !,! breviss '™.<^ata <Af = 2- 1Q-* s) . Dopo questo colpo, il 

Huan n rr.?"/ 610 '^ V = 20 m/S " Calcolare ' in mod ° approssimato, 
di quanto s sposta il corpo nell'intervallo di tempo At = 2 ■ 10" f s in cui la 
forza impulsiva agisce sul corpo. ' , ! 

(Risposta: 2 cm) 

IV ' 8 ' m\ n DriSn e n ti Ìa , Un , S t SS ° dÌ maSS ? m = °' 2 k «' lealmente verso l'alto 
\TZZ ' T 11 bracC, °' Una forza costante » er un deci ™ ^ secondo, 
mano Sein n m ^ ^ * = 10 m > rispett0 al P um ° di Stacco dalla 
dTf n ™!! r' ? r "?n d ' ' n,Ziare a ricadere a[ suol °- Calcolare il valore 

SteW SS* m ° a ' SaSS °' " ella ÌP ° teSÌ ChC Sia trascurabile la 

(Risposta: 30 AO 

IV ' 9 ' aJri^°t™ m r\ = 1 kg è a PP°88 iato su un piano orizzontale privo di 

1 2 SS?,™ 'IT'" 11 fil ,° Inestensibile « ài massa trascurabile, disposto come 

EdSÌi?- r >na , ° ' Ung ° M plano da un cor P° di ™^ mi = 0,5 kg sot- 

un Ilo ^ d< r VÌtà ' Nel dispositi ™ considerato, il filo passa "opra 

muoT il ™In 6 f ? at ° 31 Piana Calcolare l'accelerazione con cui si 
muove U corpo „, e la tensione del filo. {Risposte: ^ ^ 



r 
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[V.10. 



rì™ 1,scl0 \ in f ,ma, ° dl « = 30° rispetto all'orizzontale, termina verso 
1 alto con un piolo liscio, su cui può scorrere, senza attrito, un filo inestensi- 

?J -M m f Sat [ aSCUrab ' le ' Che C0l[ega la niassa = 2 k g con la massa 
>n 2 - 4 kg. inizialmente il sistema è in quiete e da questa situazione inizia a 
muoversi sotto I azione della gravità. Ad un certo istante la massa m 2 urta il 

n™ t°f °i e Tn SC6Sa di Un tratto verticale h - 2 m - Calcolare lo sposta- 
mento totale della massa m, lungo iì piano inclinato, dal momento in cui 
inizia a muoversi al momento in cui arriva alla massima quota. 

(Risposta: 2 m) 



fo " T "7 b,la " Cia a moiIa ,ara,a - una Persona si pesa in un ascen- 
fm n C » h accelerazione vertical « « = 2 m/sl Se la bilancia indica 

un peso di 100 kgp, quanto indicherebbe se la pesata fosse fatta a terra? 

(Risposta: 83 kgp) 




IV. 12. 



Tre blocchi di massa m,, m 2 ed m } sono disposti come indicalo in figura II 
f»nn i i-Vh' 51 r° Ve '" 5 è orizzomale e P"vo di attrito. 1 pioli /> su cui slit- 
tano i fi], d, collegamento tra le masse non offrono attrito tangenziale I fili 
ono inestensibili e di massa trascurabile. Calcolare l'accelerazione co. cu 

llZZi n fiió e X e ' la tensione T| del trat, ° di fi!o CD 6 13 tension ™ *! 

(m, = 2 kg; m 3 = ] kg; m } = 3 kg) 




(Risposte: 1,63 m/s 2 ; 16,3 jV; 11,4 N) l o,/: dì attrito cincmatìc 



IV. 13. 



IV.14. 



Una forza di attrito dinamico si manifesta quando un corpo si muove a con- 
lo con un corpo esterno (per esempio quando un corpo si muove stri- 
scmndo su un piano). Schematizzando Attrito come una forza costante m 

s^eme%l e iema. emPre " ^ """""*' Spos ' a ™"^ ™*e re il 

nl^tjv h°- cilindrico , dì ™s™ m = <U kg può scorrere a contatto con 
un asta cilindrica verticale. Per effetto di una forza impulsiva (di durata pra- 

AT'if tr t aSCUrabl fV 1 manicott0 ' inizialmente fermo alla base delPas a 
viene lanciato verso l'alto e raggiunge una quota massima h = 3 m Succes- 
sivamente il manicotto ricade al suolo e io raggiunge con una velocità 
v - 5 m/s. Calcolare il valore / dell'impulso della forza di lancio. 

(Risposta: 2,89 Ns) 

vallo n dnI™^r SSa T* ™ zia ' mente kim * viene a PPlìcata, per un inter- 
vallo di tempo che va da / = 0 (istante iniziale) a f = /*, una forza di dire- 
te verso costanti il cui modulo dipende dal tempo secondo la legge 

r 0 $enat, dove F 0 ed a sono costanti 
Calcolare ,1 lavoro compiuto dalla forza twirmteTvaHo di tempo considerato 




WWWWVW 



1 kg; / = — S ; F 0 = ÌON; « = „ 

(Risposta: 1,26 J) 



IV.15. 



senz? a a tr r t Un fi '° ines,ensibi * « * ™" a trascurabile" he può scoL j 
Sem? T ? Un S T° rt ° semi ciiindrico S di massa M 5 = li kg. S 
Mentre le ma Tm ed* M dinamometro »»«™> sostegno fisso 

(Risposta: - 157 jV) 
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IV 16. ^ n corpo puntiforme di massa m = 1 kg si muove su traiettoria rettilinea 
lungo Tasse x per effetto di una forza conservativa di energia potenziale 
U (x) data dalla relazione: 

U(x) = ~ -~ con A = 10 ìm 2 e B = 5 ìm, 

Graficare la funzione U(x) per x > 0 e, sapendo che il massimo valore che 
assume la velocità del corpo è v MAX = 3 m/s, calcolare l'energia meccanica 
totale E del corpo e la forza sul corpo quando la velocità è massima. 

(Risposte: 3,87 J; 0 N) 



IV.17. Un punto materiale si muove su traiettoria rettilinea (asse x) per effetto di 
una forza conservativa la cui energia potenziale è U(x) = Ax 2 — Bx* con 
A = 10 J/m 2 e B ~ 2 J/m 4 . 

Graficare la giunzione U(x). Individuare le posizioni di equilibrio nella 
parte positiva dell'asse .v. Di che tipi di equilibrio si tratta? 

(Risposte: .v = 0; .v = 1,58 m) 



IV. 18. Un punto materiale di massa in = 2 kg si muove su una traiettoria rettilinea 
(asse _y) essendo sottoposto ad unii forza conservativa dì energia potenziale 
U(x) — Ax 2 . Se il punto passa per l'origine con velocità v Q = 4 m/s, diretta 
verso la parte positiva dell'asse .v, dove si ferma? 
(A = 4 J/m 3 ) (Risposta: x = 2 m) 



IV. 19- Un punto materiale di massa m — 0,2 kg sì muove lungo l'asse .v per effetto 
di una forza conservativa di energia potenziale U(x) = ax, con a = 1 J/m. 
Se il punto viene lasciato andare da fermo nella posizione di ascissa x* = 2 m, 
con quale velocità passa per l'origine dell'asse a-? (Risposta: 4,47 m/s) 



Forze intermolecolari IV.20. La forza tra due molecole dipende dalla loro mutua distanza ed è descritta 

dall'energia potenziale (di Le nnard- Jones): 



dove A e B sono costanti ed r è la distanza tra le due molecole. Calcolare la 
distanza di equilibrio r 0 , sapendo che fi = 3 ■ IO -10 m. 

(Risposta: 3,37 • IO"" 10 m) 

IV.21. L'energia potenziale di un campo di forze conservativo è, in un riferimento 
cartesiano, U(x,y, i) = — x 2 — xy + z 2 . Nel punto P(l,0, 0), qual'è l'an- 
golo formato dalla forza con l'asse a:? (Risposta: 26.6°) 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo IV 

IV.l. Dalla velocità ricavare l'accelerazione. Poi applicare il secondo principio 
della dinamica. 



1V.2. Applicare la relazione vettoriale che rappresenta il secondo principio della 
dinamica nel sistema di riferimento scelto. Per successive integrazioni, rica- 
vare lo spostamento in funzione del tempo e, da questo, la massa. 



IV.3. È conveniente usare il teorema dell'impulso. 
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li 



1 V ' Sta del a f ° rZa F ll sistema dei due irretii può essere consi- 

derato come uà singolo corpo dì massa ( m + M), La forza j^, invece può 

massi C ° me rUtlÌCa responsabile dd moto del cingolo carrellai 

IV.5. È conveniente usare il teorema dell'energia cinetica. 

JV.6. Applicare il teorema dell'energia cinetica, sia alla fase di salita (ricavando /) 
sia alla fase di discesa (ricavando v f ). A 

1V.7. L'approssimazione consiste nel considerare attiva una forza impulsiva media 
nell intervallo di tempo Al Utilizzare le proprietà dell'impulso e del lavorò 

,V ' 8 ' ?Ìt??° S f CenZa de " a qU ° ta Si dcava la velocità di Supponendo 

f,n T 3 eS f rC,tata dall ' UOm ° SUl SasS0 durante » land °, ^Plicare il 
teorema dell'impulso per ricavare la forza. 

IV ' 9 ' ?r»ÌÌT e Ìl Tì° delle m3SSe "" ed '»> come se fosse ™ dei corpi singoli 

mini rii ri?? Ù1 ° C ) OmS 1 P 1 0nde aNa r ° r2a Che 11 ni ° esercìta stille masse Sei 
punti di collegamento alle stesse. 

,V ' 10 ' edZ^n^ dÌ SÌ SV0 ' ge in dUS fasi ' una con accelerazione positiva 
r r d , accelera210ne negativa. Il calcolo dello spostamento di m , è faci- 

litato dall'uso del teorema dell'energia cinetica. 

IV ' U ' riLhame da illpT a , Un ,? ÌSte ? a . d . i "ferimento non inerziale e misura la 
risultante delle forze (reali e fittizie) applicate alla persona. 

IV.12. È conveniente, mediante la schematizzazione di corpo singolo ridursi 

S TwiSSF di dinamica dd punt0 ' relat Jaì[e *™ 

IV ' 13 ' disSriSSL'ff^ 11 te ° rema deirener S ia cinetica alle fasi di salita e 
Zw^' t cendo attenzione ai segni del lavoro della forza peso e del lavoro 
dell attrito. Utilizzare anche il teorema dell'impulso. 

IV ' 14 ' m^ a f 1< ì 0lare l la Ve ' 0CÌtà de ' corpo in fun2i0ne del «empo. Successiva- 
mente calcolare il lavoro, per esempio tramite il teorema dell'energia cine- 

È IV ' 15 ' tertS'tSS 1 ^ 16 ^fr, V M > trasmet ">"° sul supporto sono 

ife di 5Kr ne °- Per a support ° s si traua di situazio,ii 

É^ 16 ' ««S? Hf 0 ?!^ dÌ nervazione dell'energia meccanica 7"+ U = £ed 
8|;„, . osservare che, laddove T è massimo, t/ è minimo. 

i^-"- L'equilibrio corrisponde a situazioni di massimo o minimo di V(x). 

plP 8 ' Si conserva l'energia meccanica totale: T+U = E. 

7^- 19 - Procedere come nel problema IV.18. 

Sltergt potenziale."" 3 * " ^ SÌa nU!a la derivata 

f l ' Se 0 !^ le , comp ° nemi cartesiane della forza nel punto P e da queste rica- 
l ' a|c i angolo richiesto. 



Capitolo quinto 

Le leggi delle forze 



Bilancia di torsione 



specchietto per 
evidenziare 
torsioni 





vista 
dall'alto 



Nel paragrafo III.7 abbiamo anticipato come le .leggi delle forze siano 
riconducibili a pochi principi fondamentali. In effetti,Tu«è~TTTbTzé~crie"~si 

i rflaHifespiw^ praticamente riconducibili alla 

gravitazione o ad azioni elettromagnetiche; oltreché, naturalmente, a forze 

'apparenti (vedi par. III.8) quando per un motivo o per l'altro il moto venga 
descritto in un sistema di riferimento non inerziale. 

Le azioni elettromagnetiche che si esercitano fra oggetti che siano 
dotati di carica elettrica o di magnetizzazione, o che siano sede di cor- 
renti elettriche, verranno trattate nel volume dedicato all'elettromagne- 
tismo. 

Abbiamo già accennato, tuttavia, che azioni elettromagnetiche sono 
presenti anche fra oggetti elettricamente neutri, e privi dì correnti elet- 
triche, a causa del fatto che le cariche elettriche positive e quelle negative 
all'interno di un oggetto macroscopico sono dislocate - a livello microsco- 
pico - in posizioni diverse. 

La trattazione di queste forze potrebbe, in linea di principio, essere 
ricondotta alla interazione fra i costituenti microscopici, elettricamente 
carichi, della materia: tuttavia, per la maggior parte dei fini pratici è con- 
veniente ricorrere a una descrizione fenomenologica, che consente di 
esprimere le forze in termini approssimati, mediante parametri macrosco- 
pici. 

In questo capitolo, oltre alla forza gravitazionale, discuteremo la feno- 
menologia di due importanti categorie di forze la cui natura è riconducibile, 
a livello microscopico, ad interazioni elettromagnetiche: le cosiddette forze 
c/astiche, e le forze di attrito. Altre forze della stessa natura (forze di pres- 
sione nei liquidi; fenomeni di attivo interno nei fluidi in movimento; e le 
forze di resistenza dei mezzo che un fluido esercita nel moto di oggetti in 
esso immersi) verranno discusse nel capitolo dedicato alla meccanica dei 
fluidi in questo stesso volume. Mentre le forze di pressione esercitate dai 
gas, e la loro relazione con i fenomeni termici, verranno discusse nel 
volume dedicato alla termodinamica. 



V.l. Le leggi della gravitazione universale 

Storicamente, le nostre conoscenze a proposito della forza di gravita- 
zione si sono sviluppate a partire da osservazioni astronomiche relative al 
moto dei pianeti. Queste misure cinematiche, riassunte da Keplero in tre 
sintetiche leggi, furono il punto di partenza dei ragionamenti che portarono 
Newton a formulare il secondo principio della dinamica (eq. III.5), e ad ipo- 
tizzare 1 espressione corretta per la forza di gravitazione che mutuamente si 
esercita Ira due masse puntiformi. Solo più tardi l'ipotesi di Newton fu con- 
tortala anche da misure dinamometriche statiche eseguite in laboratorio 

Noi qui, tuttavia, procederemo all'inverso. Enunceremo in questo para- 
grato la legge della forza gravitazionale immaginando che essa sia stata 
dedotta da misure statiche di forze eseguite in laboratorio; e discuteremo le 
proprietà che discendono da tale legge. Nel paragrafo V.3. enunceremo le 
eggi (cinematiche) di Keplero, e vedremo che esse sono coerenti con la 
legge che esprime la forza di gravitazione universale 

Dato dunque un oggetto puntiform^djjnassa mantenuto fisso nel 
^oratorio poniamo _m,. sua .presenza un secondo oggetto puntiforme di 
massa^ Prendiamo un sistema di riferimento con origine nella posizione 
occupata da M\ sia ni vettore posizione della massa m. Disponendo di un 
dinamometro dotato di grande sensibilità, si riscontra che la massa m 
subisce ad opera di A/ una forza di attrazione/ La forza/risulta proporzio- 
nate alla massa m, e dipende dalla posizione 7' di m rispetto a M 



f = §(r) • m 



(V.l] 



Il vettore g(T) - fim rappresenta la forza che la massa M esercita sulla 

™SZ Tw!T f ÌS '°'? ne dett0 ^ Ma jorca gravitazionale 
esercitata da M, e il suo valore dipende dalla posizione 7. Essendo la forza 
attrattiva la direzione di g è uguale e di verso opposto rispetto ad r mentre 
il suo modulo risulta proporzionale alla massa Me inversamente proporzio- 
nale al quadrato della distanza /■ fra le due masse* 



8(7) = - 



GM 



[V.2] 



dove r indica il versore di r. 

Gjjtetu^ cost ante d i gr avitaz ione universale. . ha valore pari a 



G = 6,66 • 10 



Nm 2 
kg 2 



La costante G non dipende dal materiale di cui le masse m ed M sono costi- 
dei £' rv ™™ n & alc mezzo < fluid °) in cui esse siano immerse. In virtù 

e«Ì J K 3 forza ^ e( l' [V.l]) che la massa m subisce ad opera di M può 
essere scritta come 
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La bilancia di torsione, usata 
da Cavendish, consta di un Il- 
io /, capace di reazioni elasti- 
che alla torsione (evidenziabi- 
le con opportuna amplifica- 
zione ottica), che sostiene un 
equipaggio AB al quale sono 
appese, a quote notevolmente 
diverse, due masse sferiche 
uguali m, ed m 2 . 
Due grosse masse A/, ed 
uguali tra loro, sono poste in 
vicinanza di m, ed m 2 rispetti- 
vamente. Il disivello tra m, ed 
"f : ha lo scopo dì rendere pre- 
valenti le interazioni di \f, su 
Wi e di -1A su w 2 , rispetto alle 
intera/ioni di su m 2 e di U 2 
su Per la disposizione geo- 
metrica scelta, sull'equipaggio 
della bilancia dì torsione si 
esercita una coppia di forze 
che produce una torsione del 
lìlo, dalla quale sì risale al va- 
lore delle forze e della costan- 
te G |V.2], 



Campo della forza gravitazio- 
nale 




Costante di gravitazione uni- 
versale 



_ GMm „ GMm _ 
J : — r = — r 



rvi . Legge di gravitazione univcr- 
lv " ) - 1 sale 



JfJ^^ 1 ^ 0 ^^ forza radiale (o centrale): in coordi- 

no polari, 1 unica componente diversa da zero è quella secondo r y mentre 

'-fai -"V .MQAl/^ -> r-l. / , ~. 



o 




sono nulle le componenti secondo 6 e $ (i versori r, 6,<p sono stati definiti 
nel par. IV.8.4): 

GMm 

.. . . .-.U f f - — i fi = 0 > 4 = 0 [V-4] 

In coordinate c a rtesiane , le componenti f,f,f. della forza gravitazionale 
, t( .r poss ono essere~~im mediatamente ricavate dalla [V.4] tenendo conto che 
/' = i/ x 2 + x 2 + z 2 e che le componenti di ?sono rispettivamente x\y t z. Si 
ottiene: 

f = - GMmx GMmy 

] ■ Jx (x 1 + v 2 + z 2 f /2 ■ ~ (x 2 + y 2 + z 2 f n 

r « [V ' 51 
G M m z 

Il campo di forze gravitazionale è definito per qualunque valore di x,y,z 
escluso che nell'origine; è inoltre facile verificare, derivando le [V.5], che 
con- esse soddisfano le condizioni [IV.61J: il campo di forze yavitazionalc'Twi 
campo dì forze conseiyativo ■ - 

Questa stessa conclusione può essere raggiunta anche direttamente 
rifacendosi alla definizione di campo di forze conservative: dimostrando 
cioè che il campo di forze grayitazionale (come del resto qualunque campo 
fH^Kj* 1 " n ^ualc cioè sii f t '=~J\r); fé =/* = 0) compie 'un lavoro indi- 
jpendente òaira traiettoria, e funzione solo della posizione A di partenza e B 
pi arrivò. 

Si ha infatti: 

, [ B GMm . ^ „ f* dr / I 1 \ 

L ~ \ ~2 — r- ds = - GMm\ — j- = + GMm fV.6] 

ÌA r J -« >' Vb r A f 

Nel calcolo^ de Ile [V.6J abbiamo tenuto conto del fatto che la proiezione di 
ds su f (ds - f) dà semplicemente la variazione dr del modulo /• di 7; e 
inoltre del fatto che 

144-*---! 



2 \r~ 2 dr = -+cost (vedi appendice A). 



Confronta ndo la [V.6] con la [IV.60] vediamo che il potenziale ideila forza 
gravitazionale" e datò da 

GMm 
V = + + cost 

r 

Il valore della costante viene di solito posto uguale a zero per rendere 
questa espressione la più semplice possibile. L'energia potenziale U = - V 
è allora data da: 

t'' f f ':\ r ' u (r) - - ™ol [v.7i 

e risulta tendere a zero all'aumentare indefinitamente di /■ (o, come si dice, 
è «nulla al lìmite di r infinito»). 



\ 
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Esempi 

E.V.1. Vii meteorite di massa tu = 2 tonnellate proviene dallo spazio con una velo- 
cità v, = 5000 m/s, e passa a una distanza minima dalla Terra r„ = 60.000 
km. Quale è la forza di attrazione f a che esso subisce ita parte della Terra ne! 
punto di minima distanza, e quale è la sua velocità v„ in tale posizione? Con 
anale velocità y, si allontana verso lo spazio? (La massa della Terra è 
Mi = 5,97 ■ 10 U kg). 



Si lia dalla [V.3] : 

6,66 ■ IO" 11 



_ GAI in 
Jo ~T~ 



Nm 1 



5,97 ■ IO" kg -2 ■ IO' kg 



(60 • \0<y nr 



2,21 ■ 10 : A' _ 



Per il calcolo della velocità v 0 , usiamo il teorema di conservazione dell'energia 

— m\ 2 + U = costante. Quando il meteorite è molto lontano dalla Terra, sìa in 

fase di avvicinamento che in fase di allontanamento, l'energia potenziale [V 71 è tra- 
scurabile; per cut si ha: 




2 

Da qui vediamo che v-, 



mvi = 



m v' 



da cui 



v£ - v 2 , + 



1 2 
~2 "' v o 

inoltre: 

= J_ 
2 

2 GM 



GMi 



1 



m vi 



m v; + ■ 



GMm 



= 25 ■ IO-" 



m 

s* 



2 - 6,66 - 10" 



Nm 1 

kg 3 



5,97- IO 24 kg 



nr 



60 ■ 10" ni 



(25 • 10" + 13.3 ■ 10*)-^ 
s 



Dunque 



v 0 » 6190 — 
s 



E.V.2. Sapendo che la Luna compie la sua rivoluzione intorno alla Terra in circa 27 
giorni e un quarto, e conoscendo la massa Mj della Terra e la costante G di 
gravitazione universale (vedi esempio E.VA), calcolare il raggio dell'orbita 
lunare nell'ipotesi che la sua traiettoria sia circolare. 

Poiché la forza [VJ] subita dalla Luna è orientata verso la Terra, e dunque 
verso il centro della traiettoria circolare, anche l'accelerazione della Luna sarà pura- 
mente centripeta; e dunque nell'approssimazione di traiettoria circolare il moto 
sarà anche uniforme, essendo nulla la componente tangenziale dell'accelerazione 
L equazione del moto si scrive dunque 



/ 



m<s> r 



cioè 



GMj m r 
'■ — 72 



- indi • -r 
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dove m è la massa della Luna e /■ il raggio della sua orbita; da cui: 



Essendo 



G = 6,66 ■ IO" 11 
2 jt 



Nm 2 
kg 2 

2 ic 



■; M T = 5,97 ■ IO 24 kg; 

= 22,68 - 10~ b sec~' 



T = 27,25 • 8,64 • IO 4 sec 

(un giorno contiene 24-3600 = 8,64- I0 4 scc). Sostituendo si ottiene 

/■ 3 = 55,3 • IO 24 tir 1 ; da cui r = 381.000 km 

In realtà, durante la sua rivoluzione intorno alla Terra, la Luna ha una distanza 
dalla Terra stessa che varia fra 356.410 km e 406.670 km, con un valore medio 
/' = 381.540 km, in ottimo accordo con il calcolo approssimalo da noi effettuato. 

V.2. Il teorema di Gauss e il campo gravitazionale generato da 
una massa avente simmetria sferica 

Consideriamo un campo vettoriale V(J) = V(x, v, z), cioè un vettore inespresso 
in (unzione della posizione. Consideriamo inoltre una superficie geometrica S 
disposta entro il campo vettoriale. Considerato un elemento dS della superficie 5 
definiamo il vettore dS come quel vettore che ha come modulo l'area dS dell'ele- 
mento di superficie e come direzione quella del versore n normale alla superficie 
elementare dS. 

dS= dSiì 

Il verso di n viene scelto convenzionalmente, assegnando una faccia positiva 
(ovvero un verso convenzionale) alla supeficie S. 

Si definisce come flusso elementare rf* del vettore V attraverso l'elemento di 
superfìcie dS la quantità 

d<b = V- dS = V- ndS = VdS cos e 

Flusso di un vettore attraverso Dividiamo ora l'intera superficie S in tanti elementi di superficie dS Si definisce 
una superficie come flusso 3» del vettore ^attraverso la superficie finita S la somma dei flussi ele- 

mentari attraverso gli elementi di superficie dS in cui S è stata suddivisa, al tendere 
a zero dell area di ciascun elemento dS: 




Flusso elementare 



Integrale di superficie 



$ = firn Y V- itdS 

Il limite di questa sommatoria (detto inumale dì superficie) viene indicato come 
segue 



[V.8] 



* = l V • dS 



Ci proponiamo ora di calcolare il flusso del campo gravitazionale g (generato da 
una massa puntiforme M) attraverso una superficie chiusa S contenente M al suo 



foSmentT^I f*i«™™nte verso l'esterno: con questa convenzione sul- 
I orientamento di S il flusso viene detto flusso u.wme da S. 



, g- dS = I g(dScose) = -GM 



IV.9J 



Nello scnvere la [V.9], abbiamo tenuto conto della espressione [V.2] di g Con dS 
abbiamo mdicato la quantità dS cos 6. Dal punto di vista geometri co dS Zi e" 
£!S«? ? r0 ' e2IOne d f element0 di '«Perfide dS sulla sfera di "ragg V o n a Itn 
So in r Z, ° ne ^ SUPerfide deNa Sfera imercettata dal cono^elem'eniare con 

Notiamo ora che, fissato un determinato cono, il rapporto^- fra l'elemento 
lLT rfl0Ìe Sferica <! S < che esso intercetta e il quadrato r 1 del raggio r della sfera 
de£ 'sfera™ qUa " ,lta d ° ^ mh del cono > -dipendente dal raggio 3 - 



Le leggi delle 
I-lusso uscemc 




Anuolo solido 



d£ì 



dS 



— > — 



[V.10J 



U^rcVdT^T 31 C T dÌ , due rette Che Si int^cano nel piano: il rapporto 
due rene ' ° ,ndipendente dal e rappresenta l'angolo dì fra le 

In virtù della (V.10J, il flusso [V.9] si scrive dunque: 

* = - Gm\ dQ 



-j- r ■« " jet juj/vjian- iman; o„ (il 

raggio /■ della sfera stessa. In definitiva dunque: 



GMAn 



Come risulta dalla JV.11], 



[V.ll] 



pumiformv \l », ■ < '' ilJh,sso , d( ' ! a " u l )0 WivHuzumuiv £ ^ncraw da una massa 
n o ™/ /' d<1 Zf <t"« h "></"<- WrJhù- ^ <v*M S a M al sua ìnnnw. è 
ònZcZn fi T X ° <'<*'« l'osi^u- </* la u,a,,a M „*„,,<, 

massa i T™ ^ tUtt ° ana '° Sa SÌ dÌnl0Stra che < »«"« » 

massa M e esterna alta supafidc S 

tivo a" e flL 0 S s r o SUlta, °' SU ° COmpieSS0 ' Va sott ° 11 "«me di u-on-ma di Gauss pela- 
la non'SfwL?"™, P ^ eSSe ^ faCMmente ^neralizzato al caso che la massa M 

numTo T^ZSS^T ct T coì considerare 11 caso di un «*> 

eJZ n T m S, erÌC0 , /,,ÌI campo gravitazionale totale (cioè la forza risultante 
sornm, H,? !! Sa Unitana Duntlforme daj| e masse A/, , M 2 , ... M„) è dato dalla 
somma dei camp, gravitazionali generati da ciascuna delle masse: 

Sir) = +h(T 2p ) + ...^(F^) [V .I2] 

*i°Z/Ìatìl?TliS qUa ' UnqUe SUPerficÌe ChÌUSa ^ Sarà daU > daIla s °<™ a 
Qlli „ !f '. re atlV1 ai , singoli campi gravitazionali generati da ciascuna massa- e 

Eemass Ir? ^ dat0 da " a ^ 1] - d0ve COn " si ""*?d«T somma d 
Per una™ " n T^° rmi cont u enute Gl'interno di 5. Lo stesso risultato vale anche 
Sn grandT nl^ ^' ^ PUÒ eSsere im maginata come suddivisa in 

li ì -V dl parCl ' c,ascun a Piccola quanto si vuole 
essere t , e ° rema 1' GaUSS res P r «sione [V.2] del campo gravitazionale può 





"R'orcnia di G:iuss 
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Consideriamo dunque una massa M estesa: supponiamo che essa abbia simme- 
tria sferica, e sia tutta contenuta entro la sfera di raggio R. Consideriamo anche una 
superficie geometrica sferica, concentrica con la prima e di raggio r > R. Calco- 
liamo il flusso del campo gravitazionale g(r) uscente dalla sfera di raggio 

Per ragioni di simmetria, il campo g(r) sarà lo stesso su ogni punto della sfera: 
esso non dipenderà cioè dal raggio vettore r, ma solo dai suo modulo r 

gir) = g(r) 

Inoltre, sempre per ragioni di simmetrìa, il campo gir) in ogni punto non può che 
essere orientato secondo il versore /■ del raggio, e in verso opposto ad esso (forza 
attrattiva) 

gir) = ~g{r)r [V.12] 

Tenuto conto di ciò, il calcolo del flusso di g uscente dalla sfera può essere eseguito 
in maniera assai semplice ricorrendo alla definizione [V.8]: 

* = g-dS = \ -sii) f.dS = ~s(r)\ dS = -gir) 4nr 2 [V.I3] 

Nei passaggi intermedi, abbiamo tenuto conto del fatto che gir) è costante su tutta 
la superficie sferica e può pertanto essere portato fuori dal segno di integrale; e 
inoltre del fatto che /• e dS sono fra di loro paralleli. 

Usando ora il teorema di Gauss, possiamo uguagliare la [V.13] e la [V.l 1] otte- 
nendo: 

— g(r) 4rc r 1 = — G M 4 ti 

da cui 

, GM 
gir) -p- 

per cui in definitiva la [V,12] diviene: 

li?) = -~r'r ir > R) [V.14] 

espressione che coincide con la [V.2], Una massa estesa dotata di simmetria sferica 
Campo gravitazionale genera- genera al suo esterno lo stesso campo gravitazionale generalo da un oggetto punti- 
to da una massa estesa sferica forme di pari massa disposto a! muro della sfera. 

Con ragionamento analogo si può calcolare il eampo gravitazionale presente 
all'interno della massa sferica. Considerata una sfera geometrica di raggio /■ < K 
calcolo del flusso $ uscente da essa può ancora essere effettuato come nel caso pre- 
cedente, prevenendo ancora alla [V.13]. Quando tuttavia si applica il teorema di 
Gauss, va tenuto conto del fatto che nella [V.l 1] va posto, a) secondo membro, solo 
la massa m(r) contenuta all'interno della sfera di raggio r. 
Si ottiene in definitiva 

i{ r) = - - r {r < R) [V.15] 

Ricordiamo che i risultati [V.14J e [V.15] valgono per una massa dotata di sim- 
metria sferica: una massa cioè contenuta dentro una sfera e avente, all'interno della 
sfera, una densità dipendente dal modulo r del vettore posizione r, ma non dal vet- 
tore posizione F stesso. Un caso particolare notevole si ha quando la massa sfericaè 




omogenea cioè quando la sua densità è costante {indipendente dal r) Allora la 
massa contenuta entro un certo volume è proporzionale al volume stesso * per cu! 

~T nR R 

Sostituendo nella [V.15] si ha 

S(0 = jj-r (,</f) [V .16] 

Mettendo insieme la [V.16] e la [V.14J, si ottiene per g(r) l'andamento mostrato in 



Esempio ~-h i, V£(.Oc (1 A >- 



E.V.3. 



Quanto pttt velocemente un grave viene lanciato verso l'alto, lama più in alto 
esso amva prima di ricadere. Esiste una velocità limite v, tale che s vare 
viene lanaato con velocità v > v a . esso arriva tanto ti, alto da sfuggire alla 
attraine terreste, e si allontana allora sempre più dalla Terra. La vehZ 
ZZ¥ r ' e r, e "f V^i'àJ'tea». Trascurando la resistenza dell'aria, e 
considerando fa Terra un sistema inerziale, calcolare \ f . 

□ ue é'ss^rlT 1 ' inizia,meme su,,a su P e rficie terrestre, e la Terra non può dun- 
ahhif ! ■« T C ° me Un ° Sgett0 P unt ifcrme. Tuitavia, si può ritenere che ess ) 
abb m simrrBi na^pratjcgment^sferica, per cui il campo gravitazionale ci e e • , 
genera mtorno a sé è dato dalla [V.,4j. con V/ massa della tetra e r Sktanza fi" a 

KrSS ^ 0 -^-- 11 »™ è ^ S og g etto a alTa ?£ 
conservativa) [Vj], la cui energia potenziale è la [V7] 

fiPj^ hiamo ad essojl teorema di conservazione dell'energia 

della ier^ sua distanza dal centro 

- I errd e pari ai . ra SSio icrrestre-^rd.mqu? la sua energia .(Male e: 

£ _ 1 2 _P M m 



2 mv > R 7 



vdocìta di fuga v,, ciò 

r iti curab ÌTJS?^ ClW 1 -^ne ddìa at.rn^one'.errestre 
trascurabile. A tal puntoJa^ua_energia potenziale sarà nulla, e gli resterà solo 

energia cinetica — /«vi, dovè con v w indichiamo la velocità con cui contìnua a 

'Sere^" 3 """^ *' " — 



£ L ,„ v 2 GMm 1 



JS£.ff^^ positivo; affinché dunque il 

Sé Va m-fin,.o; 7aleloc,.Fcjn?nao- clevlTelsere sufficientemente elevata 



horné « -r/ £-4-™^--^- > 0 

"7 



I n corrispondenza del segno di uguale, si ha la velocità di fuga (il grave arriva 
all'infinito senza energia residua). Numericamente si ha: 



v = \l 2 GM _ ]j 2 -6,66- "T" -5,97- 10" ' 
» VUÓ-IO*-^ = 11.200-52- = 40.000^2. 



s s 



È opportuno fare Je seguenti osservazioni: 

a) Impres sio ne [V.3] perJa_forza gravitazionale è corretta solo se il corpo, di 
rnas|a~M"1ia simmetria sferica e se il corpo di massa m è piifi/ifonuc7Si 
anche il corpo m è esteso, allora ogni suo elemento di massa dm è sotto- 
posto alla forza [V.3]. Due diversi elementi di massa dm, e dm 2 sono sot- 
toposti a forze diverse e diversamente orientate essendo entrambe 
dirette verso il centro C della massa sferica. Qualora interessi calcolare la 
forza attrattiva risultante subita dalla massa estesa m si dovrà calcolare il 
risultante delle forze elementari. Il risultato non è semplicemente 
espresso dalla [V.3]. 

b) I l procedime nto adottato per risolvere l'esempio E. V.3. è corretto solo 
n 5Ì!lLP°* e ?! (evidentemente soddisfatta in quel caso) che la massa m del 
grave sia molto piccola rispetto alla massa M T della Terra: m « M T . 
Vedremo infatti, quando discuteremo la dinamica dei sistemi di punti] 
che se un corpo subisce una certa forza ad opera di un altro corpo] 
quest'ultimo subisce ad opera del primo una forza uguale ed opposta 
( principio di lazione e reazio ne). Se uno dei due corpi si muove, in un 
sistema inerziale, soggetto atta forza esercitata dall'altro, quest'ultimo si 
muove sotto l'azione della forza esercitata dal primo. Poiché a parità di 
forza l'accelerazione è inversamente proporzionale alla massa, solo nel 
caso che uno dei due corpi abbia una massa molto maggiore deffaltroe 
lecita l'approssimazione di considerarlo fermo nel sistema inerziale 

.[ scelto. In tutte le considerazioni che faremo in questo capitolo suppor- 
remo che questa approssimazione sia sempre valida (ad esempio la 
massa M s del Sole è circa 3,3 • IO 5 volte più grande rispetto alla massa 
M T della Terra, e circa IO 3 volte maggiore della massa di Giove, che è il 
pianeta più massivo del sistema solare). Nel capitolo dedicato alla dina- 
mica dei sistemi vedremo quale semplice correzione debba essere intro- 
dotta nel caso che le due masse siano confrontabili. 

c) Sempre rifacendoci all'esempio E.V.3., notiamo che qualora la velocità 
^i^XiA^inferiHl^L 3 ^ 6100 '^ di fuga. alloran^ua'TnTrgTaToTaie 

c ~ 2 mV " r — — In tal caso si usa di re che il grave 

costituisce . un .sistema legalo alla Terra. La caratteristica dei sistemi legati 
e quella di avere energia totale negativa: è negativa, ad esempio, l'ener- 
gia totale di un satellite che orbiti attorno alla Terra; o l'energia totale di 
un pianeta che orbiti attorno al Sole 



V.3. Le leggi di Keplero e la loro giustificazione dinamica 

Analizzando i risultati di osservazioni astronomiche sul moto dei 
pianeti (m particolare di quelle effettuate dal suo maestro Tycho Brahe 
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(1546-1601)), Giovanni Keplero (1571-1630) giunse a formulare le sue tre Leggi dì Keplero 
famose leggi empiriche, che si enunciano come segue: 

I. I pianeti co mpiono, n el loro moto intorno al Sole, orbite piane di forma 
ellittica, di cui. 3 Sòlè~ òccu pa uno dei fuochi. ' 

li. Il moto dei pianeti avviene con yclochàjin^^ ciò significa Velocita areoLire „:,.-."/ 

che i) raggio vettore, scelto con origine nel Sole, spazza aree uguali in 
tempi uguali. 

HI. Per i vari pianeti è costante il rapporto fra il .quadrato del perìodo 7" di 
rivoluzione e il cubo del semiasse maggiore., a dell'orbitar 



-=£ = costante (uguale per tutti i pianeti) [V.17] 



Queste leggi empiriche, di carattere cinematico, possono essere tutte 
dedotte dalla legge [V.4] della gravitazione universale. 

a) Orbila pian a e velo cità orco/fi re costarne sono conseguenza del fatto 
che la forza; gravifazjfi&alé che. iLSoIe. esercita sui" pianeti è una forza cen^ 
trMeVTeftàn'to, scegliendo, come polo il Sole stesso, il momento m= rxf 
della forza è nullo (r ed/sono fra dMoro paralleli, o meglio antiparallelij. 
La [IV.28] diviene dunque (essendo r, v ed in rispettivamente il raggio vet- 
tore, la velocità e la massa de! pianeta): 

! dp _ _ 

i —t~ =0 da cui p = rx mv = costante . ^' i 




Il fatto che l'orbita sia piana segue dal fatto che la dire-ione di p è costante: 
!".cnetti,jaj^ crie contiene re v; e se la 

direzione di p non cambia, non può cambiare la giacitura di tale piano. Il 
fatto che la velocità areolare è costante è invece conseguenza del fatto che è 
costante il modulo'dì p. 

Come vediamo in figura, l'area A spazzata dal raggio vettore ? nell'in- 
tervallo elementare di tempo A/ è data, a meno di infinitesimi di ordine 
superiore, da 



A.A = — r - As ■ sin a 



— \rx As\ 



Infatti re Ai • sin a rappresentano rispettivamente la base e l'altezza del 

^angolo cui AA si approssima a meno di infinitesimi di ordine superiore. 

r dA 

La velocità areolare A' = vale dunque: 



Orbila piana 



Assena 




A = lim— — 



— lim — 

A f -o 2 



- Ai 

T X 



At 



~\rx v| 



l>d I ^ e '* S ' Vede ' ve L ocità are0,are A ' risulta essere proporzionale al modulo 
|P ai p (p = m\rx v|); la costanza di p implica dunque la costanza di A'. 



Ve foci là areolare costarne 
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Dimostrazioni che 
ellittica 



l'orbita è b) Traiettoria cliiui ca. HJatto che la traiettoria sia ellittica può_e_s§ere 

dimostrato a partire daTTeoréma dì " conservazione dell'energia 




fi} 



y 'hi 



mv 



2 _ 



GMm 



= E = costante 



[V.18] 



dove M è la massa del Sole. 

Esplicitiamo questa eq uazione in coordinate polari. Trattandosi di un 
moto piano, possiamo scegl iere' il'' piano xy coincidente col piano dell'or- 
bita;__per de scrivere _ il_ moto,, ~son o ?ùnTcièntl"iTué ''param'èlEr~^agg7ÒTe" <p 
(anomalm);Te componenti della velocità v,. e ' v„ secondo"! versori "? e <p 
sonò rispettivamente 



v,. = v cosa 



àr 
<it 



v sin a = r 



<V<p 



[V.19] 



per cui la [V.18] diviene 



m 



dt 



= E + 



G M in 



[V.20J 



Notiamo ora che il modulo di p, p = rmv sin a, può essere scritto anche 

/ </cp \ , ' " 

come p = rm [/ — ^ — J per la seconda delle [V.19] per cui 



IT 



m r 



[V.21] 



dove p, Io ricordiamo, è una quantità costante durante il moto. 
"Sostituendo la [V.2Ì] "nella [V.20] si ha: 



m 



\ dt 



= E + 



GMm 



[V.20] 



da cui 



e infine 



2 E 2GM 



tri 




2GM 



JV.22J 



L'equazion e differen zi ale [V .22] del primo ordine potrebbe essere risolta 
còTTreTalh^ di variabili," ott'ejiendòTcoIj.nà3eg£e_pra- 

ria /•(/) per il raggio r; e sostituendo r(t) al secondo membro della. [V.21], 
; anche quest'ultima potrebbe essere risolta per separazione di variabili for- 
nendo la legge oraria <p(f) per l'anomalia. 
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Noi qui tuttav ia s i amo i nteressati solo a ricavare la equazione della 
traiettoria.- cioè una relazidn.Q'Vu»'). che leghi Miraggio"/- all'anomalia cp 
durante il moto. Ciò può essere fatto dividendo membro a membro la 
[V.211 e la [V.22]; si ottiene: 



dove 



(ir m 



+ 1 



( 



\ m 



TE TOT" 
+ 



J 



dtp = 
J 



dr 



m r 
+ b 



" f 



1 + 



Ta P~ 



[V.23] 



b 2 = 



a — — • 



2Em 1 
GM m 



r r 



_i/3Z 

V 2E, 



m 



2E 



i . Notiamo che a z_b hanno entrambi le dimensioni dì una lunghezza; 
' essi sono entrambi reali e positivi, in virtù della osservazione c) fatta alla 
line del prece de nte....naragrafo. 

può essere integrata membro a membro. Il risultato è: 



tp + cp 0 = are cos ■ 



b 2 -at 



dovej^una cpstante__djj.iiie^zipne che può essere .assunta pari a zero 
pur di scegliere opportunamente l'orientamento degli assi coordinati In 
definitiva si ha 



cos <p = 



b 2 — ar 



(a + da 2 -b 2 ■ cos <p) = b 2 



Questa rappresenta l'equazione di una ellisse con asse maggiore pari ad a e 
asse minore pari a b. 

c) La terza legge dì Keplero. La terza legge di Keplero potrebbe essere 
ai iD£ st _rita nel caso generale risolvendo l'equazione _[V.22]. Per non appe- 
santire troppo dì calcoli questò paTagraTo,"nor preferiamo limitarci al caso 
particolare ìnon jl pianeta compia un'o rbita circolarcene! qual caso il suo 
"l^o.di VÌene --^ ffioto circolare uniforme come discendVim mediatamente 
aal J a tV'2I] considerando che sia p che r sono costanti. 

Applicando al moto del pianeta l'equazione /= ma, si ha 



GMm 



r = — ww' r 



/Equazione dell'orbita ellittica) 



Terza legge di Keplero 



Hi 



avendo ricordato che nel moto circolare uniforme Facce le razione (centri- 
peta) vaie -w 2 ? |con w = "~). Da questa equazione discende: 



r 1 v> 2 = GM 



e ricordando che g> = 



r> = GM 
T 2 (2k? 

che essendo indipendente dalla massa m del pianeta dimostra, nel caso par- 
ticolare considerato, la terza legge di Keplero. 

Va notato che l'eccentricità dell'orbita ellittica dei pianeti è in realtà 
molto modesta: il rapporto fra Tasse maggiore a e quello minore b ha il suo 

valore massimo nel caso di Plutone, per cui si ha — = 1,03; nel caso 
della Terra è — = 1,0002. L'approssimazione di orbita circolare fornisce 
dunque una descrizione assai prossima alla realtà. 



V.4. La forza peso 

Secondo Voltaire, fu osservando la caduta di una mela nel suo giardino 
che Newton ebbe una intuizione rivoluzionaria rispetto alla cultura dei suoi 
tempi: c he cioè la forza peso altro non è se non la forza gravitazionale con 
cui la lerra attrae i corpi ad essa circostanti, ed è dunque' anche "la stessa 
forza in virtù della quale - ad esempio - la Luna orbita intorno alla Terra. 

La (orza peso con cui ogni oggetto viene attratto dalla Terra può in 
eltetti essere espressa come 

f P = mg 

dove m è la massa dell'oggetto e g (detto accelerazione di gravità) altro non 
V ? T 10 termim correttivi ' che ^ poco discuteremo, dovuti al fatto 
che la Terra non e un sistema di riferimento inerziale - se non il campo 
gravitazionale generato dalla Terra. 

™ m Ì^^-7T^-- P "- > Ssere consider ata, in buona approssimazione, 
come dotata di simmetria sferica, il campo gravitazionale g da essa generato 
può essere espresso tramite la [V.14] s 

GMr 

S--—r~ [V.14] 

ìmm^t'il T Sa d r, e ' Ia Terra e r la distanza del P unt0 considerato dal 

fìriJ xLlf SOllto ' e più comodo riferire la Posizione alla super- 

ficie terrestre; verrà allora espresso come 



\jr = R r + h 



■ .■/-' 



,.-£> ' '^; : > l 'y' 1 '-"^. ''■.">/■'/-_ 



INERZIA E GRAVITAZIONE 



terraTcuTogni ia&oratónò di misura può ricòh- 



dursi,Ta risultante di "uri contributo di tipo gravi 
laz .! ona ^ newtoniano 'Ne di' un contributo cen- 
trifugo C Con ovvio significato dei simboli si ha 



N- G 



M T m 

Ri 

C = m/0) 2 r 



(m ~ massa gravitazionale) 
(m, = massa inerziale) 




direzione verticale 
filo a piombo 



La direzione di P = N + C rappresenta la dire- 
zione della verticale nel luogo considerato, così 
come si misurereb be con il filo a piombo. Tale 
direzione "dipènde, ovviamenté7W7app~òrto dei 
moduli di jV e C: a> ' >-.,>•;■■■■■:.■■■ 

A _ / GM T \ ( m \ 

e quindi dal rapporto Qw/w,) tra massa gravita- 
zionale e massa inerziale del corpo dal mo- 

S^èt^ ^ c ^o considerato, ^esperienza provai che la dire- 

oer tutti i «3 l la stessa, quale che sia il corpo considerato: dunque ìTTàp-pòrtòTm/ m ) è lo stesso 
ALltS*- ff SS' 6 P T K f d \Z gnÌ P0SSÌbÌIe imposizione chimica 
J II pendolò di r Uf f e2Za / qUalche Unità in 10 ~"> Si perviene con l'«so della bilancia di Eon>ds 

stic» In, • sostanz,aImente una bilancia di torsione, cioè un filo / capace di reazione eia 

□i equilibrio del sistema si ha in cofttepwideiRirdél filo / verticale 
e cella sbarretta orizzontale disposta in un piano determinato dalla 

S° n ,r astlCa del ni0, Un sìstema di ieva otti ca (fascio lumi- 
ni?! i'" 60 " speccniett0 elidale al filo - scala graduata) per- 
meile di apprezzare rotazioni anche piccole del piano OAB 

S 5- ,(A) £ M,{B) dei due corpi considerati, è chiaro che, a 
panu di massa gravitazionale M(A) = M(B), se venisse a man- 
^re la proporzionalità tra massa inerziale e massa gravitazionale 
. av "bbe M t {A) i M,{B) e quindi C(A) f C(B) 

Wm? qUesta ip0tesì ' il piano 0AB della bilancia di torsione ruo- 
E nSpett ? aJla P° sizi01ie di equilibrio. Per convincersi di 
Snn s " pponiamo P er esempio di disporre i corpi A e B allineati 
h' 3 direz,one del Parallelo Ovest-Est passante per il labora- 
,,»no e di osservare il pendolo di torsione dall'alto della verticale 



.specchietto piano 
forni 




passante per il punto Rsso 0. Le proiezioni sul piano orizzontale delle forze centrifughe CIA) e C(fl), 
indicate nella figura con C„(A) e C or (B) rispettivamente, se fosse M,(A) f Af,(B), sarebbero diverse e 
darebbero luogo ad un momento risultante tendente a far ruotare il piano OAB. Questo non è ciò che si 
rileva sperimentalmente; di fatto l'esperienza mostra che, variando ampiamente le masse e la composi- 




zione chimica dei corpi A e B, si trova sempre confermata, per ciascun corpo, la diretta proporzionalità tra 
massa inerziale M, e massa gravitazionale M. 

La possibilità di identificare massa inerziale e massa gravitazionale, adottando per entrambe la stessa 
unità di misura oltre che facendole coincidere numericamente, mette in chiara evidenza l'esistenza di un 



■N 



Ovftst^ - - M\ Est 



C or (A) 



(se fosse MjCA) * M,(B)) i 

■ % 

i 

profondo legame tra inerzia e gravitazione. Questo legame è stabilito addirittura in forma di principio ini 
relatività generale. Per .sistemi di riferimento non inerzìàli, la teoria della relatività generale postula l'inH 
-póssibìTHa aTdTstinguere forze di inerzia da forze gravitazionali implicando, di conseguenza, l'identità con:i 
cettuale di massa inerziale e massa gravitazionale. Questo punto verrà ripreso alla fine del capitolo Xlj 
dedicato alla teoria della relatività. j 
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dove R T è il raggio della Terra e h la quota di P rispetto al livello del mare. 
La [V.14] si scrive allora come 



g = - 



GMf 



GMf 



h__ 



= & 1- 



2 li 



[V.24] 



dove g 0 rappresenta il valore di g a livello del mare (A = 0). Nello scrivere 
l'ultimo passaggio della [V.14] abbiamo tenuto conto della [IV,9.a] che ci 
consente di porre 



1 + 



h V 2 L 2h\ h 



« 1 . 



La [V.24] mostra che g cambia di direzione spostandosi sulla superficie ter- 
restre, e cambia in modulo allontanandosi dal livello del mare. Tuttavia, 
tenuto conto che il raggio R T della Terra vale circa R T = 6,37 ■ 10 é m, se d 
si sposta orizzontalmente di qualche chilometro ne risulta una variazione 
non superiore a IO" 3 rad nella direzione di g; mentre per uno spostamento 

verticale di qualche chilometro il termine correttivo 1 - 



Ih 

Rt 



incide sul 



modulo g di g per meno dell'I % tt (un per mille). 

Entro tale approssimazione, | può essere considerato costante in dire- 
zione e modulo all'interno di un volume con dimensioni lineari dell'ordine 
dei chilometri; e il modulo di g può essere considerato pari a g a : 



So = 



- GM _ 6,66 • 10"" ■ 5,97 • 10 : 



,24 



m 



R\ 



(6,37) 2 . IO 12 



= 9,81 



m 



[V.25] 



Come abbiamo accennato più sopra, al campo gravitazionale terrestre 
si sovrappongono, in un laboratorio fermo rispetto alla superfìcie terrestre, 
d HJ^ m j n _ i correttivi dovuti a forze apparenti conseguenti al. fatto che ci si 
trova in un sistema "aTTiìen mento non 'inerziale'" Se si esegue una misura 
statica di forza, cosiccHe la velocità relativa ? sia nulla (vedi eq. [111.33]), la 
torza di Coriolis non dà alcun contributo e l'unica forza apparente è la forza 
cu. trascinamento. Trascurando il contributo del moto di rivoluzione intorno 
al Sole, la forza' di trascinamento è rappresentata dalla forza centrifuga 

d dovuta alla rotazione della Terra intomo al suo asse 



oj = 



2* 



2 n 



T 8,64 • IO 4 s 
La forza peso f p si scriverà dunque come: 



jj-^-; d = /c>cosa, con a latitudine j. 



fp = m&ft = mg + mo> 2 3 



I G 



GM . 



r + orr cos 



[V.26] 



' termine correttivo a 1 r cosa d è nullo ai poli (a = tr/2) e massimo ai- 
equatore (a = 0) dove risulta opposto in direzione alla forza gravitazionale 
e di modulo pari a circa 3,37 - IO" 2 m/s 2 . Alle latitudini intermedie esso 
moditica leggermente sia il modulo che la direzione di g. Il valore di g „ cai- 



Acce le ra/ione di gravila in 
l'unzione della quota 



Accelerazioni; di gravità e ter- 
mini torre il ivi da forze appa- 
renti. 




equatore 
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m/i 2 


Latitudine 




Seti spe- 


in 


ICOfieO 


rimentale 


90° (Polo) 


9,81 


9,83 


45° 


9,785 


9,80 


0° (equatore) 


9,78 


9,78 



colato secondo la [V.26] viene confrontato coi valori sperimentali nella 
tabella. La leggera discrepanza ai poli è dovuta all'effetto dello schiaccia- 
mento della Terra, che si discosta dalla forma sferica. Nel prosieguo de] 
libro, col simbolo g indicheremo ciò che nella [V.26] è stato indicato con g cff 
(includendo cioè in esso l'effetto delle forze apparenti). 



V.5. Il potenziale efficace e la forza di richiamo verso l'orbita di 
equilibrio 




"7 



; ri 



] 



Energia potenziale efficace 




Come abbiamo visto, ogni pianeta percorre intorno al Sole un'orbita 
ellittica solo leggermente eccentrica, e dunque molto prossima al cerchio. 
Quésta con figurazione eh moto è una configurazione stabile: se jtnmagi- 
nia mo ci oè"cHe qualcuno cercasse di aumentare o diminuire il raggio 
dejl'orbita, il pianeta verrebbe riattratto verso la sua orbita originaria da 
una forza radiale di richiamo. 

Questo effetto può essere analizzato assai facilmente descrivendo il 
moto in un sistema di riferimento non inerziale, con origine nel sole S e 
uno degli assi (chiamiamolo asse 7) diretto da S verso la posizione P occu- 
pata istante per istante dal pianeta. Srtratta dunque_di un sistema di riferi- 
mento ruotante con velocità angolare w = continuando ad usare le 

notazioni introdotte nel paragrafo (V.3). Per conseguenza in questo sistema 

di riferimento_non inerziale il pianeta, che può muoversi solo nella dire- 

* G Af fn r 

zione e soggetto oltre che alla forza gravitazionale ; — , anche a 

i 

una forza apparente centrifuga data da meo 2 ?; cosicché la componente 
radiale F f del risultante delle forze che su di esso agiscono è data da 



F T = 



GMm 



+ m 



Come abbiamo visto, il moto del pianeta può avere velocità angolare ■ 

- - ... dt 

non costante (se l'orbita non è circolare); ma è in ogni caso costante il 
momento angolare p. Conviene pertanto esprimere la forza centrifuga 

(d<p\ 2 . . . . 
m r~^~l r in termini di p; cosa che può essere fatta facilmente tramite la 

[V.21]. Si ottiene: 



j 



-1> F,= 



GMm p 2 



mr 



[V.27] 



Questa f orza è una forza conservativa, la cui energiajioicazialt^i^etta 
energia po tenziale cftkaw) può essere fàcilmente calcolata integrando la 
[V.27] (e < • ■ 



cambiando segno); si ottiene: 

, . GMm 
U ttt ir) = + 



2mr 



[V.28] 



avendo scelto come al solito pari a zero il valore della costante di integra- 
zione, in moda che l'energia potenziale sia nulla al limite di r infinito. 



r 



La funzione [V.28] ha l'andamento qualitativamente mostrato in figura; 
essa si annulla per r = e presenta un minimo in corrispondenza' 

di r = r 0 = Ir = , come si ottiene uguagliando a zero la [V.27] 

che rappresenta (a meno del segno) la derivata della [V28Ì 

^valore r - ^eiraggio^fin .corrispondenza del quale la funzione U r 
ammette il suo valore minimo U 0 = - ^-f^ , individua dunque 

S ^"Èh7* ^Z S ° ? Cl ^ ,V1 !< Una P0 ^ ione di equifibho'stabile 
ner sistema di riTenmento ruotante. Fissato cioè un certo valore ner il 
momento angolare p, eÉM^j^pr&Vàm Ttàì^he'Iin 
e^óviene posto il pianeta con ^SM^U^^tt^aT^iSi E 

n J£ "°l S ' S,ema inerziale - la sua « ellittica anzfch" c co are 



mento'? t^™^ dÌ qUeSt ° tip0 <P'°P™aIe in modulo allo sposta- 
mento, e opposta ad esso m segno) viene detta una forza das7T 

V.6. Forze elastiche 

giorni™? ° 8Settì S ° JÌdÌ COn cui abbiamo a che fare «ella vita di tutti i 
St^S^^ stanzialmente indeformabili; una scheSatSi 

P^te. delle loro manifestazioni è 

biU (sctSztr e ^di^orpo d g tdor S10m 8e0metrÌChe C ° me Ìmmut - 
Più o N ^i a n^ a o lta, -r er ^ anche gIi solidi subiscono delle deformazioni 

PoSo Sttn QU h d ° SU di 6SSÌ ven S° no ese ^tate deTforze 

sua bafJTÌ ap P°^ ,and0 1 oggetto su un sostegno che impedisca alla 
ma>e ? ist^ sua base >™ STnÓ ! 

Primendo "*nX^ (C , 10 PUÒ eSsere fatt0 > ad esem P^ corn- 

ante che l??ua altezS h ST* Un K torchio > si r ^contra sperimentai- 
Una «Jf s , ua altezza h Sl accorcia: chiamiamo A/i la variazione di h 
l ìJ^£ deforrnat0 ' i} cor PP esercita a sua volta sulla mora? Sii forza' 
. iuguale ed opposta alla forza F che dall'esterno esercitiamo su T 

Ì'*°^^ ?*?r è taI ^ Che 13 deforraa ^ne A/; sia 

. v ccoia rispetto ali altezza fi, la deformazione stessa è revemhii P . *n_ 
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Deformazioni reversibili minando la forza, l'oggetto riassume la forma primitiva. La deformazione 

Ah risulta inoltre ben descritta dalla legge: 



Modulo di YoLing 
Sollecitazione a trazione 




Al, A F 

Ah = — — - 

E S 



[V.30] 



dove S'è la superficie di base del campione e E è una costante caratteristica 
del materiale detta co effic i ente di elasticità o modulo di Young. E ha !e 
dimensioni di una forza diviso una superficie, e nel sistema SJ. si misura in 
N/m 2 . 

Se un campione dello stesso materiale viene sollecitato a trazione 
anziché a compressione, esso si allunga: e l'allungamento Ah è ancora 
descritto dalla [V.30]. Ciò significa che, chiamando F h la proiezione di F 
nella direzione di h, si può scrivere 



Ah=^^ 
E S 



[V.30.a] 



che rappresenta una relazione che lega Ah, in valore e segno, alla proie- 
zione della forza F h esercitata _sulla base del campione. 

Tenuto conto che la forza /che il materiale esercita verso l'esterno è 
uguale e opposta alla forza Fche su di esso viene applicata, dalla [VJO.a] si 
ricava: 



f„=- KAh 



con K = 



ES 



[V.31] 



Legge di Hook e 



Interpretazione 
della forza elastica 



microscopica 



ksJ^^Jh longitudinale coti cui il campione reagisce a un allungamento Ah è 
proporzionate é opposta in segno all'allungamento Ah stesso. Questa legge 
viene detta legge di Mooke, 

Osserviamo che la legge di Hooke è espressa da una equazione formal- 
mente identica alla [V.29], Ciò non deve meravigliarci: l'analogia può essere 
facilmente giustificata, almeno in termini qualitativi, in base a considera- 
zioni microscopiche. 

Un atomo può essere assimilato a un sistema solare in miniatura, il cut 
«sole» è costituito dal nucleo (elettricamente positivo) e i «pianeti» dagli 
elettroni (elettricamente negativi). Come si vedrà nel volume dedicato 
all'elettromagnetismo, la forza che si esercita fra cariche puntiformi di 
segno opposto è descritta da una legge (legge di Coulomb) formalmente 
jdentica alla legge [V.3] di gravitazione universale. 

D'altra parte la struttura cristallina di un metallo è formata da atomi 
disposti ai vertici di poliedri regolari; e l'orbita degli elettroni più periferici 
di ogni atomo si trova a stretto contatto con l'orbita degli atomi contigui. 
Una forza dì compressione (o trazione) esercitata sul campione macrosco- 
pico tende dunque a restringere (o dilatare) l'orbita degli elettroni: provo- 
cando una forza di richiamo degli elettroni stessi verso l'orbita di equilibrio, 
analoga a quella descritta dall'equazione [V.29]. La risultante di tutte queste 
forze microscopiche è quella che a livello macroscopico si manifesta come 
forza elastica con cui ogni oggetto reagisce alla forza esterna tendente a 
deformarlo. 



1 



(eo 



Ali ( 



A proposito della legge di Hooke, vale la pena fare le seguenti osserva- 
zioni: 

a) la [V.31] vale solo fino a che f h /S (o, equivalentemente, fino a che F/S 
della [VJO]) non supera un certo valore massimo L caratteristico del 
materiale in esame. II valore di F/S per cui la legge di Hooke cessa di 
valere si chiama limite di elasticità L. Il limite di elasticità si misura in 
N/m\ così come il modulo di Young E. 

b) Aumentando la forza per unità di superficie F/S oltre il limite di elasti- 
cità, si raggiunge un valore per cui l'oggetto si rompe. Tale valore C R si 
chiama carico di rottura, e si misura anch'esso in N/m 7 . 

c) La legge di Hooke vale solo fino a che la sollecitazione esercitata sul 
campione non ne modifica la forma geometrica. In particolare, se la 
superficie di base (sezione) del campione non è sufficientemente estesa, 
una forza di compressione tende a fare piegare il campione: in questo 
caso, che si presenta usualmente se ad esempio il campione è realizzato 
in gomma, la relazione fra ^e Ah non è ovviamente descritta dalla legge 
di Hooke, 

Un modo per garantirsi che il campione reagisca con legge elastica alle 
sollecitazioni, è quello di usare un sostegno rigido che impedisca le deforma- 
zioni trasversali consentendo solo le variazioni di lunghezza (ad esempio un 
astuccio telescopico come quello rappresentato schematicamente in figura). 

Dotando il sostegno rigido telescopico di opportuna geometrìa, le solle- 
citazioni elastiche (sia a trazione che a compressione) possono anche essere 
trasmesse in qualunque desiderata direzione. 



Tabella 

Costanti elastiche di alcuni materiali 





£(10 10 Wm') 




Umile di 
clasiidià 
a\Q'S/m 2 ) 


Carica di rottura }Q 7 ftfrti* 




a compressione 


Ferro 


20 


8 


20 


35 




Acciaio 


22 


8,5 


30 


50 -r 200 




Alluminio 


7 


2,5 




10 




Rame 


10 


4 


7 -r 30 


20 -40 




Ottone 


8 


3 


7-40 


15 +50 




Piombo 


1,5 


0,5 


0,5 - 1 


1 


5 


Vetro 


6 


2,5 




3 +9 


60 + 120 


Caucciù 


= IO" 4 




= IO" 1 


3 • 10"' 





Esem 




Pi 

Un filo di acciaio di sezione circolare e diametro d ~ 1,5 mm è appeso a un 
sostegno rìgido. All'altro estremo si appende un oggetto di massa M = 20 kg. 
Quale allungamento subisce ìlfdo. se la sua lunghezza originaria I era 1,5 m? 
Quale massa provocherebbe, con la sua forza peso, il raggiungimento del 
limite di elasticità? E quale massa corrisponde al carico di rottura? 
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Limite di elasticità 
Carico di rottura 





Astuccio telescopico 
contenente il materiale 
elastico 
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La sezione del filo è 



5= Tir 2 = 



1,77 mm 2 = 1,77 • IO"* m 2 . 



11 peso p dell'oggetto vale a sua volfa 



p= M ■ g = 20 kg ■ 9,8 = 1 9 6 N 
s 



La [V30J si scrive dunque nel nostro caso: 

1,5 m 19,6 /V 



£ 5 



22 • 10" 



m 2 



1,77 ■ IO -6 m 2 



= 0,75 mm 



Il limite dì elasticità £ vale per l'acciaio (vedi tabella) L = 30 ■ IO 7 — . Esso viene 

m 2 

raggiunto per un valore M L della massa tale che 



M L • g 



= L 



SL 



Mi = — — - 



1,77 ■ 10"* m 2 -30- lO 7 -^- 
m 



9,8 



m 



- 54 kg 



Il carico di rottura, come si vede in tabella, è compreso fra = 2 e = 7 volte il 
lìmite di elasticità; e dunque la massa che lo la raggiungere è compresa fra circa 
100 e 350 kg. 

Notare che la massa di 20 kg. che produceva meno dell'I y m dì allungamento, 
non era mollo lontana (fattore 2 + 3) a quella che portava al limile di elasticità. 
Nel caso di fili di acciaio, la legge di Hooke vale dunque per allungamenti percen- 
tuali massimi dell'ordine di qualche millesimo. 



i 



E.V.5. Ad un elastico di caucciù, di sezione S = 20 mnr e lunghezza a riposo I = 20 
cm, viene appeso un corpo di massa in = / A;.i>. 1) Che allungamento subisce? 
2) In corrispondenza di quale allungamento à/ L si raggiunge il limite di eiaslh 
cita? 3) Quale massa può sostenere al massimo l'elastico prima di rompersi? 



1) Si ha: 



E S 

L'allungamento percentuale è 



_i _ 0,2 ,■ 1 kg - 9,8 m/s ; 



I O 6 /V/m 2 ■ 20 ■ 10~ 6 m 2 ~ 0,1 m 



M 
I 



= 0,5 = 50% . 



2) Si ha &t L = . £; cioè -^y- = ~ = 1. L'elastico può dunque subire) 

un allungamento pari circa alla sua lunghezza a riposo, prima di raggiungere $ 
limite di elasticità. Va notato che nel caso di un filo di acciaio il limite di elasticità^ 

sarebbe raggiunto per -y- = \o~ ì . 1 



3) La massa Mr che sollecita l'elastico col carico dì rottura C« è tale che 



= Cu 



da cui 



\1h = 



Cg-S 



3 • 10" 



-V 20 - 10"" m 2 



m 



7T5 — T 1 — = 6 kg 
9,8 m/s" 



E.V.6. Due clastici, ciascuno di lunghezza L = IO cm e modulo di Young 
E = 1,0 ■ /(/' N/nr, hanno in comune un estremo P e sono vincolati all'altro 
estremo a due punti fissi A e B distanti fra di loro 2 L = 20 cm. Il primo cla- 
stico ha sezione S t = 10 mnr; il secondo ha sezione S_> = 20 mnr. Sì sposta 
il punto di giunzione P dalla posizione neutra A, muovendolo ortogonalmente 
alla direzione AB, fino a che lajunghczza di ciascun clastico non diviene pari 
a 2 L. Determinare la forza f di richiamo subita dal punto P. 

Nella configurazione ipotizzala, i punii ABPsì trovano ai vertici di un triangolo 
equilatero di lato 2 /. Ogni clastico ha subito un allungamento ài pari ad /; per cui 
si ha: 



! L ni 



y ■ 10 ■ 10'" m J = 10 A 



(nella direzione PA) 

h = ■ £-Sj = ~ E. Si = 10*-^--20- 10-" ni 2 = 20 N 
(nella direzione PB). 

Scegliendo inoltre un sistema di riferimento cosi come indicato in figura, sì ha: 

fi, = - fi sin 30° = - 5 N 
fu = sin 60° = - 5 ■ /T,V 

Dunque: 



fi, = +/ 2 sin30" = 10 A' 

fìv = sin 60° = - 10 -/T A 



/» =./;,- +Av = s a 

^«.; \f, fu - - 25,95 N 

.!) modulo della forza risultante subita da P è / = jfl+fl = /?0Ò = 26,46 .V; 
essendo/,. + 0, vediamo anche he tale forza risultante non e diretta verso il punto 
^neutro A. 



■■• Fino ad ora, abbiamo considerato la forza elastica esercitata da un corpo 
a cui forma sia quella di un prisma o di un cilindro retto, quando venga solle- 
citato ortogonalmente alle basi. Per forme e p er s ollecit azioni diverse, la rea- 
*'0ne elastica può essere studiata\nalizzandoràTrun}|amentF(o accorciamen- 
o) subito da ciascuna delie fibre elementari che costituiscono il corpo. Consi- 
stiamo ad esempio una sbarretta parallelepipeda di lunghezza h sufficiente- 
sìa grande r ' s P ett ° aHe dimensioni trasversali a e b\ supponiamo che essa 
■ a bloccata a una delle sue basi. Esercitando all'altro estremo una forza ira- 
: .r e|, sale, essa si flette: sia A? lo spostame nto trasversale che supponiamo 
; ^o'tp minore di A. Per conseguenza della ilessione, il bordó^B subisce un al- 
1 gamento Ah e il bordo A'B' un accorciamento pari circa a —Ah; e se b è 
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Sollecitazione a flessione 



molto minore di A, Ah è molto minore di As. Mediante considerazioni geo- 
metriche relativarflente semplici, di cui qui tuttavia evitiamo di entrare ne! 
merito, si_ può trovare la relazione che intercorre fra la flessione As e la 
variazione "oT lunghezza ; dì ciascuna fibra longitudinale della sbarretta; e 
poiché queste variazioni di lunghezza sono in relazione univoca con le forze 
/ con cui ciascuna fibra reagisce alla, compressione (o trazione), si ricava 
infine una relazione fra il risultante / di tutte le forze / e la flessione Al 
Nel caso in esame (flessione trasversale) si ricava 




con K = 



f = - KAl 
Eab 1 



4/r 



a: profondità della sbarretta 
b: spessore 
h: lunghezza . 



[V,33] 



Analogamente per una molla ad elica si trova fra la forza/e l'elongazione 
As una relazione del tipo 



/ = - KAs 



K- T G- 



IR 2 



[V.34] 



Modulo di rigidità dove G è _i^ch;essajma_costante caratteristica del materiale {modulo di /■/<,'/- 

diiày^r e il diametro.. del filo con cui la molla è realizzata; R è il raggio 
feWfMmiJJa lunghezza della molla. 

Ih molti casi, anche in presenza di forze molto intense la deformazione 
indotta sul corpo si mantiene, nel suo complesso, trascurabile; e se si prova 
ad esercitare forze cosi intense da provocare sensibili modifiche della 
forma, in quelle fibre del corpo sottoposte a maggiore elongazione si gene- 
rano deformazioni irreversibili, e per elongazioni ancora maggiori si manife- 
stano lacerazioni e rotture. In questi casi, la schematizzazione più efficace 
per descrivere quel corpo è quella di considerarlo rigido: si cercherà di uti- 
lizzarlo assicurandosi sempre che non venga superato quel livello di solleci- 
tazione capace di provocarne un danneggiamento irreversibile. Dal punto_di 
vista_dinami co, esso non è adatto come strumento per esercìtaré'su corpi in 
m ovime nto una forza calibrata e regolabile; esso può venire usato solo 

Vmcoli c ? m ?. wnco/p, cioè' come strumento per imporre al moto di corpi in movi- 

mento precise caratt eristiche geometriche: un asse che costringe un corpo a 
ruotare intorno a una retta fìssa; un appoggio che costringe un oggetto a 
muoversi su una superfìcie piana, ecc. 

Il modo in cui i vincoli possono essere trattati dal punto di vista dina- 
mico verrà discusso nel paragrafo V.8. 

Per realizzare strumenti che consentano dì esercitare su oggetti in 
movimento una forza elastica riproducibile e controllabile, è necessario 
ricorrere a particolari accorgimenti nella scelta dei materiali e delle geome- 
trie^ modo che siano consentite grandi elongazioni prima di raggiungere il 
limite di elasticità. Abbiamo già visto (esempio E.V.5) che una fettuccia di 
caucciù può subire allungamenti confrontabili con la propria lunghezza 
prima che venga raggiunto il limite di elasticità. Nel caso dell'acciaio (e 
della maggior parte dei materiali di uso comune), il limite di elasticità viene 
raggiunto per allungamenti percentuali molto modesti (esempio E.V.4): per 
avere allungamenti significativi, si dovrà ricorrere a geometrie particolari, 
ad esempio a una molla elicoidale. Nelfun caso e nell'altro, come abbiamo 
già accennato, per evitare deformazioni trasversali è di solito necessario 
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costringere il mezzo elastico, mediante opportune guide, a subire deforma- 
zioni in una sola direzione. Per conseguenza, la forza elastica sì manifesta 
nella maggior parte dei casi con una forza unidimensionale; scegliendo 
l'asse x coincidente con l'unica direzione consentita per il moto, (con l'ori- 
gine coincidente col punto neutro del dispositivo elastico), la legge della 
forza si scrive come 



Forza 
naie 



elastica unidimensio- 



/= - Kx 



[V.35] 



Usando particolari accorgimenti, si possono realizzare dispositivi che 
consentono spostamenti in uno spazio bidimensionale, esercitando una 
forza di richiamo opposta allo spostamento 7 rispetto al punto neutro /V 

/= - Kf 

L'esempio E.V.6 ci mostra che, per ottenere ciò, è necessario tenere in par- 
ticolare cura la simmetria del sistema. In caso contrario, la forza di richiamo 
non è più diretta verso il punto neutro N: la forza elastica cessa in questo 
caso di essere una forza centrale, ed assume espressioni di volta in volta 
diverse. *■-':■->.,., M ; ,.■ ■.. ■- ..v .■,< 

Limitiamoci qui a considerare la forza elastica unidimensionale [V.35]. 
Talelorza e ^cons^rmrvaT-pèT-?3Sa-- intatti' Te [iV:6TI sono ovviamente 
sempre soddisfatte (poiché //è 'funzióne della sola variabile x, mentre 
f y = f 2 = 0). La [IV.74] si riduce a: 



V{x) = - j fdx = - \ - Kx dx = — Kx 



[V.36] 



avendo scelto per comodità pari a zero la costante arbitraria di integrazione. 

La legge del moto di un punto materiale che si muove sotto l'azione di 
una forza elastica unidimensionale come la [V.35] può essere ricavata a par- 
tire dalla equazione [IIL5] che esprime il secondo principio della dinamica 
ovvero a partire dalla [IV.79] che esprime il principio di conservazione 
aeri energia. Tenuto conto della [V.35] e della [V.36], la [III.5] e la [IV 79] si 
scrivono rispettivamente, per un punto materiale sottoposto a forza elastica 
unidimensionale, come: 



£x 
dt 2 



= - Kx 



secondo principio della dinamica 



[V.37] 



m(dx\ 2 1 

■ 2 br) + T 



Kx 1 = E teorema di conservazione dell'energia [V.38] 



J^JJ/37] viene scritta di solito nella forma ( equazion e_dellW///<mw armo- 

£0..</.. ■ 

d 2 x K 

[V.39] 



dt 1 tn 



sol. ^° me vediamo > la [ v ' 59 l è formalmente identica alla [IV.33]; la 
pozione sarà dunque del tutto analoga alla [IV.34]: 



sua 



x= x 0 sin (<jìt+ <p) 



[V.40] 




Equazioni dinamiche del- 
l'oscillatore armonico 



Parte prima: V 



con 0) 



= y~wF* mentre x ° ( elon Scorie massima) e <p (fase iniziale) vanno 

determinate a partire dalle condizioni iniziali analogamente a quanto 
mostrato nell'esempio E.IV.9. 




elongazione x 



Esempi 

E.V.7. Verìfkqrj_chejgje^ fim sa [V.40J soddisfa, come deve, la equazione dì con- 
servazione dell'energia [VJSj. 

Partendo dalla [V.40], e derivando, si ha 

-v = .v„ sin (wi + 9) 



di 



= w.r„ cos (co / + (p) 



Sostituendo queste relazioni nella [V.38] sì ha: 

£ = — w'^cos' tp) + — tf* 2 sin 2 + 9) 



Tenendo conto che w 2 = la precedente relazione diviene; 

E = ~Y ^cos 2 («/ + <p) + -j- A** 2 sin 2 cp) = 

1 



- — A> 2 (cos 2 (co/ + cp) + sin 2 (u( + 9)) = -1- A'* 2 = costante 
(Avendo tenuto conto del Tatto che cos 2 (10/ + <p) + sin 2 (10/ + 9) = ]). 



E.V.8. f/ff punto materiale di massa m = 20 g si muove sottoposto a una fora ela- 
stica unidimensionale f = - Kx, con K = 0,5 Nfm. Determinare il periodo T 
delle sue oscillazioni. 

Si ha r=^(vedi esempio E.1V.8); e nel nostro caso si ha 



M ~V^ = V 20-10-Hg =/2TP-5 



Dunque T~^-^Jf- sai U6 ,. 



^tt^?^^^—--^^ 11 ' 0 - 0 - è 1111 sistema a un solo grado di libertà 
^S--'^^^ 6 * la sua legge oraria [V.40] poteva es"sTré7Tca- 

Sf^eTiret^ 0 P " $0Pra aCCennat ° " a P3rtìre da " a leSg£ dì 



7 
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Tenuto conto de! risultato ottenuto nell'esempio E V 7 ( £ = -L K J 
la [VJ8] può essere scritta come \ 2 Kx °} 



m ( dx V 1 i 



2 



da cui 



Separando le variabili e integrando 




- f + cost . 



S iSenX e ut ^J; eseguendo Tintele 

eravamo giunti alla [1V.87J anaIogamente ^ come, a partire daJla fl^86j! 



li A'.!-;- Resistenza del mezzo 



V.7. Forze viscose di resistenza dei mez20 
si»^^ oggetti ce 

^«eristiche superfic^^ 
a trattazione della forza di resistenza def mS£ ° re,a " vament e al fluido. Per 

=ano fra di loro i parametri in l;ZT l t]Q ^ eneraI ' delle relazioni che le 
SS*»«iooi dì SSSS' S^SSiSSE"?^?" laJv »? l « ricavai SL 1 ^ 

/0 ^e^cav a jida misure ^M^^ 1 !?^ 13 ^^^ dc.^. ^ ' > 

T555 per geometrie -^^^^^^^^^^rA^Y i 
?" la forza dFresistenza del dl mrt0 mollò partii 1 ' ' 

«popi puramente teorici* r aS eSSere detcrmi »^ in "base a coi si- f 
,edT ^o aJJa meccani^ S nu id i n ' eS6mP1 VerraMo tra »*i nel capalo J 

» caso 

ien f K' are e ,a sua veI °cità sufficit ° g§ * t0 sia SLI ^iente- 

ffo * nUÌd ° provocat1 ' 'A! PassaSSi' ^ P£rchè * K *W»ta- 

^metria mt Jr ? ? ^ dl reS) stenza del mezzo f* e il m ™ - Moto laminare 



'--"'I [*4„ 



dove P è un coefficiente dipendente dalla forma dell'oggetto e dalle caratte- 
ristiche fisiche del fluido. 

La forza [V.4 1]_non è una forza conservativa: condizione necessaria 
se non sufficiente) perché una forza sia conservativa e che essa sia 
posizionale, cioè dipenda solo dalle coordinate del punto; mentre la [V.41] 
in ogni posizione assume valore diverso a seconda della velocità con cui il 
punto materiale passa da quella posizione. La forza [V.41] ha verso sempre 
opposto alla velocità, e dunque anche allo spostamento elementare ds= vdt; 
essa compie pertanto un lavoro sempre negativo, e tende dunque a far 
diminuire continuamenìrTeTTergìa meccanic^^ materiale in movi- 

mento. 

Analizziamo in maggior dettaglio l'effetto che la forza di resistenza del 
mezzo produce sul moto facendo riferimento a due esempi concreti. 



V.7.1. Moto dì un grave sottoposto a forza di resistenza viscosa 
La equazione del moto /= ma si scrive in questo caso: 



mg — pv = m 

ai 



[V.42] 



Scegliamo un sistema di riferimento con asse x orizzontale e asse y ver- 
ticale orientato verso l'alto. Proiettando la [V.42] sugli assi si ha 



- P v x = m 
mg - $v y = m 



dt 
dt 



ovvero 



_ m d\ x 

Vx ~~ p ~dT 

mg m cfv.. 
4- v = — — 

P ' P dt 



[V.43] 



Le [V.43] sono due equazioni differenziali disaccoppiate del tipo: 

d\ 



a + v = — b- 



dt 



[V.44] 



con 



B ' a= 0 ne31a prima delle l V43 J 



h m 



mg 



[V.45] 



— nella seconda delle [V.43] 




hoi>- 



La [V.44] è una equazione differenziale del primo ordine nella incognita 
v(0; essa può essere facilmente integrata per separazione di variabili: 
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rfv 



dt 



a + v 



integrando 



In (a + v) = 



— + cost 

0 



Passando dai logaritmi ai numeri: 



a + v = e 



- i/b + t'osi 



= Ce- 



[V.46] 



La costante di integrazione Cpuò essere determinata conoscendo le condi- 
zioni iniziali, cioè il valore v 0 che la variabile v assume per / = 0; ponendo 
infatti * = 0 nella [V.46] si ha 

a + v„ = C 

che sostituita nella [V.46] ci dà 

a+ v = {a + v„) e~' b 



Qualunque sia il valore inizia- 
li? della velocità (ad es. v„, v, 
o v,) per / » v tende al 
in a 



valore 



P 



ovvero 



v(/) = (fl + vjf 



- a 



Tenuto conto delle [V.45], la soluzione delle [V.43] risulta dunque infine: 



v, = 



v, - 



hr +Vo i 



--fi-, mg 



[V.47] 



P 



Vediamo che all' aumentare del_tempo / la componente orizzontale della 
vj^locitàv,,. dimTnuisce con legge esponcnziàTc, e" te'ndea 7cro per t — co . 
QnaiYtó"àIta componente verticale della velocità, v v , qualunque sia il valore 
V cHe essa ha all'istante i = 0, per t — <x> essa tende al valore asintotico 

mg 

La velocita limite è negativa (il corpo cioè viaggia 



limite 



P 



verso il basso), e il suo modulo è tanto più piccolo quanto più grande è il 
ra P porto ~ : Poiché, fissato il fluido (aria), il parametro P dipende solo 



% 



m 



dalla forma dell'oggetto, la velocità lim ite di caduta libera di un oggetto di 
f 0 E!aa. stabilita è tanto maggiore quanto^Tu"gran^"e*e~là "sua massa. Fissata 
invece la massa, là velocita di caduta liberà è tanto minore quanfcTpiù 
glande è p\ II parametro p aumenta all'aumentare della arca della sezione 
che l'oggetto in moto ha normalmente alla direzione del moto; questo è il 
motivo, P er c ui un paracadute ha l'effetto di far diminuire notevolmente la 
velocità con cui un oggetto pesante cade liberamente. 




Velocità limite in caduta libera 

TV/- ■:■ /v .• - 
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Oscillatore smorzalo 



Energia di 
:aio. 

Al tempo /, l'energia meccani- 
ca dell'oscillatore è 



E(t) = 4-** 2 +4-mv J 



Nell'intervallo dt, la van"j2ir> 
ne (negativa) di energia è: 



dE 



dE 
di 



•di = Kxv di + 



+ mv — — di 
di 



ma, 



per cui 

dE- rfr[(-p v )v], 

per cui il termine tra parentesi 
quadre rappresenta la potenza 
(negativa) della forza di attrito. 



V.7.2. Moto oscillatorio smorzato 

Consideriamo un oscillatore armonico unidirezionale lungo l'asse x. La 
presenza di una forza viscosa di resistenza del mezzo introduce al secondo 

membro della [V.37] un termine del tipo/= - pv = - p-^-; per cui la 

dt ' 

[V.37] stessa diviene 



in- 



d 2 x 
di 1 



= - Kx- p 



dx 
dt 



ovvero 



d 2 x p dx K 

— T + t- + — x = 0 

dt 2 iti dt ni 



[V.48] 



La J v -5^J e una equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti 
costanti; essa ammette soluzione generale dei tipo (vedi appendice A): 



\x(t) = Ae a >' + Be^' 



[V.49] 



! dove A e i sono due costanti di integrazione determinabili attraverso le 
condizioni iniziali; mentre v. x e a 2 sono le soluzioni della equazione alge- 
brica associata 



P 



K 



a? + — a + — - 0 



m 



in 



per cut 



a i,2 = - y ± /A con y = — £— ; A = — ^~ 

2m 4m 2 



[V.50] 



fV-SlJ 



Le caratteristiche del moto risultano diverse a seconda che a, e tu stano 
reali o complessi; cioè a seconda del segno di A. 



a) A < 0, cioè — > — ^_ 
m 4m 2 



Ponendo <j> 2 = — — 



_ K_ p= 



2 , si ha 



m 4m"' 

«1,2 = -y ± i(ù [V.52] 
dove / è l'unità immaginaria. Inserendo la [V.52] nella [V.49] otteniamo 

Ricordando che costo , ± /sinu/i la precedente re , a2jone djvjene 

x(t) = e ~v (( A + £) cos co r + / (A - B) sin to t) 
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e ponendo (A + B) = x a sin <p; / {A - B) = x 0 cos <p: 

x(t) = x 0 e~ v (cos a) r sin (p + sin w r cos <p) = x 0 e~ v sin (« l + <p) 
con 



[V.53] 



_ P 



2m 



P 2 



4AT/H 



essendo 



4 Km 



« 1, si può scri- 



Si vede che l'attrito riduce la pulsazione rispetto al caso di oscillatore 
libero. 

La [V.53] rappresenta una sinusoide di ampiezza x 0 e" 1 ', cioè di ampiezza 
decrescente esponenzialmente col tempo. Il suo grafico è del tipo rappre- 
sentatcnin figura. 

Nei caso di piccolo smorzamento, cioè per 
vere: 

x(t) = x^'sen (to 0 / + <p). 
B 2 K 
4 irr ni 

In questo caso le due radici oc u sono reali e negative; la [V.49] diviene 
la somma di due esponenziali decrescenti 

x(t) = Ae- Ìa ^'+ Be-W 

avendo indicato con | et, l e | a 2 | i valori assoluti di a, ed a 2 . La forza di resi- 
stenza viscosa domina completamente il moto, portandolo a smorzarsi 
prima che abbia modo di avvenire anche una sola oscillazione. 




b) A > 0, cioè 



c) A = 0, cioè 



P 2 



Am 1 



K_ 
m 



Le due radici cc t ed ot 2 sono coincidenti e negative 

«1,2 = - Y 

La soluzione generale diviene 

xU)= {a+bt)e- v 

ed ha un andamento qualitativamente simile a quello caratteristico del caso 
precedente. 



;4Y*8. Reazioni vincolali 

So vente, i l moto di un sistema ( e in particolare di un p unto) materiale 
A condiz iqnato~"dajla_jre senza di vihcoirr~é"sso~è~ cioè costretto, mediante 
°PPortuni sostegni rigidit à sbdd fsfare precise condizioni geometriche. Ad 
esempio il tavolo da biliardo costringe lè""rjrgiré~aìrTu75versì su un piano (e 
.PJu in particolare su una porzione di piano a forma rettangolare); il braccio 
SSpstensibile di un pendolo semplice costringe la massa puntiforme a muo- 
su una circonferenza (o su una sfera); ì binari di una linea ferroviaria 
mgono il treno a muoversi su una traiettoria prestabilita; ecc. 




A + B 



L'ampiezza (.itile elongazioni 
di un oscillatore smorzato de- 



cide 



come e 
— ha li 



''. La costante 
dimensioni di 



un tempo; essa è detta costan- 
te di tempo dello smorzamen- 
to. Graficamente, t è rappre- 
sentalo dalla tangente dell'an- 
golo 9 mostrato in figura. 

elongazione 
massima 




Vincoli 
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Vincoli unilaterali Alcuni vincoli sono unilaterali, cioè impediscono al sistema di accedere 

a certe^porzioni d] spazjÓrmiTnon costringono il sistema stesso à mante- 
Vincoli bilaterali fiérsTa contatto col vincolo: ad esempio un tavolo di sostegno impedisce a 

un oggetto di scendere sotto il piano di appoggio, ma nulla vieta di solle- 
vare l'oggetto sopra il piano stesso. Altri vìncoli sono bilaterali, cioè costrin- 
gono il sistema a mantenersi sempre in contatto con èssi: ad esempio. una 
cerniera; o un binario bilaterale come quello schematizzato in figura. 

I condizionamenti geometrici che i vìncoli esplicano sul moto del 
sistema materiale considerato sono esercitati tramite l'azione di forze che 
agiscono per co/nano fra il sistema e il vincolo. Ad esempio, quando appog- 
giamo un oggetto pesante su un tavolo, il peso Mg dell'oggetto deforma 
leggermente il tavolo: questo esercita dunque sull'oggetto una forza elastica 
di richiamo R ortogonale al piano, forza che equilibra la forza peso e impe- 
disce così all'oggetto di cadere. Tuttavia le deformazioni subite dal vincolo 
sono cosi modeste che è difficile pararne tri zzare queste forze vincolar! in 
funzione delle deformazioni stesse. Il modo più conveniente - ed anzi 
l'unico modo praticamente attuabile -"per calcolare o misurare le forze vin- 
colane quello di ricorrere a metodi dinamici, basati cioè sulla misura delle 
altre ^ 0rze Che agiscono sul s^tema materiale, nonché sulla misura dello 
V/////////////////////// stat0 di moto del sistema materiale stesso. Nell'esempio testé fatto di un 
,,,,,,,,, ^, , oggetto appoggiato su un tavolo, sapendo che su di esso agisce (oltre alla 

forza vincolare R incognita) anche la forza peso Mg nota, e constatando che 
l'oggetto è fermo (e dunque la sua accelerazione 5 è nulla), potremo scri- 
vere il secondo principio della dinamica come; 





Forze attive e reazioni vinco- 
lari 

Forza di attrito 



ricavando così che 



Mg + R = Ma = 0 



R = - Mg 



Le forze vincolari vengo no così analizzate in termini jdella loro capacità di 
opporsi alle forze, note. (forze attive) che agiscono sul sistema" pèTquesto 
niofivo esse vengono normalmente designate col nome di reazioni vincolari. 
L'analisi delle reazioni vincolari risulta semplificata scomponendo la rea- 
zìone 7? stessa nella sua componente N normale al vincolo e nella compo- 
nente /, tangente al vincolo stesso. La componente tangenziale f, viene 
detta /o/ra di attrito. Poiché la reazione Rè presente solo fino ache'ÌTpunto 
Fsi muove a contatto col vincolo, la componente jV (quando è diversa da 
zero), e sempre ortogonale allo spostamento elementare dì del punto; il 
lavo !!9 ^^ ent ? r Ì d'K che la reazione vincolare compie è dunquè'datò da 

di = R ■ dì = f t ds 

Sojojacc^panente tangenziale (forza di attrito) contribuisce al lavoro (che 
come vedremo è sempre negativo, cioè dissipativo) compiuto dafi£reazjone | 
v . inc ? lare ' Mediante opportuni accorgimenti (lubrificazióne, cuscinetti, ecc.) 
si cerca di solito di ridurre quanto più possibile la forza di attrito; cosicché 
almeno in prima approssimazione conviene limitare l'analisi della forza vin- 
colare alla sola componente normale N. Discutiamo qui di seguito come 
questa analisi possa essere condotta: lo faremo introducendo il metodo 
generale che può essere impiegato, e sviluppando un paio di esempi. Nel 
prossimo paragrafo vedremo come, una volta nota la componente K po ssa 1 
essere valutata la forza di attrito f,. 
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Cominciamo con l'analizzare il caso di vinco li bilaterali. 

Consideriamo dunque un punto materiale che^snmfove sottoposto a Caso di vintolo bilaterale 
certe forze di risultante / Per esso, dunque, l'equazione del moto si scrive: 

f= ma [V.54] 

Se il moto del punto non è sottoposto a vincoli, esso può muoversi libera- 
mente nello spazio; la legge oraria è specificata dalle tre funzioni: 

x = x(t) 

' y = y(0 [V.55] 

l 2 = 7(0 



fra di loro indipendenti. Queste tre funzioni rappresentano le incognite del 
sistema di tre equazioni differenziali [V.54], in cui il primo membro /(forze 
attive) è noto in funzione della posizione del punto (ed eventualmente 
della sua velocità e del tempo). Il sistema di equazioni [V.54] può dunque 
essere risolto (prescindendo dalle difficoltà matematiche che ciò possa 
eventualmente comportare). 

In presenza di un vincolo bilaterale, al primo membro della [V.54] 
compare la~Te azione vincolare incognita R: 

R + f^m3 [V.56] 

Notiamo che in assenza di attrito la reazione R è normale al vincolo. Per- 
tanto se il vinc olo c ostringe J\_ punto a giacere su una superficie (vincolo 
superfidaleXla reazione vincolare rappresenta uria soia incognita scalare (la 
sua direzione è nota tri ogni posizione, una volta nota la forma del vincolo; 
e dunque resta incognito solo il suo valore jV); mentre se il vincolo' 
c .°? t _ rin S e f P untt L, a - muoversi su una traiettoria ^preslabiirta (vincolo 
lineare), la reazione 7? rappresenta due incognite scalari (si sa infatti che 
essa giace nel piano ortogonale alla traiettoria). 

Tuttavia il vincolo, imponendo precise condizioni geometriche al moto, Incoimìie cinematiche e inco- 
introduce delle relazioni che legano fra di loro le coordinate x, z del gniie dinamiche nella equazio- 
punto: e^ dunque le tre funzioni [V.55] non sono più fra di loro indipen- ne dcl mol ° 
denti. Più precisamente, un vincolo superficiale introduce una relazione fra 

le tre funzioni [V.55]; mentre un vincolo lineare introduce due relazioni. - - ' A 

In altri termini possiamo dire che la presenza di un vincolo introduce"! 
delle incognite dinamiche al primo membro" della" [V.56]; ma elimina, ini ' ; . ; , .... h , 

^J}. nu rnero, incognite cinematiche al secondo membro. In presenza di uni ■ ''A •'' i f 
vincolo superficiale, bastano così due equazioni dinamiche per risolvere il 
. . . ^oto; e introducendo le soluzioni al secondo membro delle [V.56] si può 
|;. sterminare l'unica incognita dinamica al primo membro. In presenza di un 
g|| vincolo lineare (traiettoria prestabilita) basta una sola equazione dinamica 
|||. Per determinare completamente il moto; e introducendo la soluzione al 
M Se . c< ? ndo membr0 della I v -56] si possono determinare le due incognite dina- 
^jtniche presenti al primo membro. 

. La equazione (o le equazioni) che può essere usata per risolvere il 
moto, potrà essere una (o due) delle componenti della [V.56], se tale com- 
ponente non contiene la reazione vincolare; oppure una opportuna elabora- 
tone delle [V.56] che elimini la reazione stessa. Nel caso particolare di 
L m °to su traiettoria prestabilita sotto l'azione di forze attive conservative, 
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per la soluzione della legge del moto conviene usare l'equazione di conser- 
vazione dell energia (secondo il metodo discusso nel par. IV.10) considerato 
che in assenza di attrito la reazione vincolare non compie alcun lavoro 



Esempio 

l^azìon, vìneoi;,,. nei pendo- E.V.9. Un pendio semplice di iu,t S ,u,za r .iene azionato <lafer.no in popone 
P J°™™<™ angolo 9 0 con la verticale. Determinare la reazione vincolare (tei 

sione x del filo) in funzione delia posizione del pendolo. 



posizione 
iniziale 




Il pendolo compie un molo piano; per cui l'equazione del moto [V.5Ó): 

t + mg = ma [V57] 

?«Ì?£' U -H U8 !- 3SSÌ SÌ fÌdUCe a due S0ÌC e 1 uazì °"i scalari (la componente sull'asse z 
essendo identicamente nulla) 



t, ; = ma x 

t, - mg = ma,. 



IV.58J 



posizione 
generica 




12 I? «I? 'M^ 81 " bbiam h ° IeilUt ° C011t ° dd fytt0 che " P" co ™ »no stati 
sull'asse v " PeS0 pr0,e2l0ne 1H)lla su "' ass e -v e proiezione - mg 

II vincolo che cosiringe il punto a compiere una traiettoria circolare, introduce 

SS n funi dT^^ * e '"«f 1-este variabili sono esprimi 

dui in lunzione dell unito parametro 9; 



a- = rsin 6 

rcos 9 = r(\- cos 6) 



r = r 



IV.59] 



D'akra nZTn . d h et ' rminare come 9 d| P ende da ' "mpo Per conoscere v<0 e y{l). 
?ovo ?nSL ì c ° m P°- n "" r * e V della reazione vincolare t non sono fra di 
nfatt " ° ' reUa SeCOnd ° il rasgio (e in verso oppose)' si ha 




[V.60] 

' e lV ' 601 ' 16 [V591 (d0p ° averle deriva,e due volte > [V-58], 

Sita 3?™^^ SCr ,' lte Ìn t£rmÌnÌ deNa ÌtlCOgnita dinamka r e delta 
orinS C ' nematlca J<'>- La sol ™ e P<«™bbe poi essere trovata - in linea di: 

dilla nrim", ,mpic f ( nd <\ tecmche ^ "ella soluzione dei sistemi: ricavando t 
avente SI , sosmuendo . nella si ottiene una equazione differenziale 

cendo fa firn Tu mco * nita flinzi0lle 6(0; una volla risolta questa, inlrodu- 
cenoo la 6(/) nella prima delle [V.58J si ricaverebbe t 

Ej! Problema può essere risolto più facilmente come segue, 
valivi là h,"" $IStema a Un S0 '° grado di liber,a sottoposto a forze conser- 

dell'e«ìi^ s tTX 0 : eSSere tr ° Vata USand ° " te ° rema di co ™ zione 

1 2 

2 WV + mgy = £ = "'«>'<, (l'energia cinetica iniziale essendo nulla) \. 
da cui 



1 



2 " ,v = >»siy a -y) = wj,-, (cos9- cos 6 0 ) 



|V.61] 
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D'altra parie, proiettando la [V.57] sul raggio r, si ha: 

— x + ing cos 6 = ma, [V.62] 

con Qf accelerazione radiale. Ma l'accelerazione radiale in un moto circolare di rag- 
gio r è centripeta e il suo modulo vale — — : 

r t 

Dal confronto fra questa relazione e la [V.61] st ha 
ma-, = — 2 mg (cos 8 - cos %) 
che inserita nella (V.62] ci dà 

— x + ffijrcos fi = — 2 mg (cos 6 — cos £>„) 

da cui infine 

t = mg (3 cos 6 - 2 cos % a ) 

che, fornendoci !a reazione vincolare t in funzione dell'angolo 6, risolve il quesito 
del problema. 

Contrariamente ai vincoli bilaterali, per i quali la componente normale 
N della reazione vincolare può essere sia positiva che negativa (i vincoli 

bilaterali possono sia tirare che spingere), nel caso dei vincoli unilaterali la il caso di wneoli unilaterali 
reazione vincolare normale può essere diretta in un verso solo. Notiamo, 
per inciso, che nel caso del pendolo semplice trattato nell'esempio E.V.9 
eravamo a stretto rigore in presenza di un vincolo unilaterale (si avrebbe 
? | un vincolo bilaterale se il filo fosse sostituito con una sbarretta rigida); 
£ tuttavia almeno in tutto l'emisfero inferiore, cioè fino a che il punto mate- 
riale /'non viene sollevato al di sopra del punto di sospensione 0, la confi- 
gurazione delle sollecitazioni è tale per cui ti punto P non abbandona la 
superficie della sfera, e il vincolo si comporta di fatto come un vincolo bila- 
terale. 

Nel caso generale, il moto in presenza di vincoli unilaterali può essere 
trattato come segue: 

a) Si risolve il problema ipotizzando che il vincolo unilaterale sia sostituito 
con un vincolo bilaterale. Utilizzando la metodologia introdotta sopra, e 
illustrata anche nell'esempio E.V.9, si calcola il valore della componente 
: ' . # della reazione vincolare proiettata sulla normale uscente dal vincolo. 

,b) Si verifica il segno di N, Fino a che N > 0, il vincolo bilaterale spinge. 
Questa stessa azione può essere svolta anche dal vincolo unilaterale; 
anche in presenza di vincolo unilaterale, il punto in moto mantiene dun- 
que il contatto col vincolo. Quando invece N < 0, il vincolo bilaterale 
tira. Questa azione non può essere svolta dal vincolo unilaterale; e dun- 
que se la natura del vincolo è unilaterale il punto materiale abbandona il 
H' contatto col vincolo, e a partire dalla posizione in cui è N = 0 prende a 
muoversi come un punto libero da vincoli. 
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Esempio 




E.V.IO. Un carrello viene lancialo con velocità iniziale v 0 lungo un binario orizzontale 
cliejMjMvseBlaMti-avwIgimcnta circolare di raggio r. Calcolare (nell'ipotesi 
di assenza di attrito) il minimo valore che deve essere dato alla velocità v 0 
affinchè il carrello compia il «giro della morte» senza staccarsi dai binari. 

Il teorema di conservazione dell'energia consente di calcolare facilmente la 
velocità del carrello in funzione della posizione, e in particolare in funzione della 
quota y: 

-y- mvl = -j- wv 2 + mg j' ; da cui v 2 = vj; - 2 gy . 

Per assicurarsi che il carrello non cada, distaccandosi dal binario, basta verificare 
che ciò non accada nel punto più alto della traiettoria, cioè nel punto Pin cui si ha 
y = 2 r e in cui dunque la relazione precedente diviene: 



v 2 = vi - 4 g r 



[V.63] 



Scrivendo l'equazione [V.56] in corrispondenza del punto P e proiettando nella 
direzione PO (normale uscente dal vincolo) si ha: 



R + mg 



in v 



[V.64] 



avendo tenuto conto del fatto che in un moto circolare l'acce (orazione centripeta 
v 

vale —, Inserendo !a [V.63] nella relazione [V.64] e ricavando R si ha: 



m 



(£-')--(£-««-')-"#-*.) 



Imponendo la condizione che sia R > 0 (vincolo unilaterale) si ottiene: 



~~Sg > 0 



cioè 



v„ > 5 g r 



E questa la condizione cui deve soddisfare la velocità iniziale v Q affinché il car- 
rello non si distacchi dai binari nemmeno nel punto più alto della traiettoria; 
Ad esempio se r = 2 m , si ha 



vi > 5-9,8 -p- 



2m - 100 



m 



cioè 



S 10-^ = 36 
s 



km 



V.9. Forze di attrito 

Oltre alla reazione normale N, di cui ci siamo occupati nel par. V.8, i 
vincoli esercitano anche una reazione tangenziale / (forza di attrito). 
Quest'ultima può essere calcolata ricorrendo alle leggi empiriche dell'attrito 
che consentono di collegare la forza di attrito alla' componente normale N 



Le 



della reazione vincolare. La fenomenologia delle forze di attrito risulta 
diversa a seconda che il sistema materiale considerato, che si trova a con- 
tatto col vincolo, sia fermo rispetto al vincolo o in moto relativamente ad 
esso. Nel primo caso si parla di attrito statico; nel secondo di attrito cinema- 
tico o attnto dinamico. 



V.9.1. Attrito statico 



Consideriamo un oggetto pesante di forma parallelepipeda, appoggiato 
su un piano orizzontale rigido. Sappiamo allora che il piano esercita sull'og- 
getto una reazione normale N che equilibra la forza peso. Se ora eserci- 
tiamo una forza attiva f a orizzontale, si riscontra che fino a quando la forza 
f a non supera una cèrta intensità limite/,,,,,, il corpo non" si muove. Ciò 
significa che la forza attiva/, è equilibrata da una forza vincolare di attrito 
/, uguale ed opposta ad/ 0 . Quando l' intensità f a della forza attiva raggiunge 
il valore/^, il vincolo non e più in grado di QppofvisìT^ro^éttò'corriìii- 
cìa a" muoversi. Ciò significa che: 



A uri io 



/,= - fa fino a che / < f„ 



[V.65] 



Sperimentalmente, si riscontra che /„. 
approssimate: 



soddisfa le seguenti leggi empiriche 



~~ a )/m^è Ln'jjrjej^ Ad esem- 

pio, appoggiando l'oggetto su una superficie laterale anziché sulla base, 
nell'ipotesi che le due superfici abbiano le stesse caratteristiche (tipo di 
lavorazione e materiale),/^ non varia. Questa le gge è qualitativamente 
giustificabile con la considerazione che l'area effettiva di contatto è in ogni 
caso, a causa di asperità sempre presenti, assai più piccola dell'area geome- 
trica di appoggio. Questa legge vale in effetti fino a che l'area di contatto 
non divenga confrontabile con le dimensioni delle asperità superficiali: cosa 
che accade o quando la superficie di contatto è molto piccola (una lama o 
una punta), o quando le superfici a contatto sono levigate in maniera estre- 
mamente accurata. 



- °) /max è proporzionale alla reazione normale N 



f™* =V t N ! 



[V.66] 



^Jr°5fi)ciente \i s è detto cpejfitiente di attrito statico; esso dipende dalla na- 
t ura dei mate riali a cont atto, jallaioTó lavorazione superficiale, dalla even- 
tuale presenza di lubrificanti. Mettendo insieme la"[V.66| e la 'l V.65] si ha: 



fi ~* fa 

ovvero 



fino a che f t <; \i s N 

f 

fino a che -~ < \i s 



[V.67] 



^ ot ianio che f, ed N sono le componenti tangenziale e normale della rea- 
li, zione vincolare R ; cosicché //N rappresenta la tangente dell'a ngolo 9 che la 
~ Azione R forma con la normale al piano di contatto; la [V.67]" sPpuò scri- 
vere dunque anche come 



Le agi 
sUili co 



tt 



Coefllc 
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FDfMf^r: : -V..' /*.■' ■■■ ■ . :// .'. 



Angolo dì attrito Se chiamiamo 9„ l' angolo (detto angolo di attrito) per cui tg 9 fl = u ] a 

[V.68] si può scrivere anche nella forma 

La reazio ne vinco/are R non può formare con la normale al vincolo un angolo 
maggiore dell'angolo ""dì ! atìnto. " ■■ ' ™- 



Esempi 




E.V.ll. Un oggetto è appoggialo su un piano rigido rettangolare, incernierato su uno 
dei suoi lati a un asse orizzontale, cosicché il suo angolo di inciina-ione a 
può essere fatto variare. Se ^ è il coefficiente di attrito, per quale valore 
dell'angolo « di inclinazione l'oggetto comincia a scivolare? 

La forza attiva è il peso mg dell'oggetto, le cut componenti tangenziale e nor- 
male rispetto ai vincolo sono rispettivamente mg sin « ed mg cosa Perché l'oggetto 
sia in equilibrio, la forza attiva deve essere equilibrata dalla reazione R le cui com- 
ponenti /, ed N devono dunque soddisfare le relazioni- 



mg Sina 
mg cosa 



da cui, facendo il rapporto membro a membro 



JL 
N 



tga 



D'altra parte la [V.67] ci dice che deve essere — ? u,; e d 



lunque 



'S« <, M, t ; ovvero tga ^ tgfl,,; a < % 

l'equilibrio è dunque possìbile fino a che l'angolo di inclinazione del piano resta 
minore dell angolo di attrito. 



N 



mg 



nmg 



I 



E.V.12. Un mattone e appoggiato su un piano orizzontale, e tramite una funicella e 
una carrucola e collegato a un secondo mattone appeso. Sia \i s = 0 3 il coef- 
Jtetente di attrito. Si riscontra che il sistema non è in equilibrio: il mattone 
appoggiato savola sul tavolo trascinato dai peso dell'altro. Quanti mattoni n 
occorre accatastare l'uno sull'altro per raggiungere l'equilibrio? 

<i*iì llh^TJ^f° n Z SUl maUOne aPP^iato sul tavolo quando sono accata- 
?» n £IT% r ] da earant,re '^uilibrio; esso è sollecitato tangenzialmente 

™*»^ f „! T! r = 1 = mgx per avere "'equilibrio la forza di attrito deve avere 
modulo j) pan a f„ = mg 

fi = mg 

Zlo T lT^tTT 0n ^- n ° rmale ' VdeMa reazìone vìnco!are deve equilibrare il 
peso nmg degli ti mattoni accatastati 

/V = n mg 



Facendo il rapporto membro a membro 
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A. = _L 
N n 



D'altra parte la [V.Ó7] richiede che sìa ^ Ul ; dunque 



1 ^ ' 1 

£ /J > = = 33 



H, 0,3 

Dunque occorre accatastare almeno quattro matlonì. 
V.9.2. Attrito cinematico radente 

ira» -^ 

/--^.A'v { [V.69] 

Jfclìi 1 L ve I.sore dellajeJocità dell'oggetto relativamente al vincolo, u è 
JVea del ^ 7""?' 00 def ^ fali * *™aito, ma indipendente Sai- 
dei par V.9 1 C °" limitaziom ' specificate al punto a) 

Il coefficiente adimensionale |i r viene detto coctlk-icnte dì attrita r „ .^ . , .- 

GenÌ™£^' Mc^inteJi«tn.to_sUt co nelle stesse condizioni. 

Oenera mente, come abbiamo visto negli esempi del par V8 ia rea- V'.' t M " 

, t 6 condlz,oni cinematiche dell'oggetto; cosicché la [V.69], a 
Un» ™ ' Ja tt sua t ?PP aren te semplicità, diviene in realtà assai complessa 

OPPO^O a nfdi^ 8 H n n rale J 6113 IV ' 69] è Che eSSa è P aralJe]a e d < ^rso ; v, , . . ^ ! ' 

Seni ? l^-™ 1 ™* e dunqde anche OeTlo spostamento " ' ' ' 
e ementare ds\ per cui iTTavoro'ètèmentare </Z è sempre negativo e tale è 

dunque anche ,1 lavoro totale compiuto su un percorso qualunque — 
dL=/ r ds = - |i f Nv ■ ds = - \L ( .Nds 

ÌSif 880 partìcolare in cui la reazione normale N sia costante il lavoro 
mSLTmX dalla f ° rZa dÌSSÌPatÌVa dÌ a " rÌt0 3331,1116 forma P-t!colar 

L = \dL = \- i i l -N<ts= -^Ns [V.70] 
^3T Senta H PerCOrS ° complessivo com P iuto dall'oggetto a contatto 1 ' 

"erc^S^g^ y l hÌ n T0 * *** ^^^Ìto,^ndo^er,ogni La lor.a di ..rito non , CO n- 

vativo ' * 0, . non. costituisce un campo di forza conser- serviitiwi 



Esempio 



E.V.13. Un oggetto scivola, partendo da fermo, lungo un piano inclinato di a = 30° 
Se il coefficiente di attrito cinematico è p, = 0, 15, determinare la velocità 
acquisita dall'oggetto dopo un percorso s - 2m. 

Il problema può essere risolto usando la [IV.42.a] ponendo in essa: 

Kb = -j~ m v 2 ; K A = 0 

U(A) - U{B) = mg h = mg s • Sina 
£,„■ = - p< N s = - \i c mg cosa ■ s (per la [V.70)) 
La [lV.42.a] diviene dunque nel nostro caso: 
1 2 

~Y m\ - wgjsma-|i, mg cosa ■ s = mgs (siila - u. ( cosa) 

da cui: 

v = \/2£s(sina-ii ( cosa) = ^2 ■ 9,8 • 2 m (0,5 - 0,15 ■ 0,866) = 3,0 — 
V.9.3. Attrito vohente -.-A (?<'^v- : ' 

. Ulil^ 1 ?^ 0 dell'attrito volvente non riguarda il punto materiale ma i 
sistemi materiali estesiTTn effetti, l'attrito volvente è la forza dissipativa 
resistente c he agisce su una ruota che rotoli senza strisciare a contatto con 
U A Incoia Ciononostante, per completezza preferiamo introdurre l'attrito 
volvente in questo paragrafo in cui abbiamo discusso anche gli altri feno- 
meni di attrito. 

I^arno_che_npotesi cheja ruota rotoli senza strisciare significa che il 
tr ,? tt0 ^» generatrice t della ruota a" contatto col vincolo è fermo "rispetto al 
vmc 9!£ stesso. Inj|nMstante_vi è dunque un punto della ruota che non si 
muov^pur trattMàW~aTun punto diversò in ógni istante. Il movimento 
elementare che in ogni istante la ruota compie è un movimento di rota- 
zione intorno a C; pertanto incentro della ruota si muove con modulo v 
della velocita pan V- wR (u velocita angolare; R raggio della ruotal e il 
punto ^diametralmente opposto a C si muove con velocità pari a 2aR. 

'! .? unt0 C e famo, l'attrito radente applicato in C non compie 
lavoro (si tratta in effetti di attrito statico); nell'ipotesi ideale che la ruota e 
il vincolo siano entrambi completamente indeformabili il rotolamento non 
e accompagnato da alcuna forza dissipativa (si dice allora che si ha a che 
lare con un rotolamento su vincolo perfetto). 

In realtà, nella pratica, sia il vincolo che la ruota subiscono qualche 
deformazione locale. Analizziamo schematicamente, per chiarirci le idee, 
quali fenomeni accompagnino la deformazione della ruota. Per effetto della 
deformazione, la zona di contatto fra la ruota e il vincolo non è più a forma 
di segmento, ma estesa. Durante la rotazione, la zona CA (che sta più 
avanti di C rispetto alla direzione di moto) viene compressa, e ciò richiede 
che si compialavoro L A a spese dell'energia di movimento; mentre la zona 
UL. (che sta dietro) si decomprime, e il lavoro L D di decompressione va a 
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favorire il movimento. Se tutti i fenomeni coinvolti nel processo fossero 
rigorosamente conservativi, i lavori L A ed L D sarebbero uguali ed opposti, e 
non si avrebbe alcun fenomeno di dissipazione. In realtà il lavoro reso 'in 
f??. e d !_ decom P res sione è sempre leggermente minore de] lavoro assorbito 
in fase di compressione, e il risultato netto è una azione di frenamento del 
moto. 

Empiricamente, anche la forza di attrito volvente può essere descritta 
da una legge formalmente identica alla [V.69] 

\ f, = -ìiyNv] " ' ;•- [V.71] 



in cui yiy eoe lìì ci e n tedi attrito volvente, è di solito per almeno un ordine di 
'grandézza più piccolo...di, u. c . 

Va notato che per un sistema che si muova su ruote, ]a_ condizione 
c he non si a bbia sli ttamento delle ruote è espre^a dalla [V.67]; cioè deve 
essere "" " — - 



f, ^ \i s N\ — - ! ■ - [V.67] 



dove Uj è il coefficiente di attrito statico. 



Esempi 

E.V.I4. Una automobile percorre, a velocità v di modulo costante, una strada che Automobile in curv 
presenta una curva non rialzata di raggio r= 50 m. Se il coefficiente di 
attrito statico. fra la strada e le ruote è \x s = 0,80, quale è la velocità mas- 
sima v con cui la cuna può essere affrontata? 



In curva, l'automobile percórre una traiettoria circolare (a velocità v costante) 
Per cui la sua accelerazione a (centripeta) ha modulo pari ad 



a = 



La forza che produce questa accelerazione è la forza di attrito f,: per cui deve 
aversi: 



fi = m 



V 




La [V.67], tenuto conto che la reazione normale equilibra la forza peso, diviene: 

!: - .,2 



m—p <, \i s mg 



da 



cui 



v 2 £ \i s rg ; 



,80 50 m • 9,8 



m 



' m m km 

400 — j- = 20 — = 72—— 
s' s h 



Ja velocità massima è dunque di circa 70 km/h. 
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E.V.I5. la stessa automobile di cui all'esempio E.V.14 esegue su strada diritta a 
partire dalla velocità di 30 m/s f= WS km/h), una frenata con accelerazione 
a costante. Quale è lo spazio minimo t in cui può fermarsi? 

frenata senza strisciamento L'accelerazione massima che può avere l'automobile è determinata dalia mas 

sima forza tangenziale / che secondo la [V.67] può esercitare l'attrito Da cui 
discende, per i moduli: 1 

ma = f, £ = |ìj mg ; 

e dunque, in definitiva: 

a < ^* [v.72] 
alla ?«\S5Se* VelHf SPa2Ì ° ' PerC ° rS ° * ^ ^ * 

2 a 

Questa relazione, accoppiata alla [V.72], fornisce: 

/ ^ ~z = 56 m . 

L'automobile non può fermarsi in uno spazio minore di circa 60 metri. 



V.10. Oscillazioni forzate e oscillatori accoppiati 

In questo paragrafo riprendiamo e sviluppiamo le considerazioni da noi 
atte a proposito dell oscillatore; considerazioni che fino a qui si sono limi- 
tate al caso più semplice, che è quello di un unico punto materiale che si 
muove m una sola direzione per azione della forza elastica («oscillatore 
armonico») e di una eventuale forza resistente («oscillatore smorzato»). 

Nel primo caso l'energìa meccanica del sistema -yKxl (vedi esempio 

E.V.7) si conserva; nel secondo caso l'energia dell'oscillatore va dimi- 
nuendo a spese di un trasferimento al mezzo entro cui l'oscillazione ha 
luogo; mezzo che acquisisce progressivamente (nella forma di energia ter- 
mica^ come meglio vedremo nel capitolo XIII) l'energia meccanica che ini- 
zialmente possedeva l'oscillatore. 

Gli oscillatori sono sistemi di grande interesse teorico e pratico perché 
ampie categorie di fenomeni fisici nei campi più disparati sono interpreta- 
bili in termini di sistemi di oscillatori. Tuttavia nella realtà, di norma, tali 
oscillatori interag,scono fra di loro e con altri sistemi circostanti, e si disco- 
stano cosi dagli schemi semplificati che noi abbiamo fin qui considerato. 
Ri teniamo pertanto utile ed opportuno estendere la nostra analisi ad alcune 
delle situazioni che più frequentemente si presentano nella pratica 



Oscillatore in due dimensioni V.10.1 Oscillatore in due dimensioni 

Consideriamo un punto n 
come piano xy) sotto l'azione 



Consideriamo un punto materiale mobile su un piano (che scegliamo 
no xy) sotto l'azione di una forza elastica /= —Kr. L'equazione 
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del moto è dunque 



— Kr — f = ma = in 



ar- 



che proiettala sugli assi diviene: 

d 2 x 



dt 2 
d 2 y 
dt 2 



+ — x = 0 
m 

K 

+ — v = 0 
in " 



[V.68] 



Le [V.68] costituiscono due equazioni differenziali disaccoppiate identiche 
alla [V39); le quali dunque ammettono come soluzione 



,v = x a sin (w/+ (p t ) 
.V = y a sin (cw+ cp 3 ) 



-iF 



[V.69] 



Osserviamo che il tipo di traiettoria corrispondente alle [V.69] dipende, 
oltre che dalle ampiezze x a e y 0 , anche dalie fasi iniziali <pi e q>i; e dunque 
dipende dalle complessive condizioni iniziali. 

Nel caso che sia <p, = <p 2 , facendo il rapporto membro a membro fra le 
due relazioni [V.69] abbiamo 



x 

y 



Xc_ 



[V.70J 



La [V.70] rappresenta una retta: in questo caso la traiettoria compiuta dal- 
l'oscillatore armonico è una traiettoria rettilinea, e su di esso il punto si 
muove con ampiezza L Q e con pulsazione w: 

L = i 0 sin <Pi) |w = U = fxl + yT^ [V.71] 

Se % = (p, + ti/2, le [V.69] divengono 



= sin (iot + cpi) 

x 0 



= cos(tor+ (pi) 



Quadrando e sommando, si elimina il tempo ricavando l'equazione della 
traiettoria 

Questa rappresenta l'equazione di una ellisse che viene percorsa dal punto 
con pulsazione gj |ovvero con periodo T= ~^-J; ellisse che si riduce a un 
cerchio nel caso particolare che sia x a = y„. 




2 



V 



„ „ rwm ente nel caS0 « enerale (<Pi * <fc; x* * y a ), eliminando il tempo 
nelle [V.69] attraverso passaggi algebrici semplici anche se laboriosi è facile 
verificare che la traiettoria è ancora una ellisse, anche se ruotata rispetto 
agli assi coordinati. 



- 9 ) 



V.10.2. Osci f latore forzato 

L'oscillatore forzato è costituito da un punto materiale dì massa m sot- 
toposto a una forza elastica - Kx e a una forza di smorzamento viscoso 
- fx (cosi come abbiamo già visto nel par. V.7.2, eq. [V.48]) sollecitato in 
più da una forza sinusoidale del tipo/= Fsinov parallela all'asse x su cui 
il moto avviene; cosicché l'equazione del moto diviene: 

mx + $x+ Kx = Fsìn^r [v.72] 

Notiamo che l'origine dei tempi è stata scelta in modo che sia nulla la fase 
iniziale della forza sinusoidale applicala. La [V.72] rappresenta una equa- 
zione differenziale hneare del secondo ordine a coefficienti costanti 
omogenea per la presenza del termine noto Fsm^r. La soluzione è data 
dalla somma di due termini, rappresentati rispettivamente dalla soluzione 
generale della equazione lineare omogenea associata (eq. [V48U e da una 
soluzione particolare della equazione non omogenea [V.72]. Tale' soluzione 
e del tipo. 

-v = x a sin (o„ / - <p) [v.73] 

dove l'ampiezza *„ e la fase <p non sono costanti arbitrarie, ma possono 
essere ricavate con relativa semplicità mediante sostituzione nella [V 72] si 
verifica fac.Imente che affinché la [V.73] soddisfi la [V.72] deve essere 

Firn 



P 



+ 



m 2 



[V.74] 



tp = artg 



K 2 



sin (iut-l-9,) 



In definitiva, la soluzione generale della [V.72] ha la forma 

Jf(0= Jf] f T 'sin(cor+ 9,) + x 0 sin(o 0 /- v ) [V.75] 

dove x n e <p sono dati dalla [V.74]; y = Wo è | a pulsazione della forza 

sinusoidale applicata; e w = 1^7= l/""^* la pulsazione 
propria dell'oscillatore libero. 

tpmn P n OÌ ^ 11 P fim o Armine ha ampiezza che decade esponenzialmente nel 
Ho fniV Ì CCnt " but 1 ° 6 presente 5010 du ™te un lasso di tempo transito- 
rio iniziale: quando al passare del tempo l'esponente yt supera alcune 
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unità, la soluzione [V.75) sì riduce al solo termine « forzato»[V.73]. 

Osserviamo che l'ampiezza e la fase [V.74] della oscillazione forzata 
dipendono, oltreché dai parametri caratteristici dell'oscillatore libero, dalle 
caratteristiche della forza sinusoidale applicata e in particolare dalla sua pul- 
sazione w 0 . Fissati gli altri parametri, al variare di l'ampiezza della oscil- 
lazione e la sua fase variano cosi come mostrato nelle figure. Derivando la 
prima delle [V.74] rispetto a w 0 e uguagliando a zero, sì verifica che il mas- 
simo della ampiezza si realizza quando la pulsazione w 0 della forza assume 
il valore: 



\P r ~ 



2 m 7 



[V.76] 



Si dice allora che ci si trova in condizioni di risonanza; la pulsazione [V.76] è 
detta pulsazione di risonanza. 

Fissate le caratteristiche dell'oscillatore libero, e fissate l'intensità e la 
pulsazione della forza sinusoidale applicata, a regime l'oscillatore segue la 
legge oraria fV.73], cioè compie un moto armonico di ampiezza costante x„: 

pertanto la sua energia totale -^-ICxl resta costante nel tempo (vedi esem- 
pio E.V.7). Tuttavia la forza applicata f sinw 0 / compie un lavoro (in gene- 
rale diverso da zero) il cui valore medio (media su un periodo) è dato da: 



L= 1 FsÌncj Q / • dx = ° \ Fs\n<x> 0 t 

T 0 k In -a 



dx 
dt 



di 



Tenuto conto che la posizione x ha l'espressione [V.73], si ha 



dx 
dt 



= x 0 ìù 0 cos(oj 0 /- <p); 




Conili /ioni di risonanza 



per cui 



2 TU \> 



Fx 0 sinw 0 r cos(u 0 /- ip) d(w 0 ?) = 



= — — 1 Fx 0 sina cos(« — <p) da 
2 n -0 



l.;i\oro compililo dalla forzi] 
applicala 



avendo posto a= <jì 0 t. Sviluppando il coseno della somma 
cos(a — (p) = cosa coscp + Sina sin (p , 

>ì si ha: 

L — — — Fx Q cos<p \ Sina cosa da + — — Fx Q sintp 

■'o 



L - — — Fx, cos<p \ sina cosa da + -r~Fx 0 sin<p sin 2 a da 
•Di questi integrali, il primo è nullo; mentre il secondo vale 
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per cui si ha in definitiva: 



L = sin q> [V.77] 

i-nei^a L he iWiih,,^ m h §e , n , erale ,ale "avoro medio è diverso da zero, perché sin<p è diverso 
numica ■,! me^o da ^ L energia che così vie »^ comunicata all'oscillatore è quella che 

serve per compensare l'energia che l'oscillatore disperde verso il mezzo in 
cui si muove: è evidente intatti che, poiché la sua energia resta costante 
l'oscillatore rappresenta dal punto di vista energetico niente più che un tra- 
mite che dissipa verso il mezzo l'energia che gli viene via via comunicata 
dalla forza che su di esso agisce. 



Osci!l;llori ;iL'COp]>ki1 j 



V.103. Oscillatoli accoppiati 



K, K,, K, 



Il comportamento di alcuni sistemi macroscopici e di molti sistemi 
microscopici è, per molti aspetti, convenientemente descritto da un insieme 
di oscillatori accoppiati: cioè di oscillatori richiamati ciascuno verso la pro- 
pria posizione di equilibrio da una forza elastica, e nello stesso tempo inte- 
ragenti elasticamente con gli oscillatori circostanti, e in particolare con 
quelli più prossimi. Il più semplice sistema di oscillatori accoppiati (sistema 
cui qui limitiamo la nostra attenzione, sviluppando al riguardo una tratta- 
zione che potrebbe essere facilmente estesa a casi più complessi) è costi- 
tuito da due soli oscillatori unidimensionali, descritti dallo schema rappre- 
sentato in figura. 

Supponiamo che si tratti di due oscillatori identici, cioè dotati della 
stessa massa ( m , = ,, h = m) e attratti verso la posizione dì equilibrio dalla 
stessa forza di richiamo (K, = K 2 = K). 

In base a semplici considerazioni dinamiche, si riconosce immediata- 
mente che la legge del moto di questi due oscillatori è descritta dal 
seguente sistema di equazioni differenziali' 



d\ 

m ~^T= -A'a, + ^ 12 (.v : -x,) 



m 



d 2 x 2 
dt 2 



[V.78] 



= - Kx 2 + K v _(x } - x 2 ) 



dove x, e x 2 rappresentano la coordinata di ciascuno dei due oscillatori 
misurata a partire dalle rispettive posizioni di equilibrio; il termine - Kx t 
L~ Y rappreseilta la di richiamo verso la posizione fìssa di equili- 
brio; il termine £ 2 rappresenta la forza di mutua 
interazione. Le [V.78] possono essere scritte nella forma- 



d 2 x 



dt 2 m 

d 2 x 2 K+ K u 
dt 2 + m 



12 K\2 

— X, = — — 
ni 

Km 



*2 = 



in 



[V.79] 



È immediato verificare che la coppia di funzioni fra di loro uguali 
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jcj = x 0 sin(co„r + cp 0 ) 
x 3 = x 0 sin(co 0 f + tpj 

o = ; x 0 , cp 0 : qualunquej 



[V.80] 



rapppresenta una soluzione del sistema [V.79]; ed anche la coppia di fun- 
zioni 



x t = jcsÌn(<of + <p) 
x 2 = xs'm((ji(+ <j>) 



[V.81] 



/ W K+2K n _ _ , \ 
I co = W ; x <p: qualunque! 

costituisce una soluzione. La [V.80] e la [V.81] sono le soluzioni che descri- 
vono i cosiddetti modi norma/i di osai lozioni' degli oscillatori accoppiati: nel 
modo [V.80] i due oscillatori si muovono in fase e la forza elastica di accop- 
piamento non entra in gioco; nel modo [V.81] essi si muovono in contro- 
fase, e in questo caso alla forza dì richiamo propria con costante K si 
somma, per ciascun oscillatore, la forza dì richiamo di interazione con 
costante K u ed elongazione istantanea pari al doppio della elongazione 
istantanea di ciascun oscillatore (vedi figura). 

SÌ dimostra che la soluzione generale del sistema [V.79] è rappresen- 
tata da una combinazione lineare della [V.80] e della [V.81], cioè dalla cop- 
pia di funzioni: 



x\ = x o s'm(<à 0 t+ <p 0 )+ xsin(cof + <p) 
x 7 = x 0 sin(w 0 /+ <Po)— xsin{co/+ (p) 



[V.82] 



Per meglio comprendere il significato delle [V.82] analizziamo con più 
attenzione il caso particolare che sia x 0 = x e (p 0 = <p = 0. Le [V.82] diven- 
gono 



Modi nanTKili di iiM.il ki/ ione 



[V.83] 



X\ = x„ sin to 0 / + x a sin co / 
xj = x D sin co 0 / — x 0 sin co / 
Usando le formule di prostaferesi, le [V.83] possono essere scritte come: 



(~ (w — co 0 ) /J • sin (~y (w 0 + o) /j 



x t = 2x 0 cos 

x 2 = 2 x 0 sin (co - co 0 ) A . cos (-—• (co 0 + 00) t 



[V.84] 



Queste due funzioni del tempo hanno l'andamento mostrato in figura. 
Come si vede ciascun oscillatore compie una oscillazione con pulsazione 
(to 0 + co), e di ampiezza che cambia nel tempo essendo modulata con perio- 
dicità da una funzione sinusoidale di pulsazione (co - co 0 ). Quando un oscil- 
latore oscilla con ampiezza massima l'altro ha ampiezza nulla, e via via che 
l'ampiezza del primo diminuisce aumenta quella dell'altro fino a invertire la 
situazione. 
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Osserviamo che l'energia meccanica di ciascun oscillatore (ad esempio 
del primo) è data, come al solito, da un termine di energia cinetica 

K c = ~ m-i e da un termine dì energia potenziale U. Quest'ultimo non è 

dato da un unico termine, come nel caso di un oscillatore singolo; ma 
come risulta dalle [V.78], essa è data dalla somma di due termini di energia' 
elastica, 

l'energia meccanica totale dei due oscillatori è dunque data da: 

E = -j- m v\ + ~ Kx\ + », v 2 , + ~ Kxì + K tì (x 2 - a-, f 
che mediante semplici passaggi può essere posta nella forma: 



Energia dei due oscillatori ac- £ — £. + £,+ £ 

coppiati u 

dove: 



[V.85] 



E* — 1 2 1 7 

£i - 2 mvi + ~(K + K ì2 ) x, è l'energia del primo oscillatore 

E 2 = ~ mv| + -~{K+ K u )x\ è l'energia del secondo oscillatore 
En=~K n x i x 2 è l'energia di interazione fra i due oscillatori 

Poiché l'ampiezza di ciascun oscillatore non è costante, le rispettive energie 
non sono costanti nel tempo. Tuttavia è facile verificare che è invece 
costante l'energia totale [V.85] del sistema dei due oscillatori, energia costi- 
tuita oltreché dall'energia f, ed E 7 dei due oscillatori presi separatamente 
anche da] termine di interazione E ì2 = K ì2 x t x 2 che descrive l'energia che 
istante per istante un oscillatore sta trasferendo all'altro. 



Esercizi del capitolo V 



V.l. Le trasmissioni vìa satellite di programmi televisivi intercontinentali avven- 
gono tramite satelliti orbitanti sTjI piano equatoriale della Terra. Il moto di 
questi satelliti è tale che essi sono in posizione fissa rispetto ad un osserva- 
tore terrestre. Sapendo che il periodo di rivoluzione della Luna è circa 27 
giorni e che la distanza tra la Terra e la Luna è circa 380.000 km, e suppo- 
nendo che tutte le orbite che intervengono nel problema siano circolari con 
centro nel centro della Terra, calcolare ii raggio R s dell'orbita del satellite 
artificiale. (Risposta: 4,2 • IO 4 km) 

V.2. Un satellite artificiale della Terra si muove su una orbita ellittica che è carat- 
terizzata da una distanza minima (perigeo) dal centro della terra >>e da una 
distanza massima (apogeo) dal centro della Terra r A . Sapendo che l'accelera- 
zione di gravità sulla superficie della Terra è g e che il raggio della Terra è 
R T , ricavare le espressioni delle velocità v F c v 4 al perigeo ed apogeo rispetti- 
vamente, in funzione di r A ed rp. 

(Risposta: v F = 

V3. Se un satellite artificiale è messo in orbita radente alla Luna ed il suo 
periodo di rivoluzione è T = 110 minuti, quanto vale la densità media della 
Luna? 

(G = 6,67 ■ IO" 11 jVm 2 kg" 3 ) (Risposta: 3240 kg/m J ) 

V.4. Un satellite si muove intorno al Sole descrivendo un'orbita ellittica il cui 
semiasse maggiore è dato e vale a. L'ellisse ha per fuoco il Sole, 11 periodo di 
rivoluzione è noto e vale T. Ricavare l'espressione della velocità v s del satel- 
lite nel momento in cui la direzione di v B è perpendicolare al semiasse 
minore dell'ellisse. (Risposta: 2na/T) 

V.S. La traiettoria della cometa di Halley è un'ellisse molto schiacciata, che viene 
percorsa con un periodo T H = 75 anni, con il Sole come fuoco e con un 
perielio a distanza dal Sole praticamente trascurabile rispetto alla distanza 
dell'afelio dal Sole stesso. Sapendo che la Terra percorre intorno al Sole 
un'orbita ellittica con semiasse maggiore a T = 150 milioni dì km, calcolare 
la massima distanza tra la cometa di Halley ed il Sole. 

(Risposta; 5,3 miliardi di km) 

Inizialmente un satellite artificiale di massa m = 1000 kg è posto in orbita 
circolare intorno alla Terra ad una quota z in = 5000 km rispetto al livello del 
mare. La presenza di atmosfera produce un leggero frenamento che, con 
lenta spirali zzazione, porta il satellite ad un'orbita ancora approssimativa- 
mente circolare a quota z/ = 600 km rispetto alla superficie terrestre. Di 
quanto varia l'energia cinetica del satellite? 

(Raggio terrestre R T = 6400 km; accelerazione di gravità g = 9,8 m/s 2 ) 

(Risposta; 1,1 • IO 10 J) 

f V.7. jj n corpo s j muove su traiettoria circolare per effetto di una forza centrale 

attrattiva del tipo F = — — r, dove r è il modulo della distanza tra il centro 

i'- delle forze ed il corpo ed f è il versore di r orientato dal centro al corpo. 
Esprimere la relazione tra il periodo di rivoluzione ed il raggio dell'orbita e 
confrontarla con la terza legge di Keplero. 

(Risposta: diretta proporzionalità) 
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ì Problema V.8 

m 



m 



V.8. Una molla, disposta verticalmente con un estremo fìsso, subisce un allunga- 
mento et = 10 cm rispetto alla sua lunghezza di equilibrio, se le si appende 
una massa m. La stessa molla, con attaccata la stessa massa, se disposta su 
un piano orizzontale privo di attrito, imprime aila massa m un moto oscilla- 
torio. Calcolarne il periodo. (Risposta: 0,63 s) 

V.9. Un corpo di massa m = 0,2 kg è collegato a due molle di costanti elastiche 
k] = 3 N/m e k 2 = 5 AYm rispettivamente. Il corpo può muoversi su un 
piano orizzontale privo di attrito, sotto l'azione delle due molle. La posizione 
di equilibrio è realizzata con le due molle alle rispettive condizioni di riposo. 
Calcolare il periodo di oscillazione. (Risposta- ~ 1 s) 



ki 



m 



Problema V_9 



V.10. Due molle di costanti elastiche e lunghezza a riposo rispettivamente di 
A-] = 10/V/m k 2 = 20 A7m, /, = 10 cm ed ì 2 = 20 cm, sono collegate in 
serie e sottoposte a trazione tramite l'applicazione nel punto A di una forza F 
parallela alle molle. Per effetto di questa forza la lunghezza del sistema delle 
due molle è L — 40 cm. Calcolare la lunghezza di ciascuna molla nella situa- 
zione di deformazione prodotta dalla forza F. 

(Risposte: 16,7 cm; 23,3 cm) 



Problema 



V.ll. 




V.12. 



Un corpo di massa m = 1 kg, posto su un piano orizzontale privo dì attrito, 
si muove di moto armonico sotto l'azione di una forza elastica. Con semplici 
misure si determinano il periodo di oscillazione T— 6,28 s e l'ampiezza 
A 0 = 10 cm. Nel momento in cui il corpo raggiunge il massimo di sposta- 
mento dal centro di oscillazione, gli viene conferito, tramite un rapido colpo, 
un impulso / il cui effetto è di portare l'ampiezza di oscillazione al valore 



A = 20 cm. Calcolare il valore dell'impulso /. 



(Risposta: 0,17 Ns) 



Su un piano orizzontale privo di attrito un corpo di massa m = 2 kg procede 
con velocità v = 5 m/s. Ad un certo istante il corpo entra in contatto con un 
respingente, che può essere schematizzato come una molla dì costante ela- 
stica k = 2 ■ IO 3 A7m, inizialmente in posizione di riposo. Supponendo che 
l'asse della molla e la direzione della velocità del corpo coincidano e che 
siano trascurabili gli attriti nella struttura del respingente, calcolare la mas- 
sima variazione Al di lunghezza subita dalla molla per effetto del contatto 
con il corpo. (Risposta: - 16 cm) 



V.13. Un corpo puntiforme si muove sotto l'azione di una forza F = — a r, dove il 
fattore a è una costante ed r rappresenta la distanza dal centro delle forze al 
corpo considerato. All'istante iniziale (/ = 0) il corpo passa per il punto 
A (2, 0, 0) con velocità v (0, 1, 0) in unità del S.L Calcolare la velocità areo- 
lare del punto all'istante t = 5 s. (Risposta: 1 mVs) 



V.14. La forza di resistenza del mezzo esercitata dall'aria su due sfere dello stesso 
materiale, che cadono per effetto della gravità, è proporzionale alla velocità 
ed all'area della sezione di ciascuna sfera. Determinare il rapporto tra le 
velocità di regime delle due sfere in funzione del rapporto r = R\iRi tra i 



raggi delle due sfere. 



(Risposta: v ln ,/v 2 „ = f ) 



V.15. Un'automobile, in movimento su una strada orizzontale, è spinta dal motore 
ed è frenata da attriti vari, che si possono schematizzare con una forza del 
tipo F = bv con b = 36 kg/s. Se la velocità di regime dell'auto è v„ = 1"0 
km/h, qual'è la potenza erogata dal motore in queste condizioni? 

(Risposta: />„ = 27 kW = 36 Hp) 
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V.16. Un'automobile, di massa complessiva m = 1200 kg, è dotata di un motore 
che può trasmettere alle ruote una potenza P = 50 kW. La forza frenante è 
F R = - bv con b = 35 kg/s. Calcolare la massima velocità dell'automobile 
quando procede su una salita di pendenza p = 10%. 

(Risposta: 88,4 km/h) 

V.17. Un corpo di massa m = 1 kg è sottoposto all'azione congiunta di una forza 
elastica di costante elastica k= 40 N/m e di una forza di resistenza del 
mezzo F~ bv con 6 = 2 kg/s. L'ampiezza iniziale delle oscillazioni è 
A<> = 20 cm. Qual'è l'ampiezza delle oscillazioni dopo 3 periodi? 

(Risposta: ~ 1 cm) 



V.18. Al soffitto di un carrello è appeso un pendolo semplice di lunghezza I = 1 
m. Il carrello si muove su un piano orizzontale con accelerazione costante 
a = 5 m/s 2 . Calcolare il periodo delle piccole oscillazioni del pendolo. 

(Risposta: 1,9 s) 

V.19. Un punto materiale di massa m viene lasciato andare da fermo dalla som- 
mità di una superficie cilindrica, di raggio R, priva di attrito e disposta con le 
generatrici orizzontali. Ricavare l'espressione della reazione normale 
quando l'angolo a di figura è minore dell'angolo al quale avviene il distacco 
della massa m dal cilindro. (Risposta: N(a) = mg (3 cosa -2)) 

V.20. Con riferimento all'esercizio precedente calcolare l'angolo a in corrispon- 
denza del quale la massa m si stacca dal cilindro. (Risposta- 48 2") 




V.21. 



V.22. 



V.23. 



V.24. 



■fi 

i.V.25. 



Un pendolo semplice, la cui massa è m = 1 kg è posto in oscillazione e, con 
opportuni impulsi, la sua ampiezza di oscillazione viene fatta crescere. Ad 
un certo momento l'ampiezza di oscillazione arriva ad essere « 0 = 45°: in 
questa situazione, il filo di sostegno del pendolo si spezza. Determinare il 
carico di rottura del filo. (Risposta: 15,5 N) 

A cavallo di una superfìcie cilindrica liscia, con asse orizzontale è posto, in 
equilibrio, un filo flessibile, inestensibile e di massa trascurabile, alle cui 
estremità sono appesi due corpi, di masse m, = 2 kg ed m 2 = 1 kg rispetti- 
vamente, entrambi a contatto con la superficie cilindrica. L'equilibrio si rea- 
lizza quando l'angolo et], che la massa mj determina rispetto alla verticale, 
vale 20°. Calcolare l'angolo <x 2 ( vecn figura) al quale sì dispone la massa m 2 . 

(Risposta: 43,2°) 

Un pendolo semplice di massa m = 0,5 kg e di lunghezza / = 60 cm è ini- 
zialmente fermo nella posizione di equilibrio stabile. A seguito di un 
impulso orizzontale, la quantità dì moto del pendolo, nella sua posizione di 
minima quota, diventa q iv = 10 N ■ s. Calcolare la reazione vincolare del filo 
nel punto di massima quota. (Risposta: 308,8 M 

Un piattello è lanciato su un piano orizzontale con velocità iniziale 
v 0 = 5 m/s parallela al piano. 11 piano è scabro ed il piattello si ferma dopo 
aver percorso un tratto / = 8 m. Dopo quanto tempo, dall'istante iniziale, la 
velocità si dimezza? (Risposta: 1,6 s) 

Nel dispositivo di figura, in cui il piolo P è privo di attrito, il corpo di massa 
f»2 = 2 kg trascina, lungo il piano orizzontale scabro (u f = 0,3), il corpo di 
massa m, = 1 kg. Qual'è la tensione del filo? (Risposta- 8 5 N) 





Problema V-25 



V.26. 



Lungo un piano scabro, inclinato di un angolo a = 50° rispetto all'orizzon- 
tale, scivolano, appoggiati l'uno all'altro, due corpi A e B di ugual massa 
m = 1 kg. I due corpi hanno, rispetto al piano inclinato, coefficienti di 
attrito dinamico = 0,3 e \i B = 0,1 rispettivamente. Calcolare la forza con 
cui \\ corpo B spinge i\ corpo A. rt , 

(Risposta: 0,63 N) 

V.27. Dal punto più basso di un piano scabro inclinato di un angolo a = 60° 
rispetto all'orizzontale, un corpo parte, lungo una linea di massima pendenza 
del piano inclinato, con velocità v, = 5 m/s. Dopo aver raggiunto la mas- 
sima quota sul piano inclinato, il corpo torna indietro, seguendo lo stesso 
percorso della fase di salita, e ripassa dal punto di partenza con velocità 
v 2 = 4 m/s. Calcolare il coefficiente di attrito dinamico relativo al contatto 
tra corpo e piano inclinato. 

(Risposta: 0,38) 

V.28. Nel dispositivo mostrato in figura la massa M= 1 kg è appoggiata ad un 
piano orizzontale scabro. Il coefficiente di attrito statico relativo al contatto 
tra corpo e piano è fi = 0,5. Un filo inestensibile e di massa trascurabile col- 
lega la massa M alla massa m = 0,3 kg, sospesa nel vuoto. La carrucola C 
mota senza attrito ed ha massa trascurabile. Calcolare il massimo valore 
de ampiezza di oscillazione della massa m che non produce lo spostamento 
della massa M. 

(Risposta: 48.2°) 

V.29. Si osserva che un corpo, appoggiato sulla parete di fondo di un carrello che 
si muove su un piano orizzontale con accelerazione a = 5 m/s 1 scende 
restando a contatto della parete. 11 coefficiente di attrito dinamico tra corpo e 
parete e p. = 0,4. Qual'è la legge oraria con cui il corpo si muove relativa- 
mente alla parete del carrello? 

V.30. Un corpo è appoggiato su una piattaforma orizzontale che ruota intorno ad 
un asse verticale con velocità angolare u « variabile. La distanza tra il 
corpo ed il punto intersezione dell'asse di rotazione con il piano ruotante è 
a - 0,1 m. Quando la velocità angolare raggiunge il valore w 0 = 4 rad/s il 
corpo, inizialmente fermo, inizia a muoversi. Calcolare il coefficiente di 
attrito statico tra corpo e piattaforma. . 

(Risposta: 0,16) 

Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo V 
V.I. Utilizzare la terza legge di Keplero. 

V.2. Il moto del satellite è caratterizzato dal fatto che si conservano l'energia 
meccanica e la velocità areolare. 

V.3. Applicare la legge di gravitazione universale e tenere conto che in un moto 
circolare uniforme l'accelerazione è puramente centripeta. 

V.4. La velocità areolare è costante e l'area di un'ellisse di semiassi a e b è %ab. 

V * 5 ' ^Ttf. *!r lle dÌ , S ! an2e dal Sole di perieli0 ed afeli0 è "guale all'asse mag- 
giore dell ellisse. Utilizzare la terza legge di Keplero. 

V.6. Utilizzare la seconda legge della dinamica tenendo conto del Tatto che il 
finale P mente circo]a re uniforme, nella situazione iniziale ed in quella 

V.7. Seguire gli stessi passi usati per dimostrare la terza legge di Keplero. f 
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V.12. Considerare l'energia meccanica totale del sistema. 



V.13. 



V.14. 



V.15. 



V.]6. 



V.17. 



V.18. 



La velocità areolare si conserva nel campo di forze centrali, 
--cì^ 

M^Kto^^Zf™^* 3113 Ve ' 0dtà 1ÌmÌte frquili- 
tamente essendo nota 7a velodta 1 SÌ rÌC3Va immedia - 

ÌJiiSSS™ tei^ii^oSdeT^i 1 Vel0dta , ]imite - In condizioni, 
, resistenza dT^oT^ 

Si tratta di moto oscillatorio smorzato (vedi § V.7.2). 

forza apparente —ente la 

SoL*^ »™ P«tt»e generica 

circolare. Poiché k r S on no rm aTe N r' UPPa SU traiett0ria 

attriti ia velocità nella pSoneTo^ ! s C ?T e l aVor ° e non ci son ° 
-a di conservai SS^=^ 

^^T^ar" 0 ' Carat,erÌZ2at ° daila *> * 

quota) ed ugua/liaS? ai ^T^T 1 ^'' *' PUm ° * mÌnÌma 

SrTde^ "aS^o^'SZ^: 1 SÌngdÌ ed '«"«do 
della forza peso (normali) e della tensione del filo, oltre che 

de« la dinamic^^Sr^TeS-d 1 ;? ff™ " PrÌ " CÌpÌ ° 



IV.21. 



V.22. 



moto 



V.25. Si consiglia la schematizzazione di corpo singolo, tenendo conto che il comn 
di massa m t è soggetto alla forza frenante dovuta all'attrita P 

V.26. Utilizzare la schematizzazione di corpo singolo e ricordare che per le for^, 
z^néTvTdi^r 5 ^r eme " SCambÌan ° Va ' e " ^^^5 

V.27. La perdita di velocità è dovuta all'azione della forza di attrito (costante^ Sì 
rì?J^ K " te ° rema dell ' energia dnetìca gratamente aSi fS! di Slifa 



V.29. 



V.30. 



V.28. Riferirsi all'esercizio V.21 per il calcolo della massima tensione del filo ndta 
sua oscillazione, una volta data l'ampiezza di oscillazione Poi al £„? . 
relazione che dà la forza minima necessaria a rneS Hn m^SS' '! 
M, essendo noto il coelììcìente di attrito statico. mov,ment0 11 cor P° 

Serito Smotnl! 1 SÌStCma dÌ riferimemo - fidale al carrello, al quale viene 
ritento il moto del corpo, non e inerziale. Per il calcolo della forza di at ri?n 
e necessario considerare la forza di inerzia. 

^momento dell'inizio del moto la forza centrifuga uguaglia la forza di 



Capitolo sesto 

Le leggi della dinamica dei sistemi 



Il punto materiale rappresenta una schematizzazione utile non solo per 
descrivere situazioni di interesse diretto, ma è anche il necessario presup- 
posto alla meccanica dei sistemi materiali estesi. 

I n effe tti, u n sist ema materiale esteso può essere sempre immaginato ^ 
come costituito da un insieme di punti materiali. Talvolta, il sistema esteso 
è effettivamente formato da un ce rto numero "di costituenti praticamente 
puntiformi, ciascuno ìdentiticabile e distinguìbile dagli altri: si dice allora 
che si ha a che. fare con un sistema disavio. 

Più spesso, a livello macroscopico un corpo esteso si presenta come un 
sistema voiìtiniio.lfòh è"ànòra"ne"uìTIé rie possibile cercare di descriverne il , 
comportamento ricollegandolo allo stato di moto dei suoi costituenti micro- j 
scopici puntiformi (atomi e molecole); tuttavia si può comunque immagi- \ 
nare dì suddividere il sistema continuo in un certo numero di elementi di \ 
massa elementare' dm e di volume dx pràticamente puntiforme. 

Per ricavare le leggi della dinamica dei sistemi immagineremo di avere 
a che fare, di norma, con siste mi discreti. Tuttavia l'estensione al caso dì 
sistemi continui è immediata; noi discuteremo esplicitamente questa esten- 
siòne per le grandezze di uso più comune, e ciò consentirà al lettore anche 
di acquisire il metodo per trattare quelle caratteristiche dei sistemi continui 
che non verranno esplicitamente analizzate nel testo. 

Vl.l. Leggi fondamentali 

Consideriamo un sistema S costituito da n punti materiali Pr. 

S= {/>,} (/= 1,2,...,«) 

Per ciascuno dei punti P, costituenti il sistema potremo scrivere l'equazione 
[Hl.5] che formalizza il secondo principio della dinamica 

t 1 = (i = 1,2,...,») [Vl.l] 

.| dove/ rappresenta il risultante delle forze che agiscono sul punto P t ; m t la 
massa di P, e a t la sua accelerazione. 



Pi 



Sisie m 



Sisto in 



Delle fo rze che_agiscono su P,, in generale alcune sono esercitate da 
agenti esterni al sistema (Té chiame re mo forze esterne); altre sono esercitate 
daglPàltri 'punti .materiali che costituiscono il sistema (forze interne) 

Chiamiamo /f^ il risultante delle forze esterne che agiscono sul punto 
Pi tdfi 0 il risultante delle forze interne che agiscono su P,. La [VU] può 
dunque essere scritta come 



m,3; (/= 1,2, ...,„) 



[VI.2] 



■i) del punto P, (ed 



Notiamo che ff e> dipende dalla posizione ? ; = ( Xj> v 

eventualmente dalla sua velocità v, = ~j- e dal tempo /); mentre Jf<> 

dipende dalla posizione 7j (J = 1, 2, n) ed eventualmente dalla^etodtà 
di tutti i punti che costituiscono il sistema; per cui la [VI 21 può essere 
scritta di norma come 

>"~t V= 1,2 ,) [VL3J 

Le [VL3] rappresentano in ogni caso un sistema di n equazioni differenziali 
vettoriali (3"« equazioni scalari nelle 3n funzioni incognite del tempo 

r «rZÀ X ^ y A ZÙ -' , r \- (Jf V/ 2 \ z i ); - 7 " = ( ' Y "'- V - z <<> ,a cui soluzione è 
esTTenranTente compia. Il problema può essere affrontato semplicemente 
in termini generali solo nel caso che il sistema sia costituito da due soli 
punti materiali; già nel caso di tre punti (problema dei tre corpi) la tratta- 
zione diviene estremamente complessa. 

Quando si abbia a che fare con un sistema formato da molti punti mate- 
riali (n > 3), il ricorso alle [VI.3] perde qualunque utilità pratica* ed è gio- 
coforza allora ricavare, a partire dalle [VI.3], delle relazioni dinamiche più 
semplici, capaci di fornire informazioni accessibili, ma parziali, a proposito 
del moto del sistema e della relazione che il molo ha con le sollecitazioni 
- dinamiche. 

_ Cominciamo col notare che, per ciascun punto materiale costituente il 
sistema, oltre alia [VI.2] corrispondente alla £111.5] (e che da qui in avanti 
preferiremo scrivere come la [IV.2I], cioè in termini della quantità di moto) 
possiamo anche scrivere la [IV.27] e la [IV 42]* 



ir +/?> - 



àgi 
dt 



secondo principio della dinamica [V1.4] 



m ( i e) + -~j- + v aX q. equazione del momento angolare [VI.5] 



L< eJ + Lf - Kj{Bi)~ Kj(Ai) teorema dell'energia cinetica 



[VI.6] 



dove g, è la quantità di moto; p, il momento angolare; m, il momento delle 
forze; L, U lavoro; K, l'energia cinetica; v n è la velocità del polo rispetto a 
cui sono calcolati i momenti. 

^_ed^l^dicano la posizione rispettivamente finale ed iniziale occu- 
Pat§_MTpun tp. Jf-e Simo. "*'M?!S^__ 

L'indice in alto, (i) o (e), distingue le grandezze dinamiche relative alle 
forze interne o, rispettivamente, esterne. 

Notiamo che per ogni punto materiale (cioè per ogni specificato valore 
del pedice /) la [VI.5] e la [V1.6] sono deducibili dalla [VI 4] e dunque non 
rappresentano delle equazioni indipendenti rispetto a quest'ultima 



I 
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in ù 



Sommiano ora le [VI.4J, [VI.5] e [VI.6] rispetto all'indice /, cioè som- 
miamo sui punti P, che costituiscono il sistema. Otteniamo: 

f dt [VI.7] 

dP 

M M +M<»- — + i a xQ [VI8] } 

L«> +L«> = K(B)-K(A) [Vh9] 1 

dove: 

= lfi e) è il risultante delle forze esterne che agiscono sul sistema 

= I.fi" è il risultante delle forze interne che agiscono sul sistema " - ' "'^ 

M (e) = è il risultante dei momenti de lle forze ester ne che agiscono 

sul sistema 

M<» = £wif" è il risultante deumomeiitu^ interne che agiscono 
' sul sistema ~~ 

LW " 1 W è la somma di tutti i lavori compiuti dalle singole forze 
esterne che agiscono sul sistema 

l m = \Lf è la somma di tutti i lavori compiuti dalle singole forze 
interne che agiscono sui sistema 

Q =11 è detto quantità dj_moto_tot ? Je del sistema QuiJnlità di mo(0 totale 

P = ^' ÌmÌLT??'* T l,U ' t dC " a qm,UÌ{à (1Ì " !0t ° ° mome>m Moment ° torale o 

ingoine totale del sistema momemo totale della quantità 

K— Y K — V— L i ^ moto 

L*i- l 2 m,v, è Venergia cinetica totale del sistema definita come Energìa cinetica totale 

somma delle energie cinetiche dei singoli punti costituenti il 
sistema. 

,. 0™.^_ e <! A ..abbiamo mdicato la configurazione finale ed iniziale del 
sistema. 

Rimarchiamo che per calcolare il momento risultante di un certo nume- 
o di forze bisogna calcolare il momento di ciascuna forza e poi sommare 
u> stesso dicasi per il calcolo del lavoro. Dunque la [VL81 e la [VI 91 non 
>°no deducibili dalla [VI.7]: in generale, essTi^Kntairo due equazioni f i P 1 
■ia prima vettoriale, la seconda scalare) indipendenti rispetto alla [VI.7]. ^ ' ' 



Esempi , 

E -VI.l. Consideriamo due punti materiali P L e P 2 , su cui agiscano rispettivamente lé~\ ?2 
jorzejj edf 2 . Supponiamo chef, edf-, abbiano lo str.vinjnndul*- rh» noi, j 
sano su due rette_fraJi_loro parallele (dunque f, ed f 2 hanno la stessa dire- f ' " ' ' 
none, ma non la stessa retta di applicazione); e verso opposto. Calcolare ili 
momento risultante M. 

an JM^^k/ 0 ™ /i ^Àj^^ÌU^OS^.m^...cp^ia. È evidente che il risul- Coppia di forze 
Siifv nUll °' I " fi, »'/?« nd o/2.= -Zi.**-/, + f^TF/i) = 0. Dunque * P 
- nuiio il momento del risultante F, dovunque si immagini di applicare F e qualun- 
[»c sia il polo £i rispetto a cui il momento viene calcolato. 
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Momento risultante della cop- 
pia 




Brucio defili coppi ;i 



Pi fi 
-* • 



fa P 2 



i- 



_ Tuttavia, scelto un qualunque polo Q, non è nullo il momento risultante 
M = ih\ + m 2 che dobbiamo calcolare. Si lia infatti: 



e dunque 



M = m, + m 2 = ?i x /| + 7 2 x 7 2 

ed essendo ^ = -f : 

^ = >i x 7 " ?2 x 7i = (?i - ' T 2> x 7i = A? x 7 
Vediamo che il modulo M dì M vale: 

M = ir-/, • sin 6 = Ar sin 6 = bf 

dove 6 (detto èremo della cop_pia) è la distanza fra le due rette di applicazione. 
Vediamo che M è indipendente dal polo & La direzione di M è ortogonale al piano 
che contiene |e due forze, e il verso è tale da veder ruotare te" forze in senso antiora- 
rio (nel nostro esempio, M esce dalla faccia supcriore del foglio). 

E.V1.2. Due punti materiali P s e P 2 sono soggetti afone di attrazione rispettivamente 
fi ed fi - ~ Ss ài modulo costante pari ad f. Partendo da una distanza rela- 
tiva iniziale s essi si muovono fino a incontrarsi. Quale è il lavoro totale L 
compiuto dalle forze che agiscono sul sistema? 

Le due forze costituiscono una coppia di braccio nullo; sia il risultante Fche il 
momento risultante M sono nulli. Tuttavia il lavoro totale L non è nullo. SÌ ha 
infatti: 



L = Li + L 2 = \ f ■ dSi + \f 2 ■ ds 2 = 7i ■ sj +/; ■ h 

dove J, ed s 2 sono i percorsj totali compiuti rispettivamente da P t e da P 2 . Abbiamo 
tenuto conto del fatto che7 ed7 2 sono costanti. Notiamo che j, è concorde con /, e 
s 2 è concorde con f 2 ; per cui: 



^ = J\ -h +7: • 52 = fsi +fs 2 = f(s, + s 2 ) = fs . 



Le equazioni [VL7], [VI. 8] e [VI.9] sono equazioni fondamentali della 
dinamica dei sistemi. Nel prosieguo dei capitolo ricaveremo alcune loro 
proprietà generali, discutendo come esse possano essere usate per ricavare 
informazioni rilevanti sulla meccanica dei sistemi; nei prossimi capitoli 
vedremo la forma che tali equazioni assumono nel caso di sistemi materiali 
di particolare rilievo. 



VL2. II terzo principio della dinamica 

Terzo principio della dinamica Come tutti i principi della fisica, il terzo principio della dinamica è una 

legge di carattere generale ricavata dall'esperienza, cioè dalla osservazione 
«Vi 1 .";. . dei fatti. 

Esso può essere enunciato come segue: hi un sistema di riferimento 
; '[ 1 S r i' a ]fd?.- a M ann 'à di mojo totale e il momento angolare totale rispetto d'un 
.\polo fìsso di un sistema materiale lìbero si conservano. 




Come nel caso dei punto materiale, anche nel caso di un sistema con 
1 aggettivo hbero sijntende ...dire che il sistema non è sottoposto ad alcuna 
sollecitazione esterna. 

~ "L'enunciato chejbbiamo dato del III principio è un enunciato di carat- 
tere cinematico: esso esprime cioè" un a caratteristica cinematica di carattere 
generale relativa ai sistemi liberi. Esso tuttavia ci consente di trarre anche 
de e conclusioni di car atLejre^iqamjco, cioè relative alle caratteristiche 
delle forze interne che agiscono sui punti costituenti un sistema materiale 
Scegliamo, nel sistema di riferimento inerziale considerato, un polo 
fisso Q rispetto a cui calcolare i momenti, cosicché nella [VI 8] sia v Q = 0 
S^lLi!^™ .niateriaJt cmsid.erato è libero, cioè non è sottopostò Tforze 
esterne, si ha in particolare F"> = Ò e",W 7 " - 0; per cui la [VI 71 e la [VI 81 
si scrivono 
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Sistema materiale libero 



dQ 
dt 

dP 
di 



per un sistema materiale libero, [VI. 10] 



Ma in virtù del III principio, si ha Q = costante e P = costante; per cui i 
secondi membri delle (VI. 10] sono nulli. Da ciò segue: 




VA 



[VI.ll] 



Osserviamo ora che l e forze i nterne dipendono dalle posizioni relative 
occupa^^ai punti jn^ ma non dipendono dal 

°i C r\ni J ,. sistema .agiscano eventualmente altre fòrze (forze esterne) Per 
cui le JVUI] da noi ricavate per un sistema lìbero, valgono del tutto in 
generale. Qualunq ue sia la configurazione assunta da un sistema materiale,!' 
il risultante e ,7 momento risultante delle Jòrze interne sono nulli. * 

tn particolare, consideriamo un sistema costituito da due soli punti' 

esern!? ' P % Pl ?™ f ì lX ? f0rza che ^ esercita su ^ e sia/ ;; la forza che P y 
esercita su P, f n ed f n rappresentano tutte e sole le forze interne al 
Sistema. Per la [VI.11] deve dunque essere: 



Risultante 
tante delle 
n ulti 



e momento risul- 
foize interne sono 



ì* 0 -In +À =0 
M w = m u + m 2 , = 0 



[VI. 12] 



^^laMcmda..d^[VL12X^.ce che si tratta di una coppia di braccio 
nullo (vedi Esempio E.VT.l). Per cui concludiamo: se ti punto materiale P, 
mena una eerta /orza sul punto materiale />„ allora P, esercita su P. und 
ermn "* Cd °W° sla > e <> ™^ stessa retta di applicazione. Questo 1 

■ ^"latto che'lf " T* ? prind [ }i0 f * azione. In virtù] Principio di azione e reazione 
cfnS- lorze interne dipendono solo dalle mutue posizioni, il prin-, 

: PreSfr/ 2 , 1011 ' £ rea u° ne Vale ™ che se ^ e ^ son due P un,i qualunque; 
cesura gh n punti che. costituiscono un sistema materiale più complesso V- 

■ L. tt ~ ' orza 0ntema),che un certo punto materiale />, subisce ad opera dei 
. «o del sistema, sarà la somma delle forze che ciascuno degli altri punti 
^ sistema esercita su P- ma /> esercita a sua volta su ciascuno degli altri 
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punti una forza uguale ed opposta a quella che ciascuno di essi esercita su 
di lui. Le forze interne mutue fra le coppie di punti costituenti un sistema 
costituisc"oTTq uri Insieme di coppie di braccio nullo. 

Sommando su un sottoinsieme dei punti che costituiscono il sistema, è 
facile estendere il principio di azione e reazione a due parti qualunque S 
ed S 2 in cui ci sia comodo suddividere un sistema S: se un sistema 5, eser- 
cita su S 2 delle forze il cui risultante sìa F n> allora S 2 esercita su S, forze di 
risultante F 2U tali che F n ed F 2{ costituiscono una coppia di braccio nullo 

Spesso il principio di azione e reazione viene enunciato sinteticamente 
nella forma: ad_ ogni azione corrisponde ima reazione uguale ed opposta ed 
agente sulla stessa retta àT applicazione. 



Esempio 

E.VU. Un treno, composto dama motrice e da tre vagoni, ha inizialmente una acce- 
lerazione a = 0,y m/s-. Supponiamo che sia la motrice che i vagoni abbiano 
Ognuno massa M= 20 tonnellate, quale è la forza f, che la motrice esercita 
sui vagoni? E quale la forza resistente f 2 che i vagoni esercitano sulla motrice? 
Quale forza f } esercita il primo vagone sul secondo? 

Il sistema ha un solo grado di libertà, per cui ogni grandezza cinematica o 
dinamica relativa ad esso può essere espressa in termini scalari (proiezione nella 
direzione del moto). 

Consideriamo prima come_« sistema» l'insieme dei tre vagoni* rispetto a 
questo sistema, la forza esterna F e è la forza./, esercitata dalla motrice. Per ricavare 
^ usiamo liquazione [V1.7].. Poiché in ogni istante tutti i vagoni hanno la stessa 
velocita (sia essa, v), si ha: 

Q=Zm iVi = lMv = 3 A/v; e dunque = 3 Ma 

dt 

D'altra parte, essendo F (i} = 0 in virtù della [VI.I1], la [VI.7] diviene: 
fi = 3 Ma = 3 ■ 20 • IO 3 kg • 0,5 m/s 2 = 30 - IO 3 N 

^■■L Ca r,r /2 '? ( 0I " id f riarT10 ora come sistema l'intero convoglio, suddividendolo 
in due parli costituite la prima dalla motrice, la seconda dai tre vagoni. Il principio 
di azione e reazione ci dice allora: 

fi +fì = 0 ; cioè f 2 = -yj 

Sl^ 0V ^L!L f0rZa/3 ' consideriam o ora il sistema costituito dagli ultimi due 
?wSn«S» VI ° slstema </3 rappresenta il risultante delle forze esterne. 
Questo^istem^che ha massa 2 M, sì muove anch'esso con accelerazione a; per cui 

fi = 2 Ma — 20 ■ IO 3 N 



VI.3. Centro di massa 



Centro di massa 
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Dato un sistema S costituito da n punti materiali /», ciascuno di 
massa m, e vettore posizione 7, = (x„y it z,\ si de finisce, centro di massa di 
quelsrstema il punto geometrico il cui vettore posizione T c è espresso dalla 
relazioTie: "~ ■ 



M 



[VI.12] 



dove con M - £ m, abbiamo indicato la massa totale del sistema. 

Proiettando la [VI. 12] sugli assi coordinati, si ottengono le coordinate 
*c> yc* z c del centro di massa stesso: 



Vettore posi/Jone dei eentro ci i 



yc = 



Zc = 



Z MìXì 

M 

Z m,y, 
M 

M 



[VI.I3] 



Coordinate del eentro di 
massa 



L espressione [VI. 12] (e, ^analogamente, ciascuna delle [VI. 13]) viene detta 

una media pestai essa" rappresenta infatti la media dei vettori posizione dei Media a ( 

punti />, «pesando» però ciascun vettore con la massa di quel punto. 



Esempio 



E.VL4. Un sistema S è costituirò da tre punti material! di massa m, = 60 g, yi 
m 2 = JS g ed nij = 25 g, ì cui ve/tori posizione sono rispettivamente ' 
r, = (2, 2, 0), r 2 = (1, 3, 0), 7 } = (3, 2, 0). Calcolare le coordinate dei 
centro di massa (unità nel S.Ì.). ^ 

_ I tre punti giacciono sul piano xy (z = 0), e la loro rispettiva posizione è quella 9 
indicata in figura. Usando le [VI, 13] abbiamo: 



xc = 



fc = 



- 60 - 2 + 15 • 1 + 25 ■ 3 



60 + 15 + 25 

60 - 2 + 15 - 3 + 25 • 2 
60 +15+25 



210 
100 

215 
100 



= 2,1 ni 



= 2,15 m 



mi 



5 x 



60 ■ 0 + 15 • Q + 25 • 0 
60 +15 + 25 



0 m 



Anche il centro di massa Cgiace dunque sul piano xy, e la sua posizione è quella 
"leticata in figura. Vediamo che C si trova in posizione intermedia rispetto alla posi- 
zione dei punti, tendendo a collocarsi in vicinanza della posizione dove è concen- 
trata la maggior parte della massa del sistema. 
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r.nirrwi, « ^ , Ne,caso Particolare di un sistema costituito da due soli punti materiali 

Centro d. massa d. due pumi è fac^ vacare,, a pariTre dalla [VUH che il centro dHoaSrC sui 

segmento congiungente i due punti, a una distanza da ciascuno di essi "che 
e inversamente proporzionale alle rispettive masse. Riferendoci alla tteura 
si ha cioè: f 

Tit ' ■■■■ ,./.' :'■',-! / ■' /■ d\ _ m 2 

U- , ■ di = ~ [VI.14] 

» • /•' ■ 

Se i due punti hanno la stessa massa, il centro di massa si trova al centro 
della congiungente. 




R. C 



E.V1.5. Verificare la validità della [VI. HJ, 

Scegliendo un sistema di riferimento che abbia origine net punto p e asse jr 
orientato come il segmento fi P 2 , i vettori posizione ed À dei due punti hanno 
componenti rispettivamente: " 

ri = (0, 0, 0) ; T 2 = (d, 0, 0) 
dove d è la distanza fra />, e P 2 . Le [VI.13] divengono dunque: 

v = m2(l = m2(l 
' c m\ + m 2 M 

>c = 0 

. zc- = 0 

Come vediamo, il centro di massa giace sull'asse sì ha inoltre: 

M 

ed applicando a questa proporzione la proprietà del sottraendo: 



M 



nj2 



«2 



che non è altro che la (V1.14J. 



11 



- Moltiplican do ambo J membri della [V1.12] per ytf si ha: 

* Mr c = [V1.15] 

Questa semplice relazione ci consente di stabilire una utile proprietà del 
centro di massa. Supponiamo che ci sia utile suddividere un certo sistema S 
materiale in due sue parti, S l ed S 2 . Calcoliamo separatamente le posizioni 
^Z-^—^-----^ 3 ^ rispettivamente di ed S 2 . Per la [VI.15] si ha: 



[VI.16] 



dove con ([fliji;), e (£ m,?^ abbiamo indicato la somma estesa ai punti, 
materiali appartenenti rispettivamente ad S, e ad 5 2 ; mentre M, = 
.ed.Afj - indicano le masse totali di S, ed S 2 rispettivamente.;; 
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Sommando le [VI. 16] membro a membro abbiamo: 

Mir Cl +M 2 r Cl = (J «,/>), + (I m^) 2 = = A/r c [VI.17] 

d ^S^J}l^§^^}.^^m^^ adS^S t +S 2 , che dunque in 
virtù dettaJVT.151 rappresenta li prodotto fra fa massa M di Se il vettore 
posizione r c del suo baricentro. La [VU71 ci dice che: dati due sistemi S, ai 
^v' a l 10Si " 10,u ' . t't'f cnmp dì masio C (ic) ii.i7(7);« complessivo S - S, + S\ 
P u ^J2fl' lv «il'vto ta supponeni h_chejiei_cvi!!ri di masso C, t C, dì S <•</ S. 
siano iviuvntrate rispettivamente le masse .1/ ed ' \ì : .-/, S, 'ed S,' ' " 
-Questa proprietFpuò facilitare il calcolo delia posizione del ceiitro di 
massa. 



Centro ili massa di due sistemi 
estesi 



Esempio 

E.VU. Un sistema Sè costituito da tre pumi materiati />, />, />, di masse rispettiva- 
mente m, = 30 g, m 2 = 60 g ed m 3 = 30 g disposti ai vertici di un triangolo 
cast come mostrato in Mura. Trovare la posizione dei centro di massa C 

mediamria°[V 1 .H,: Sa C ' ^ SÌS ' ema Sl S ^ ™ può essere fad] ™" te ^ 



d\ m 2 



-~- ; da cui d K = 2 d 2 



Il centro di massa C di S si troverà poi sulla congiungente C, fi, in una posizione 
determinata ancora dalla (VI. 14]: ■ puntone 



^3 = m 2 + = 



c/ 3 = 3 4 



hl[ . r jgjcgs o di sistemi continu i, il centro di massa si definisce in modo del 
tutto i analogo al caso ai sistemi discreti. Suddiviso il sistema in tanti eie- 
dei atlC " mente P u . ntif ormi di massa dm, e volume rfr„ la posizione ? c 
aei centro di massa e data approssimativamente da 



X n ditti 



( 



Hjalcojc^viene js^ eseguendp_il jimite a zero dei volumetti drr. 

,. 1,7, dm, 

r c = lini . 

^Usando la simbologia propria del calcolo integrale, questo limite si scrive: 



j dm 



M 



(M = dm) 



[VI.18] 



| 0v e gli integrali si intendono estesi a tutto il corpo. 




Genico di 
continui 



massa di sistemi 
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Per il calcolo dell'integrale che compare al numeratore della [VI. 18] è 
necessario esprimere la massa elementare dm in funzione delle coordinate 
x, y y z (oltreché dell'elemento di volume dx). A questo scopo si introduce la 
Densità densità di massa (o semplicemente densità)' <\t\ sistema considerato. La 

dénsfta"p = p~(x,">', z) è quella funzione delle coordinate che moltiplicata 
per l'eleménto di volume dx (la cui espressione in coordinate cartesiane è 
dx = dx dy dz) fornisce la massa dm dell'elemento di volume dx 



; ; V ; •-,!.. , dm= pdx = p(x,y,z) dxdydz [VI.19] 

0 > '■ Si può anche dire, sinteticamente, che la densità p = fornisce, in ogni 

Massa per unità di volume posizione, la massa per unità di volume. 

Un caso particolare notevole si ha quando la densità p non dipende 
I dalla posizione. In questo caso il corpo si dice omogeneo, e la densità può 
r'"' i essere calcolata come rapporto p = M/Vha la massa totale Me il volume 
: totale V del corpo. 

' ' Introducendo la [VI. 19] nella [VI. 18] e proiettando sugli assi coordinati 
abbiamo: 



j x- p(x,y, z) • dxdydz 


j x p dx 


j prft 


M 


\ yp(x,y t z)- dxdydz 


\ypdx 


J P dx 


M 


j z- p(x,y\z) ■ dxdydz 


j z p dx 


( pdx 


M 



*c = 



y c = ' f , = J ,, [VI.20] 



*c = 

' ' / Benché a rigore ogni corpo materiale esteso abbia struttura tridimensio- 

N naie, non è raro che la forma del corpo sìa tale che risulti conveniente sche- 
f ' matizzarlo coinè urT sìstèma a due dimensioni (ad esempio una lamiera 
piana) o addirittura a una dimensione sola (una asticella o un filo rettili- 
neo). IrT" questi casi conviene introdurre, rispettivamente, una densità 
superficiale a e una densità lineare X: 

dm dm = o(x, y) dx dy „„.,, 

Densità superficiale ° = ^JF tM a , , ♦ a- r ■ * V1 ' 211 

dS (dS = dxdy. elemento di superficie) 

x = _dm_ dm=X(x)dx 
Densità lineare di {dì = dx: elemento di lunghezza) 

a e k rappresentano rispettivamente la_ massa per unità di superficie e la 
massa per unità di lunghezza dell'oggetto considerato. Nello scrivere la 
[VT.21] e la [VI.22] abbiamo supposto, rispettivamente, che il piano xy sia 
stato scelto coincidente col sistema materiale bidimensionale piano; e che 
■ ! ''' l'asse x sia stato scelto coincidente con la direzione del sistema materiale 
unidimensionale rettilineo. 

Naturalmente, nd caso del sistema materiale rettilineo la posizione del 
centrò Si massa è specificata dalla sola coordinata x c 

f xX(x)dx \ xXdx „..,, 

-*V *c = -h ; [VI.23J 

^ j X(x) dx M 
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mentre nel caso di un sistem a piano la posizione deUentro di massa è spe- 
cificata dalle sue cTJoToTnaté x c ,yc'. ' ' " 



\xa(x,y) dxdy \ xadS 

l X c = — ' : = — 1 



^ a dxdy 



M 



\ y o(x, y) dx dy \yadS 

= 1 — il 

| a dx dy 



Ciyjài-fi fin ftp 
[VL24] 



M 



Esempi 



ri 



\ i 

w i 



E.VI.7. Trovare ìa posizione del cenno ài massa di una sbarretta omogenea di massa 
t M e lunghezza I. 

% 

\ Il centro di massa si trova al centro C della sbarretta. Ciò risulta facilmente 
£alla considerazione che per ogni elemento dx a distanza x da C alla sinistra di C, 
Esiste un elemento dx a distanza x da Calla destra di C. Essendo la sbarretta omo- 
genea, questi due elementi hanno la stessa massa dm = Xdx, e dunque il loro 
^centro di massa è nel punto centrale C. Poiché l'intera sbarretta è scomponibile in 
coppie di elementi simmetrici, il centro di massa complessivo sarà anch'esso in C. 
p A questa stessa conclusione si perviene ovviamente anche effettuando il calcolo 

Esplicito tramite la [VI.23]. Si ha infatti (tenendo conto che X = -y- = costante): 



xc 



\' 0 xXdx M \' Q xdx 1 



M 



M 



1 



Jo 



1 



licitare che si è assunto implicitamente che l'origine dell'asse delle x coincidesse 
fcxcon l'estremo sinistro della sbarretta). 



I 



V1.8. Trovare la posizione del centro di massa di una sbarretta rettilinea non omo- 
genea di lunghezza I = 20 cm, la cui densità lineare A (x) abbia (in un sistema 
di riferimento come quello mostrato in figura) l'espressione X(x) = a - bx 
(a = 0,3 g/cm; b = 1,0 ■ I0~ } g/cm 2 ). 

Usando la [V1.23] si ha: 



xc 



£ x A, dx \o x ^ (lx fó x ( a ~ bx) dx 



M 



\'o kdx l' 0 (a-bx)dx 



[VI.25] 



Calcoliamo i due integrali che compaiono nella [VI.25]: 



x(a - bx) dx = 



1 2 ' 

-jax -— bx* 



= Ar- al 2 - Ar- bt* = 33,3 g ■ cm 
o i i 



M = \ (a- bx) dx 

io 



ax - — bx 2 



= al-Art>! 



2 _ 



4 g 



fi 



dx 
dm=jVdx 



m 



dx 

dm = Adx 



stituendo nella [VU5] 



33,3 g ■ cm „ , 
4g 



E.VI.9, Trovare la posizione dei centro di massa della lamiera triangolare omogenea 
di massa hi mostrata in figura (base = 2 b; altezza = li). 

La superficie della lamiera è S = hb, per cui la densità superficiale o è 



M 
S 



M 

lìb 



Per trovare la posizione del centro di massa, usiamo la tecnica di scomporre il 
sistema in elementi di cui sìa facile trovare il centro di massa; e poi, supponendo 
che la massa di ogni elemento sìa concentrata nel suo centro di massa, troveremo il 
centro di massa del sistema. 

Consideriamo dunque una listclla orizzontale posta all'altezza r e dì spessore 
dy: essendo essa omogenea, il suo centro di massa si trova al centro, cioè sull'asse 
y. La massa dm della listella è 



o dS = o2.v de 



M 
hb 



■ 2xdv = 



M 

hb 



dy 



Nell'ultimo passaggio abbiamo tenuto conto del fatto che per ogni listella è 
x b b 



—r- '- Per cui .v = — 
" h 



In definitiva, per la listella posta ad altezza y abbiamo dm 



2M , 

Poiché i centri di massa di ogni listella giacciono tutti sull'asse r, il centro di 
massa della lamiera triangolare coincide col centro di massa di una asticella 

disposta secondo Tasse y, la cui densità lineare sia A dm 2 " 7 



Si ha dunque ,v< 

(" 

\'X dv Jo 



0; mentre \\, calcolato usando la [VI.23], risulta: 



M 



2 M 



dv 



M 



1 2 c/i 



- 2 f ' M" 2 / 



La procedura da noi seguita per il calcolo dì .v r , )( è sostanzialmente analoga a 
quella che il calcolo integrale prescrive per il computo delle [VI.24]. 



E.VMO. Trovare la posizione del cenno di massa di un cono omogeneo retto a base 
circolare di altezza li. 



Usando la stessa tecnica usata per risolvere l'esempio E. VI 9 suddividiamo* 

il cono in sottili dischi di spessore dy II disco ad altezza v ha raggio r tale che} 

_L - R , ■ R ' ) 

fj - oa cu ' ''- — •>'. Il volume dx del disco è dunque | 



dx 



= nr 2 tfy = jt ■ dy ; 



e la sua massa è 



M 



dm = pdx = ~y dx 



M 



{abbiamo tenuto conto del fatto che il volume V del cono è V = -y irtf 2 -/»] 




una astice,, *^ ^^T£^^« ™ « 
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X = 



dm 



Usando la (VI.23] si ha dunque: 
J'c = ~rr ykdy = — 



3 A/ 



3 I* 
= -~r / dv = 

Ir V ' 



3 

A 3 



L 4 




^ deTc^rl H ardÌ ' ialÌ deUa dÌnamÌCa dei Sisteil,i ^ il moto 
aei centro di massa 

Considerato un sistema materiale S, scriviamo la [VI.15]; 

■ — * ^c-Z»*»,-z a .e (VI . 261 [ ';y- : '---< 

• ™- wSttSBÌffiS^» -«* i. Quii* „, ,«,,0 lMale , , clo . 

■»mbro della m 81 i SS,,! . '""''"'i <*« compare al secondo' , 

«B S»f l A?^.?T^.»?> «"o soTpaSTTTun-punw fisso (nel 

-P,e c h e il P „,„ a 4 ol p^olVo °,> SfE? 
wr cui ,1 secondo membr0 Mh {VJg] sj rjduce a 

.eso/.?,.-. , / 



*0 ./? 



■. t 

f^- 0^-27]. vengono dette 



dt fVI.27a] 



A [VI.27b] 



P e rò di ricavareiESS! , IVU ^. m generale, esse non consentono 
^ ricavare mformaziom sul moto di ognuno dei punti materiali cos™ 
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tuenti il sistema, ma solo informazioni relative al moto medio di insieme 
che ,1 sistema subisce. Solo nel caso particolare di sistemi solidi indeftSE 
bili le informazioni cinematiche ricavabili dalla soluzione delle rvi 271 mn 
sentono una descrizione esauriente del moto del sistema, come verrà 
meglio precisato nel prossimo capitolo. 

Gome^snj^^uadQne dinamica, le [VI.27] possono essere usate 
s a per ricavare informazioni sul moto (cioè informazioni cinematiche^ 
£^i? info ™*»' dinamiche che ci consentono d cai 

3^IÌT° memb -° ; ? a - Per ° alc0,are infor ™zioni dinamiche relative 
a %i^. este ™ e .age™ sul sistema quando ci siano note a priori le neces 
sane informazioni cinematiche relative al moto del sistema. 

m^nt^Hi 1 ' £ . per '' altr0 di questi a PP rocci è opportuno disporre di stru- 
menti di calcolo che ci consentano: 

a) dìradoolareilj^ risultante di un assegnato sistema 
dTTÒ7ze\ Questo pumò^Terra approfondito nel par. (VI 9) 

b) di ^licitare je_rglazioni esistenti fra i secondi membri delle [VI 271 e le 
càratteris iche cinematiche del moto dei punti costituenti il sisWPer 

&'»£uT ta de ! le [VU7L la reIazione fra * ^™ 

angolare totale Pdel sistema e Io stato di moto dei singoli punti risulta 
udentemente semplice solo nel caso di sistemi solfdì indeformab 1 

telo* tìszT'Trr trattato in termmi generaii - 1 p««s»o 

rcCsiderare a ?SSJ° <C , preaSamente nel par ' (VL5 » d Iim * a ™ 

S nLl l^ S °,° alCUn ' eS6mpÌ Sempiici - Sui ' a base de "e 
S hì ?JS? * Precedente paragrafo siamo invece già ora in 

si% wr^LW signìficato cinematic ° i] 



7 1-<\ 



;F" 



Teorema del centro dì massa 



[VI.28] 



dove «c^Wlerazione.del centro di massa. 

Tenuto conto della [VI.28], la [VI.27.a] diviene: 
•'■ vi-'': ' ', F U) = M5 C [VI.29] 

a^SSS mtrialHe?Tr,;' SeC ? nd ° prÌncipio della dina ™ a relativ0 

H^3ff^é-~~ aj!!a ^ M C0Stante "carnè un puhW 

^&^Jt^% C ~*f ™* /« massa M del sistema, e cui sla\\ 
applicata una forza pan aj rtsuhante F«> delle forze esterne agenti sul sistema^ 

vale ed 1 ^^ 6 '* massa ^ deI sistema non sia costante, la [VI.29] nod'ji 

ciò possa es e a St. 1COrrere dÌrettamente alla prima delIe ^ ' ome l 
ciò possa essere fatto in casi semplici verrà discusso nel par. VL7. 

Per illustrare l'utilità della [VI.29] discutiamo tre semplici esempil 
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Esempi 

E.VI.ll. Trascurando ('effetto di resistenza dell'aria, risolvere il seguente problema: 
ti>ì mortaio spara un proiettile , il quale esplode mentre è in volo. Per sempli- 
cità, supponiamo clié~per effetto dell'esplosione esso si rompa in dite soli 
pezzi, rispettava meni e d'.- n ! a . s . s J! ln t ed mi. Una volta che sìa stala indivi- 
duata la posizione in cui è caduto imo dei due pezzi, calcolare la posizione in 
clìT ~e caduto l'altro, (Si suppongano note le condizioni thTziàTi con cui il 
proTeiiiie ~7~staìo sparato). 

Il centro di massa C del proiettile si muove come si muoverebbe un proiettile 
puntiforme; e il suo moto prosegue indisturbato anche dopo l'esplosione, visio che 
questa è dovuta a sole forze interne. 

Siamo dunque in grado, secondo quanto abbiamo visto nel cap. Il, di calcolare 

la posizione P dove il centro di massa cade. Una volta trovalo il frammento di 

massa mi (sia esso a distanza d\ da P ~ C), il frammento di massa m 2 si troverà 

... -, ,. . . di ni] 
dalla parte opposta rispetto a C, a una distanza di tale che — — = (vedi 

eq. (VI. 14}). Osserviamo che la procedura di calcolo e esatta solo se lutti i fram- 
menti giungono a terra contemporaneamente. 



E. VI. 12. Due oggetti praticamente puntiformi di massa ni/ ed in? sono appoggiati su 
un piano orizzontale senza attrito; inizialmente essi sono posti fermi a una 
distanza relativa pari a d. Essendo itcnatTlffcaricà elettrica di segno opposto, 
i due oggetti si attraggono, e dunque cominciano a muoversi l'uno verso 
raltro; Travurv'ìt" pun to' ' P in cui si incontrano. 

Il risultante F M delle forze agenti sul sistema è nullo: in virtù della [VI. 29], il 
centro di massa C ha accelerazione nulla; ed essendo inizialmente fermo, esso resta 
fermo. Poiché nel momento in cui i due oggetti si incontrano il loro centro dì massa 
coincide praticamente col punto P di conlatto, tale punto non può che coincidere 
con la posizione in cui già inizialmente si trovava il centro di massa C. 



posizione 
iniziale 



posizione 
finale 



P=C 



E. VI. 13. Una mola S di massa M — IO kg ruota intorno al suo asse a una frequenza 
siri 

v = 6000 ; — . A causa di difetti di costruzione, il centro di massa C 

min 

della mola non giace esattamente al centro A dell'asse di rotazione, ina e 
spostato rispetto ad esso di un trotto ò = 1,5 mm. Trovare l'intensità della 
forza t„ che si esercita sull'asse. 

Le forze esterne che agiscono sulla mola sono la forza peso Mg e la forza f,„ 
che su di essa esercita Tasse. La [VI. 29] si scrive dunque; 

Mg + t„i = Ma c 

Da cui: -Ma^=Mo) 2 8 

- Tifi = Mg- Ma c 

D'altra parte, per il principio di azione e reazione si ha \„ — — %,„; da cui: 

i'"' t 0 = Mg— Mòte 

r 

i Poiché il centro di massa C compie un moto circolare uniforme, la sua accele- 
razione è centripeta e vale 5 C — — oro; e dunque — a ( è centrifuga e il suo 
modulo vale <J d (vedi figura).. 




Ih Y - mw 



1.0 
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Nel nostro caso, si ha; 
2n 



Per cui: 



w = = 2nv = 6,28-^ • 6000-^- = 6,28 ■ 100 J" 1 . 
/ giro min 



a 1 » = (6,28 . 100) 2 s~ 2 ■ 1,5 • IO" 3 m = 6 • IO 3 m/s 2 



w 2 6 è dunque molto maggiore di g (g = 9,8 m/s 2 ); per cui in pratica si ha: 
|f 0 | s Ma c = Mco 2 S = 10 kg - 6 • IO 2 m/s 2 = 6 • IO 3 N , 



Significato cinematico del mo- 
mento angolare 

co = o) a 



V 




VI. 5. Semplici considerazioni relative al significato del momento 
angolare 

_ Il momento angolare Pài un sistema materiale ammette una interpre- 
tazione cinematica semplice solo nel caso che il sistema sia dotato di oppor- 
tune proprietà strutturali; in particolare nei caso di sistema rigidi. 

In questo paragrafo, analizzeremo il caso di sistemi materiali non 
necessariamente rigidi, ma particolarmente semplici, di modo che l'inter- 
pretazione cinematica di P risulti comunque immediata. Le considerazioni 
fisiche che faremo a proposito di questi sistemi materiali semplici consenti- 
ranno di capire meglio anche casi più complessi, che affronteremo in 
seguito. s: - r* ' 

Cominciamo con l'analizzare un sistema costituito da due masse 
uguali, p raticamente puntiformi, collegate l'una all'altra mediante una sbar- 
retta ònzzohtale di massa trascurabile e ruotanti intorno a un asse verticale 
fissato nel punto di mezzo della sbarretta orizzontale. La sbarretta è tale da 
mantenere inalterata la distanza tra le due masse, durante il moto. 

Se la sbar retta orizzontale ha lunghezza 2d, ognuna delle due masse 
compie un moto circolare roti velocità di modulo v = « d. dove o è là velo- 
cita angolare. 

Il momento angolare ? del sistema rispetto al polo O risulta evidente- 
mente: 



P = Pi + p 2 = d] x mvj + d 2 x mv 2 = 
= 2dmvà = 2dm< i >dà = 2md 2 à 



[VI.30] 



Con a abbiamo indicato il versore dell'asse di rotazione (orientato in modo 
che esso veda ruotare il sistema in senso antiorario); ed <3 = uà è il vettore 
velocità angolare già definito nel par. II.9. 
y <■> Jh t ?. uest0 0380 dun Que, fissata la geometria (cioè fissato il coefficiente 
2 md X il momento angolare P risulta proporzionale alla velocità angolare w: 

Se vogliamo cambiare la velocità angolare w, dobbiamo cambiare P* 
a dP 

j^Ce, „ dunque deve essere diverso da zero; e secondo la [V1.27b], ciò 

rarnh^ 8 !! Mi 7t fiS*,? Che V a PP lìchin <> dall'esterno delle forze con momento risultante 

uamDia il modulo d» ù> W*> diverso da zero. Se per semplicità supponiamo di non voler far muo- 

- f: ■ - ■ - 



V; 
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muovere il punto 0_(cioè il centro .di janassa.deLsisiema) ( deve trattarsi di 
un sistema di forze con risultante F (e > nullo, diciamo una coppia. 
Sej^liamojnodificare__ il /modulò delia velocità angolare (cioè il 

modulo di P) senzacambiare la direzione, allora-^- deve essere parallelo 

l£i_ dunaue «nchejf w deve essere parallelo a P: la coppia deve essere 
cioe~taTe che il suo momento sia parallelo all'asse di rotazione (coppia 
motrice o coppia resìstente a seconda che si voglia aumentare o diminuire il 
modulo di l5). 

Se vogliamo cambiare ^direzione' d[ P (e di ù) senza cambiarne il 
modulo, allora-^- deve essere ortogonale a P: anche il momento della 

coppia deve dunque essere ortogonale all'asse. 

Supponiamo ora^che il sistema costituito dalle due masse rotanti sia un 
sistema libero, cioè non sottoposto ad alcuna sollecitazione esterna. Si ha 
allora, in particolare, M M = 0, e dunque P= cost. Se la geometria del 
sistema non cambia, allora la [VI.30] ci dice che la velocità angolare u si 
mantiene costante indefinitamente. Il fatto che nella realtà, un tale sistema, 
una volta messo in rotazione e abbandonato a sé, rallenti progressivamente 
fino a fermarsi, denuncia in effetti la presenza di un momento frenante 
esercitato dalle forze d'attrito: momento frenante che nella nostra presente 
schematizzazione supponiamo essere trascurabile. 

Mantenendo dunque il sistema isolato (M M = 0), modifichiamone la 
geometria in virtù~cfi fòrze interne: ad esempio supponiamo che le due 
niasse possano scorrere sulla sbarretta, e che vengano attratte verso 0 fino 



a che la loro distanza dall'asse di rotazione non dimezzi: 

Nella configurazione finale, il momento angolare P' sarà dato da: 



2 



P'= 2md n <3 - ^ Vt :,( 



[VI.31] 



^ ltra _P arte ' P oicn é il cambiamento di configurazione è avvenuto in virtù 
di sole forze inteme, (e dunque ~- = 0) il momento angolare deve 
essersi conservato: P' = P; e dunque 



2md' 2 <3 = 2md z 



da cui 



m. 



hai <•>' = 4w:, if cambia- 



E Poiché nell'esempio considerato l~j = 2, si 

jjjento di configurazione (in virtù di forze interne) di un sistema libera- 
li: p cotante, si_ accompagna a variazioni della velocità angolare ù. 
finivi-" 6 -- refrett _° utilìz zato ad esempio da un pattinatore, che dopo aver 
f tto t Una P iroetta " a " braccìa allargate la termina richiamando le braccia acco- 
ri n^ rp ° : e ° i0 provoca un aumento della velocità angolare di rotazione. 
^r(K Un tufiatore > cne avendo iniziato il tuffo col corpo allungato, lo 
Mi rnf °* P0 ' rannicchiat0 su se stesso, ed aumenta così la velocità angolare 
y rotazione su se stesso per compiere dei salti mortali. 




M'^ortogonale ad a 
cambia la direzione di a> 



a p 



1 *- 



o 



Pi 



-4-^ p 2 



d' 



c3 



1 



(0 



Consideriamo ora un altro semplice esempio: due masse puntiformi P, 
e P 2 di massa m sono unite da una sbarretta rigida di massa trascurabile e 
lunghezza 2d. Questa . sbarretta è saldata nel suo punto centrale a un asse 
di rotazione verticale a che ruota con velocità angolare oj: tuttavia la sbar- 
P 2 ,rn r 5Wa non è ortogonale all'asse di rotazione, ma la sua normale w forma con 
(ò = iùà un angolo 6 0 (costante nel tempo). 

Calcoliamo il momento angolare P del sistema rispetto al punto 0 in 
cui la sbarretta è saldata all'asse di rotazione. 

Le due^ masse p ] e P 2 compiono con velocità angolare co un moto circo- 
lare dTTaggiò V = d cos 6; per entrambe il modulo della velocità (costante) 
v j^-Y.__ = - c f )c/cos 6 = |V|| = |v 3 |. Sia v, che v 2 sono ortogonali al piano for- 
mato dalla sbarretta e dall'asse di rotazione, e dunque sono ortogonali a ^ 
e d 2 : quando ad esempio le due masse passano per la posizione indicata in 
figura, v, è ortogonale al foglio e diretta nel verso uscente verso l'alto, e v 2 
è ortogonale al foglio e^direjta nel verso entrante verso il basso. Tuttavia, 
considerato che_anche d } e d 2 hanno verso opposto, i momenti angolari dei 
due punti p ì = d^x mv t e p 2 = d 2 x m\ 2 sono fra di loro concordi e uguali, 
sono contenuti nel piano formato dalla sbarretta e dall'asse di rotazione, ed 
hanno la direzione della normale ri alla sbarretta (così come indicato in 
figura); il loro modulo vale: 

P - 

4 2 P = \d\ x mvi \ = \d 2 x mv*>| = dm\ = dmvdcos 6 = md 2 <s> cos 9 . 
In definitiva si ha 

P = Pi + Pi = 2md 2 o> cos 9 ri (VI.32] 

Osserviamo che in questo caso P non ha la stessa direzione di <5 (cioè 
dell'asse di rotazione). 

Confrontando la [VD2] con la [VUOL vediamo che entrambe possono 
essere scritte nella forma compatta 

p = (2md 2 (n ■ <3)) ■ n [VL33] 

La [VL33J si riduce infatti alla [VI.30] nel caso particolare che ri ed ù 
abbiano la stessa direzione, cioè nel caso che la sbarretta sia ortogonale 
all'asse; e diviene la [V1.32] quando ri ed w formano un angolo 9 # 0. 

Notiamo_anche che se « è costante, il modulo P di P (P = 
-2md (ri- w) = 2md 2 < J ) cos 6) è costante. Tuttavia se 6 0 non è 
costante il vettore P: infatti ri (e dunque anche" P) percorre un cono con 

angolo di apertura 6 intorno ad w. Per conseguenza, ~- ^ 0; e dunque 

per la [VL27.b) deve essere M (e> + 0. 

Se te sbarretta non è ortogonale all'asse di rotazione (cioè se 6 # 0), il 
moto può aver luogo solo se si applicano al sistema forze esterne con 
momento non nullo. 

Per ulteriore precisazione, scomponiamo la [VL27.b] nelle componenti 
parallela e normale all'asse di rotazione: 



ir 

" " dt 



p 

dt 

dP„ 
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fVediamo dalia figura che la componente P p di P parallela ad co è costante; 



dP, 



per conseguenza è -— = 0, e dunque anche Mf = 0. Per mantenere in' 



\rotazione il sistema 



àt 

non 



è necessaria alcuna coppia motrice. 



II vettore P„, componente di ? normale all'asse, rappresenta invece un 



la sua derivata 
ortogonale a 



vettore rotante (ortogonale all'asse) di modulo costante 
dP„ , 

e dunque anch'essa (vedi eq. [11.32]) un vettore rotante 

P„ -, e tale deve essere anche M^>: per_esercitare tale momento, i cusci- 
netti che sostengono l'asse sono costretti a esplicare due forze, f ed / 2 , fra 
di loro uguali ed opposte, e anch'esse rotanti. È l'effetto di queste forze 
quello che si esplica nella forma di vibrazione sul volante di una automo- 
bile le cui ruote anteriori non siano bene equilibrate. 

Immaginiamo ora che a un certo istante t = t 0 (ad esempio ne! 
momento in cui la sbarretta passa per il piano del disegno) la saldatura che 
vincola la sbarretta all'asse si rompa. Da quel momento irfpóUi sistema 
diviene un sistema libero, per cui dunque in particolare è Mj e> = 0, Da 

quell'istante in poi, in virtù della [VU7.b] deve essere -~ = 0. 

Sef è H momento angolare del sistema dopo l'istante /„, deve dunque 
essere F - P(Q = costante. Il manubrio, costituite dalle due masse colle- 
gate dalla sbarretta, comincerà a muoversi da allora in poi di moto rotatorio 
intorno a P(t 0 ): ognuna delle due masse compie un moto circolare uniforme 
di raggio d con velocità angolare to' tale che: 



2/nd 2 ^ =\P'\ = \P(t o )\ = 2mJ 2 cocos6 



e dunque 



co' = GJ cos e . 



, . L esem pio del manubrio ci mostra dunque che un certo sistema 
(rigido) quando sia libero (quando non sia sottoposto a momento di forze 
esterne) non può ruotare intorno ad un asse qualunque: esso può ruotare 
soltanto intorno a particolari assi che rappresentino per il sistema degli assi 
a ii! mmetna - 11 manubrio può ruotare intorno a qualunque asse passante 
Per il centro di massa e ortogonale ad esso; esso può inoltre ruotare (sia 
pure in condizioni di instabilità) intorno ad un asse coincidente con la sbar- 
retta. 

Gli assi attorno ai quali un sistema rigido può ruotare liberamente ven- 
gono detti assi Uberi di rotazione. 

I concetti introdotti in questo paragrafo verranno ripresi in condizioni 
m maggiore generalità nel prossimo capitolo, dedicato alla dinamica dei 
sistemi rigidi. 



il oj 





cuscinetto 



cuscinetto 




Assi liberi di rotazione 



Esempio 

E-VI.R Consideriamo il manubrio costituito da due masse uguali collegate da una 
f- sbarretta di massa trascurabile di lunghezza 2d: supponiamo che inizial- 
£r mente esso ruoti liberamente intorno a un asse ortogonale al centro della 

st. sbarretta con velocità angolare w. Se in virtù di forze interne le due masse 



vengono portale a distanza d' = — — dall'asse di rotazione, abbiamo visto 




che nella configurazione fìttale il sistema ruota con velocità angolare 
iù' = 4 <j). Passando dallo stato di moto iniziale a quello finale, si conserva 
l'energia cinetica? 



Inizialmente l'energia cinetica era: 



K, = 2 f-y- in v; 



mvj = ni((x>df 



Nello stato di moto finale essa vale 



K) = mv* = miw'd'f = m 




Dunque: A} = 4 A.',-: l'energia cinetica del sistema è quadruplicata. Ciò non deve 
meravigliarci: il passaggio dallo stato iniziale allo stato finale è avvenuto in virtù di 
f gf2e~TrTte"rrìe che avendo momento risultante nullo non modificano il momento 
angolare nel sistèma. Quelle stesse forze interne compiono però lavoro (positivo) 
sul sistema, ed è questo lavoro che ne incrementa l'energia cinetica. 



VI. 6. Il problema dei due corpi 

Nel V capitolo, abbiamo risolto il problema del moto di un pianeta 
intorno al Sole: moto governato dalla forza di attrazione gravitazionale che 
il Sole esercita sul pianeta stesso. In quella occasione, abbiamo tratto pro- 
fitto del fatto che la massa M del Sole è molto maggiore della massa m del 
pianeta: M » m. Per conseguenza, la forza che il pianeta esercita sul Sole 
- pur essendo per il III princìpio della dinamica uguale ed opposta alla 
forza che il Sole esercita sul pianeta - determina una perturbazione trascura- 
bile sul moto del Sole, in virtù della grande massa di quest'ultimo: cosicché 
potevamo considerare come praticamente inerziale un sistema di riferi- 
mento con origine nel Sole e orientamento costante rispetto alle stelle fisse. 

Cons ideriamo ora punti materiali P x e P 2 di massa m t ed in 2 , che si 
muovono in virtù delle forze che mutuamente si esercitano, supponendo 
efie '"siano trascurabili le forze che altri sistemi esercitano su di esse: 
cosicché nel loro insieme esse costituiscono un sistema isolato. Ci propo- 
niamo di risolvere il problema dinamico relativo al loro moto, rinunciando 
all'ipotesi che una delle due masse sia molto maggiore dell'altra. 

Sìa, come al solito, / 13 la forza che />, esercita su P 2 ; ed/i, la forza che 
_ P 2 esercita su /»,. Per il III principio, si ha 



y 'ì Sja_^die_i^ sono dunque sottoposti a una forza: né l'uno né l'altro rappre- 
^ ij sehTTperciò un punto materiale libero. Per conseguenza, un sistema 'dirife- 
• rimento con origine solidale con l'uno o con l'altro di essi non rappresenta 
un sistema inerziale; e non può dunque essere usato per scrivere e risol- 
vere l'equazione [111.5]/"= ma. Tuttavia, essendo nullo il risultante delle 
forze esterne agenti sul sistema, il loro centro di massa C si comporta come 
un punto materiale libero; e dunque per descrìvere il moto di P : e P 2 pos- 
siamo scegliere un sistema di riferimento inerziale con origine in C. Sia, in 



fu fl\ • 
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questo sistema di riferimento, ?, il vettore posizione di P, ; e sia r 2 il vettore 
posizione di /y Per la definizione di centro di massa, r, ed ì 2 hanno la 
stessa direzione e verso opposto. 

Per fissare le idee, poniamo l'attenzione sul moto di uno di essi, ad 
esempio di P 2 . L'equazione del moto si scrive: 



di 1 



[V1.34] 



p ^3S ,om dl simmetria, f l2 può essere diretta solo secondo r 2 (concorde 
con T 2 ó discorde con esso a seconda che la forza sia rispettivamente repul- 
siva o attrattiva); dunque: 



fn = fh 



[VT.35] 



W> 0: forza repulsiva;/ < 0: forza attrattiva). Inoltre, sempre per motivi 
di simmetria, /può dipendere solo dalla distanza relativa fra />, e A, cioè 
può dipendere solo da (/■] + r 2 ); cosicché la [VL34] può essere scrilta'come: 



/(r, + r 2 ) r 2 = m 2 



d 2 ì 



dt 2 



[VI.36] 



Ora, poiché r t ed r 2 rappresentano le distanze dei due punti dal centro di 



massa, in virtù della [VI. 14] si ha ~ = — ; per cui 



0 1 + r 2 ) = r 2 (l + = r 2 [l + = Kr 2 ; [VI.37] 



dove K= (1 



La [VI.36] diviene dunque: 



| f(Kr 2 ) ■r ì =m 2 

L .... 



d 2 7 t 
df 2 



[VI.38] 



Evidentemente, K 1 quando m, diviene molto maggiore di m 2 ; cioè 
Qu ando il centro di massa del sistema delle due masse va praticamente a 
coincidere con la posizione del punto materiale di" massa maggiore. 

Nella [VI.38], là forza al primo membro è espressa in funzione della 
«stanza r 2 fra il punto materiale e l'origine del sistema di riferimento. La 
lyl.38] ha dunque la stessa struttura dell'equazione del moto di un unico 
PtìnTólriateriate chè' si muove in virtù dì una forza centrale nota (forza 
«retta verso un punto fisso). II problema dei due corpi si riconduce così 
^mplice mente al problema di un punto materiale mobile sotto l'azione dì 
.una forza nota diretta verso un punto fisso. 

f. L'uso dell'equazione [VI.38] richiede che la posizione del punto mate- 
riale P 2 venga misurata rispetto al centro di massa C del sistema. 
jj\ . Si trova spesso, più conveniente esprimere l'equazione [VI.38] in ter- 
mini dei vettore R che individua la posizione di P 2 rispetto a />, . 
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S ' > 

v 7 . 



Risulta evidente dalla definizione di R che: 
'il versore di R è uguale a! versore di 7 2 : R = f 2 
! '1 modj jlo j? di R è pari ad r t + r 2 . 
Per conseguenza, tenuto conto della [VI.37], abbiamo: 

, R_= RR = (r, + r 2 ) r 3 = Kr 2 f 2 = K7 2 . 

La [VI.36] può dunque essere scritta come 

d 2 7 2 _ m 2 d 2 {K7 2 ) m 2 d 2 R 



f(R)R = m 2 - 



dt 2 \ K dt 2 K di 



ovvero 



]f(R)R = m >^L 2 ^=^^=^L^\ [VU9] 

Mussa ridotta La quantità m\ = m\ = ff?i viene detta massa ridona La IVI 391 ci 

m x + m 2 1 ' 

dice che: 

l Dati due punii materiali che sì muovono in virtù delie sole forze di mutua ime- 
\ razione, il moto dell'uno (sia P : ) rispetto all'altro (P,) può essere trattato 
j come se quest'ultimo fosse fermo, con runico accorgimemo di sostituire alla 

' '.massa inerziale di P, la massa ridotta l—UlL'"* 



m, + m-, 



r" 



Esempio 

E.VI.15. IScrivereJ'ejiuazione del moto delia Luna rispetto alla Terra, tenendo conto 
ìdeT 'ermine correttivo dovuto al moto della Terra a causa della forza die 
| essa subisce ad opera della Lutto. 

Se M T è la massa della Terra ed m la massa della Luna, tenuto conto che la 
forza di attrazione subita dalla Luna è la forza di gravitazione universale. 
- _ G M T m ó - I 
(/ ~ j^ì dove R è il vettore posizione della Luna rispetto alla Terra), 1^ 

[VI.39] diviene: A 



G M; 



R 2 



R = 



m M r \ 
m + Mj I 



d 2 R 
~d?~ 



Se ci interessasse invece descrivere il moto della Luna rispetto al centro di massa. 
Terra-Luna, detto ?il vettore posizione della luna rispetto a C, la [VI.38] ci consert 
tirebbe di scrivere: 



G M;- m r 



= m~ 



d 2 7 



-■ri; 



Nell'una e nell'altra di queste equazioni il termine correttivo comporta semplice- 
mente una modifica di coefficienti moltiplicativi costanti, e non introduce dunque 
alcuna complicazione matematica rispetto al caso che il problema venga trattato 

nella approssimazione — - » l. 



m 



VI. 7. Sistemi a massa variabile 



Quando un sistema materiale ha massa costante, la [VI.27.a] si riduce 
alla [VT291: conoscendo il risultante F M delle" forze esterne, si può allora 
ricavare direttamente l'accelerazione dei centro di massa del sistema. 

Se il sistema materiale non ha massa costante, è invece necessario 

ricorrere direttamente alla [VI.27.a]: F M = ~ ■ Per illustrare come questa 

equazione possa essere usata nel caso generale cominciamo col considerare 
un esempio notevole, cioèun razzo la cui propulsione derivi dalla espul- 
s l one a . d a]ta velocità dei prodotti dì còmbuslìone dèi propellente. Descri- 
viamo il fenomeno in un sistema di riferimento inerziale che per brevità 
chiameremo sistema del laboratorio. 

Se Q(t) è la quantità di moto del razzo all'istante t y si ha: 

Q(t) = M(t) V(t) 

d °M e n^^ 6 ^ SOn ° ris P ettivam errte massa e velocità del razzo all'istante 
Nelljnteryallo elementare di tempo At a partire da /, sia dm la quantità di 
materia espulsa dal razzo e sia v la velocità media nel laboratorio del mate- 
riale espulso. Poiché l'espulsione di massa avviene in virtù di forze interne, 
per il III principio della dinamica essa non produce variazione di quantità dì 
moto del sistema (razzo + materiale espulso); e dunque la derivata della 

quantità di moto—- del sistema (razzo + materiale espulso) dovrà essere 

uguagliata al risultante F M delle forze esterne secondo l'equazione [VI.27a]. 
Ali istante t + At, si ha per il sistema (razzo + materiale espulso): 



Q(t + At) = (M(f) - dm) V{t + At) + dm v 



Per 



cui 



AQ= Q(t+ At)-~ Q(t) = (M(t)-dm) ht+At) + dmv-M(t) V(t) = 
= M(t)[V(t + At) - V(t)ì + dm(y~ V(t + At)) 

Dividendo per At e passando al limite per At -» 0, si ha: 

àQ _„ . dV dm - 

■f ;; S? S i Ì( ? erat0 che Ia variaz 'one di massa M del razzo è dovuta proprio alla 
•i espulsione di propellente (dm = ~ dM), si ha 



dm 
~dT 



dM 
dt ' 
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Sistemi li inass;i vari.ibilc 




per cui l'equazione precedente diviene 



espressione che sostituita nella [VI.27.a) fornisce infine 
rfr) „/ , dV dM - 

^ =M ( t )—+—(V~~v) [VI.40] 

In realtà la [VI.40] vale in generale, sia nel caso che il sistema espella 
mass a (cò me nell'esempio del razzo) sia nel caso che esso riceva massa 
dairambiéftté (ad esempio una goccia sulla quale, mentre cade, va conden- 
sandosi umidità): la differenza nei due casi sta solo nel diverso andamento 

di M(t) (e in particolare nel diverso segno di ~) nonché nel diverso 

v ^L° r . e .di v. In effetti, per risolvere la [VI.40] è necessario che vengano for- 
nite le opportune informazioni a proposito delle modalità con cui la massa 
M vana, e della velocità cui cui la massa stessa viene espulsa o assorbita dal 
sistema. 



Esempi 

E.VI.16. Calcolare come varia la velocità di un razzo che espella propellente in dire- 
zione opposta ai moto con velocità costante V R relativamente al razzo. Si tra- 
scuri la forza esterna F eJ agente sul razzo. 

Il moto avviene in una sola dimensione (sia essa la direzione dell'asse delle x) 
per cui la [VI.40] si riduce (considerato che F<* } = 0) alla equazione scalare- 



M{t) 



dV x dM 



dt 



dt 



nliunt. m \* cost : mfaUl v * ~ V < rappresenta la velocità del pro- 

pellente rispetto al razzo, e sappiamo che tale velocità relativa è negativa (perché 
opposta al moto) e in modulo pari a V R p er cui* ■ 



Separando le variabili si ha: 



dM 



dV x 



M V R 

e integrando Tra l'istante iniziale t 0 e l'istante /: 

dM 1 



M 



dV x 



da cui 



In- 



M 0 
M(t) 



" fi 
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e dunque infine: 

"*(')- K„ + y R^~^ [VI.41] 

dove V^, e M 0 rappresentano ri spetti va mente la velocità del razzo e la sua massa 
all'istante iniziale / = t 0 . Vediamo che se la massa del razzo va diminuendo 
(M(t) < M 0 ) e se il propellente viene espulso in verso contrario al moto ( V R > 0). 
la velocitalo) all'istante generico è maggiore della velocità V tii all'istante ini- 
ziale / = t„. 

Se ci viene fornita la legge M(t) con cui la massa varia, la [V1.4I] ci fornisce 
l'espressione esplicita di Kv(0. Ad esempio se il regime di combustione è costante, 
possiamo porre 

M(i) = M a -Xt 

e la JV1. 41] diviene 



E.V1.17. Un vagare dì massa M 0 ha inizialmente velocità V 0 e procede, senni attriti, 
su un binario orizzontale. Su dì esso viene versata acqua che cade vertical- 
mente, e lo riempie progressivamente. La quantità di acqua che il vagone 

,,, .... dM , _ , , 

riceve nei! unita di tempo sia — — = A = costante. Trovare la legae con cui 

di 

varia la velocità V del vagone. 
■ Proiettando la [V1.40] sull'asse orizzontale si ha 




dV dM ,.. , 
0 = M{t)—- + — — {V-v} 



dt 



di 



[VI .42] 



avendo tenuto conto che F fe> ha proiezione orizzontale nulla. Nel nostro caso si li a 
inoltre: 



M(t) = M 0 +Xt 
dM 



dt 



= X 



ìk. 



v = 0 (la proiezione orizzontale della velocità 
con cui l'acqua cade è nulla). 



||; : : La [VI.42] diviene dunque 



(M 0 + Xt) 



dV 
di 



+ X V= 0 



imparando le variabili e integrando Tra l'istante iniziale t,, — 0 e ristante generico / 



Xdt 



<„ M c + Xi 



In — rr = In 

K. M„+\t 
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da cui passando dai logaritmi ai numeri: 



e infine 



K M 0 + X! 



{M 0 + Xt) 



Teorema di KoenÌ!> 



Sistema di riferimento bari- 
co liliale 




VI. 8. Energia cinetica e teorema di Koenig 

In molti problemi, informazioni utili sul moto dì un sistema possono 
essere ricavate utilizzando ['equazione (VI.9], che esprime per il sistema i 
siderale ,1 teorema dell'energia cinetica. A tal fine, è utile esprimere l'?ne r S 

rnnlV'T 1 " 1 PIU direttame » te ^ «I moto dì insieme del s stem 
_ Considerato un sistema di punti materiali S = lp,\ che si muove in un 
sistema d, rtónento inerziale R(Oxyz), introduciamo ui^^ s condo 
sistema d. nfeHmento (mobile) R' che abbia origine coincidente con il 
centro di massa T del sistema S e orientamento fisso r fc™ So ad 

TZIZTT dÌ rÌfe r e ? t0 r Ì0 generaIe "<"' ìne ™k che si muov 
in moto aaslawno rispetto al sistema inerziale R 

punto V di ^n°™ P ° SÌZÌO f d l C o fÌ c Pett0 ad * e 7 * H vettore P° sizi0 " e ^1 
Zlito a R'.Tll^ 0 ^ * Ìn °* tre ? ' Vettore * fi 

= + ?, 

Derivando questa reazione rispetto ai tempo, e tenuto conto che i versori 
rèe UIII. 16]): C ° 3nt1 ' 51 ° U,ene (vedi pan IIL9 ' e ìn Particolare 



V , = V f + ^ 



[VI.43] 



rispetto ai% e 7^°,? ^ la Vel0cità deI ««*<> di massa C 
soUdate con C È da VeI ° C,ta I 1 / / fÌSpett0 a *'> cioè rìs P e »° al sistema 
"sterna Ti^sJlST""? -^J* condìzione di moto traslatorio per il 
punTp e par! " t V ° C ' ta di frascillament ° sia la stessa per tutti i 

ziale^ouò 'eiU; 4 ^' '» nergÌa CÌnetÌCa del punt0 p < nel Esterna iner- 
ziale k può essere scritta come 

K = -L 2 1 1 

2 w,v ' = -y w - v - ' ^ = — m ( (v f + v;) . (v f + = 

- 1 a 1 

- y»iV J ( + -j- m,V y 2 + mft ■ v, 
Sommando sull'indice / si ottiene l'energia cinetica totale Kdel sistema sj 

K= lKi = T~~ mrf + £-1 m .v? + l m ft 



v„ - 



1 r i tVl-44]] 
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A proposito dei tre termini che compaiono al secondo membro delta 
[VI.44] osserviamo quanto segue: 

— v f 2,/m,- : può essere scritto come — A4v 2 c> dove M = £ »»/ è la massa Lneryia cinetica del centro di 
totale del sistema.^ , massu 

T~2 '" iV ' 2 : ra PP resenta l'energia cinetica dei sistema 5 nel sistema di rife- 
rimento R' che ha origine nel centro di massa C e orienta- 
mento fisso rispetto a R. Indicheremo questo termine con A" 

= Z~y m J v I 2 J e lo chiameremo energia cinetica di S l-'ncrgiu cinclici rispetto al 

;.; . , i i ceiui'o di massa 

aspetto a! eentro di massa. 

Vf-IwiiV; : questo termine è nullo. Infatti, usando la [W.26], possiamo : 
scrivere Y. m ^'> = Mv' e , dove v' f è la velocità del centro dì 
massa rispetto al sistema R' in cui sono espresse le velocità 
v,. Ma nel sistema R' è nulla la velocità di C, poiché C rappre- 
senta anche l'origine di R'. 

In definitiva la [VI.44] diviene: 
11 V " 'yK = — Mvl + K' ì [VI.45] 

La [VI.45] va sotto il nome di teorema di Koenig Questo teorema può Teorema di Koaiig 
essere enunciato a parole come segue: in un sistema di riferimento inerziale 
qualunque, l'energia cinetica di un sistema materiale S può essere espressa 

come somma dell'energia cinetica ~ Mv; che il sistema avrebbe se tutta la . '.- : 

sua massa fosse concentrata nel suo centro di massa, più l'energia cinetica 

A" = T~ '":V '/ sistema S ha in un sistema di riferimento con origine 

nel centro di massa e orientamento fisso 

Nei prossimi capitoli avremo modo di discutere interessanti esempi, 
come applicazione del teorema di Koenig. 

VI.9. Sistemi di forze applicate /•• " 

Lo stato di moto di un sistema materiale è completamente noto solo 

Quando sia noto lo stato di moto dì ciascuno dei punti che lo costituiscono. 

Tuttavia, già gli esempi discussi fino ad ora sono sufficienti ad illustrare 

come anche la sola conoscenza della quantità di moto Q t del momento 
,, angolare P (rispetto a un polo £ì) e della energia cinetica K possano fornire 
: informazioni di grande interesse sul moto del sistema. Nel prossimo capi- 
X - ol0 ' vedremo che nel caso di sistemi rigidi (cioè indeformabili), la cono- 
|-'^ nza dì C e di P esaurisce addirittura la conoscenza dello stato cinematico 
| el sistema: lo stato di moto di un sistema rigido è cioè completamente 

. noto quando siano noti Q e P. 
IfV Poiché Ie e< 3uazioni [VI.27] che governano l'evoluzione di Q e di Pnel 
lè'ta n ì PO -v anno al primo membro sol ° 11 risultante F (e> e il momento risul- 
^wnte M M delle forze esterne rispetto al polo Ù, si ha che condizione perché 



due sistemi di forze £ = {f,\ e £' = Ù| producano gli stessi efTetti sul 
moto di un sistema rigido è che X e X' abbiano lo stesso risultante Fé lo 
stesso momento risultante M. 

_ Per questo motivo, due sistemi di forze che abbiano Io stesso risultante 
^e lo stesso momento risultante A-vengono detti sistemi di Jone equiva- 
lenti (sottointendendosi riguardo ai loro effetto sul moto di sistemi rigidi) 

Sempre nel caso dì sistemi rigidi, essendo lo stato di moto completa- 
mente specificato da Qe da P, anche l'energia cinetica K deve essere espri- 
mìbile in termini di Q e di P; per conseguenza, due sistemi di forze appli- 
cati ad un sistema rigido devono necessariamente compiere lo stesso lavoro 
(à parità di spostamento del corpo rigido) se essi hanno lo stesso risultante 
e io stesso momento risultante, cioè se essi costituiscono due sistemi di 
forze fra di loro equivalenti. 

Ovviamente, se applicati a sistemi non rigidi, due sistemi di forze equi- 
valenti «o/? producono in generale gli stessi effetti cinematici: essi produ- 
cono semplicemente lo stesso moto del centro di massa e la stessa evolu- 
zione nel tempo del momento angolare P del sistema. Ad esempio una 
coppia di braccio nullo non produce alcun effetto cinematico su un corpo 
rigido; ma può produrre i! moto di avvicinamento (o di allontanamento) 
relativo se applicata a due punti materiali liberi di muoversi uno rispetto 
all'altro (esempio E. VI. 2). 

In vista del calcolo del risultante, del momento risultante e del lavoro, 
e utile avere presenti le seguenti proprietà dei sistemi di forze. 

a) Dato un sistema di forze I = [f] di risultante F = £/, se M a è il 
momento risultante di 2, rispetto a un polo qualunque Q, il momento M a 
rispetto a un altro qualunque polo Ù' è legato ad Àf Q "flalfa relazione 

- y , ■ M a = M Q +r a xF [VI.46] 

dove 7 Q è il vettore posizione di Q rispetto a Q' (T a = Cì'Q). Facendo riferi- 
mento alla figura, sì ha infatti che il momento m] della forza f, rispetto al 
polo Ci può essere scritto come: 



m 



- ?/x/= (r a + r,) xf, = 7 Q xf,+ rtXf = r a xf,+ m, 



dove m, è il momento di / rispetto a Q. Sommando sull'indice / (cioè som- 
mando su tutte le forze) si ha: 

M a = ImJ= I? Q x/+ Xm, .= r a x J,/i+M Q =r Q xF+M Q 

che è quanto si voleva dimostrare 

Nel caso che il sistema di forze abbia risultante nullo, la JVI.46] ci 
mostra che il momento risultante ha sempre Io stesso valore (M a = Mi): 
qualunque sia il polo rispetto a cui il momento stesso viene calcolato; ciò 
vaie in particolare quando il sistema £ considerato sia una coppia coerente- 
mente con quanto abbiamo visto nell'esempio E.VI.l. 1? 

Dalla [VI.46] risulta anche che se due sistemi hanno lo stesso risul- h 
ante e lo stesso momento risultante rispetto a un polo Q, allora essi hanno 
lo stesso momento risultante anche rispetto a qualunque altro polo Ù. Se. 
dtwjistemi di forze sono fra di loro equivalenti rispetto a un polo Q essi son 
equivalenti anche rispetto a qualunque altro polo Q'. ; 7 

b) Consideriamo un generico sistema di forze di risultante Jt 
momento risultante M rispetto al polo Q. Il sistema £ è equivalente a 



sistema £ costituito da tre sole forze, di cui una forza pari al risultante Fcd 
applicata m un punto 0 sceJto arbitrariamente, e le altre due fora costi? 

nulIo C n risu1Ìan? e tr di¥P me r InfaUÌ ' P ° Ìdlé 0gjli cop P ia ha risulttan * 
EU ??"- ltante dl £ e se mpficemente pari ad £ Jl momento di ? (che 

E ai f * T equivaien ì e a l dev e essere pari ad A/JT daio dal momento 

essere moraento .™ della. coppia. Affinché I' sia equivalente a fde!e 

M = M F + ih . 

£\* ^ d «" lc dal ^<> * ^ e Par. afiOx* Se 0 coin- 

^rispe C tto P aÌ C o h L q o al r^ Ue f tema 1 di / isu,tante momento risultante 
1 r a; ™i P , r/ equivale,ne a un a forza F applicata in Q più una cop- 
Sl f J\T " ° -V 8 " 6 Che 11 lavoro elementare rfi eseguito nS?nS- 
™"°. f - lempo <* da I twrm^WimlhMa 'n^ pSo esse" 

calcolato come somma del lavoro ««., di Fz del lavoro </i ( <S C 
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D'altra parte si ha 



dL = d£ 



deUofi o'iuZ rÌSP ? 1 Uvamente 10 s P° stame "to elementare e la velocità 
esse?e scnttó come- eSegUÌt0 C ° PPÌa pUÒ per sua ^ 



Hguiv;ilcn7; 
inni coppia 



ìi una l'orza più 




Lavoro di un cistoma di foiv_c 
apptiaiio a un astenia rigido 

[VI.47] Lavoro <Je! multante 



àL c = f ■ ài; +f 2 . dr 2 =- ^ - rfr, - / . ( j7 2 = 
= fi ■ (dr, - dr 2 ) = l ■ - T- 2 ) ~f\.& 

ioTà Ò ì mrtùft'J** la /° PPÌa è applicata a un sistema "èido, 6 è un vet- 
re 01 modulo costante; per cui (vedi eq. [11.37]): 

^ ■■ ■; ■■ ,r </& , _ .. 

«o = —7- dt = (ù xh ■ dt 

■ • ■ ■ al 

d Ove (5 è la velocità angolare di cui è dotato il corpo rìgido. Per cui: 



- (ù- Mdt = M ■ àdt 



[VI.48] 



(abbiamo . usato la . proprietà del prodotto misto 5 • b x c = * . è x à vedi 
Cd '"°; re " f*«° che il momento Ù della coppia è dato d 
°xy,, ved! Esempio E.VI.l). In definitiva 



dL = f-v [ì dt + M • ùdi 



[VI.48] 



Lavoro del momento risul- 
tante 
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Sistema di Coivo p;ini!ìele 
Cenno dello l'or/e parallele 




ianc-eniro 



// lavoro elementare compiuto da un sistema dì Jone Y agente su un 
sistema rigido è pari alla somma del lavoro f ■ v Q di compiiito~~da! risultante F 
applicato al polo Q, più il lavoro M ■ « di compililo da ima coppia dì 
momento M 

d) Un sistema £ di forze fi fra di hro parallele è equivalente a un 
sistema £' costituito da una unica forza F pari al risultante di £ applicata 
nel punto C (detto centro di Jane parallele) definito dal vettore posizione: 



1U 
Ifi 



[VI .49] 



dovere il modulo di^e il vettore posizione del punto in cui^è appli- 
cata. Anche (mesto asserto si dimostra facilmente. Che Yl abbia lo stesso 
risultante di l è evidente, per cui basta dimostrare che ha anche lo 
stesso momento risultante di £ rispetto a un polo qualunque, ad esempio 
rispetto all'origine 0. 

Essendo le forze f fra di loro parallele, possiamo scriverle nella forma 

fi =ftà 

dove w è il versore comune di tutte le },. 
Il risultante F può essere scritto come 

f= Ifi=(Ifi)('. 

Il momento risultante M delle f, rispetto all'origine può essere scritto 
come: 

M = I r, xft = £ r, xf, Ù = £ rj f x Ù = (£ ?,/,) x ù [VI.50] 
Ma in virtù della definizione [VI.49] del centro di forze, si ha 

In fi = r-clf 

e moltiplicando vettorialmente per 0 a destra 

(I r,ft) x fi = (r t £/) x fi = r c x fi) = r e xF 

Il primo membro di questa equazione rappresenta, secondo fa [VI.50J, il 
momento M del sistema £ di forze, parallele; mentre la quantità r t x F rap- 
presenta il momento di una forza £ applicato nel centro C delle forze paral- 
lele, cioè il momento di La loro uguaglianza dimostra dunque il nostro, 
asserto. 

Un caso particolare di grande rilievo si ha quando il sistema di forze 
parallele sia costituito dalle forze peso / = m,g di un sistema di punti P> di : 
masse m t . In questo caso il centro delle forze parallele viene detto bari-: 
centro; sostituendo / = m ,g nella [VI.49] si ha J 

.4 1 



I r, m,g Y. r, m, 



[VI.51] 
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Confrontando con la [VI. 12] vediamo che il banceniro di un sistema mah-- Iìj ricciv.io e centro di massa 
riak' coincide eoa i! suo centro di massa. Va notato che questa conclusione 
vale nel caso che il sistema abbia dimensioni tali per cui g non vari apprez- 
zabilmente entro lo spazio occupato dal sistema (in caso contrario, nello 
scrivere la [VI.51] avremmo dovuto usare un valore diverso di g in corri- 
spondenza dei diversi punti />, del sistema). 

In virtù dell'equivalenza fra \\ sistema £ delle forze peso £ = m, g e il 
sistema £' costituito dalla forza F = Y, m ìS= Mg (con M massa totale del In un >i-.;;;ws x\ : ^x\-\ i! n^o 
sistema) applicata in C concludiamo che: relìeti) che iu 7 via j\ u> produci- ini.i : 3 vtj .:.>n,;,i::-ji;> :i;i^!i- 
sul molo dì ita \isrcma rì-.iid-ì può essere calcolai-:» immaginando che la forza Lj '"> n -l LXirì.'jnirn 
peso laude ilei sistema sia applicata al cenno di at:t:,sa (a banceniro) del 
sistema flesso. 



Esercizi del capitolo VI 



MI. II punto materiale A, di massa m A = 0,2 kg. si muove su una traiettoria cir 
colare di raggio R A = 20 era, con velocità angolare costante co = 2 rad/s 
occupando all'istante iniziale la posizione indicata con A in figura (di coordi- 
nate (0,R A )). li punto materiale 5, di massa m B = 0,3 kg, si muove su una 
traiettoria circolare di raggio R B = 12 cm, con la stessa velocità angolare del 
punto - A, occupando all'istante iniziale, la posizione B della figura (di coordi- 
nate {-R e ,vl Calcolare l'accelerazione del centro di massa. 

(Risposta: 0,43 m /s J ) 

VU. In vari problemi precedenti, per esempio quando una massa ne trascina 
un altra tramite un filo di collegamento inestensìbile e di massa trascurabile 
tutto Tfilo ° ^ C0 " SÌderare UIia tensione di vatore uniforme lungo 
Supponiamo ora di avere una fune omogenea ed inestensibile, di lunghezza 
. la , cul m *?s} uni I à di lunghezza sia X, che sia sottoposta all'azione 
simultanea di due forze F A ed F B . aventi la stessa retta di applicazione e versi 
opposti, come in figura. Nell'ipotesi che si possa trascurare l'effetto della 
forza peso ricavare I espressione della tensione in un punto generico della 
corda (a distanza x dall'elemento A). 6 

(Risposta: r = F A + ~ (F r F A )) 

VI.3. Una cinghia omogenea dì lunghezza L è appoggiata a cavallo di un piolo 
^"f nC ,°' M llSc ; 0 ' orizz °nta!e e fisso, di raggio molto minore di L. Inizial- 
ZJl£ d all *^ ue P artl del P !ol °- Vedono tratti verticali di cinghia di ugual 
Zf. 23 U1 : A partire da questa situazione iniziale di equilibrio, per : 
enetto di un piccolo spostamento, la cinghia inizia a scivolare sotto l'azione 
della forza di gravita. Calcolare l'accelerazione della cinghia quando da un 

lato del piolo pende un tratto di lunghezza ~- L{e dall'altro lato — L\ 

4 

(Risposta: a - 4,9 m/s 3 )J 



VI.4. 



M.5. 



VI.6. 



VI.7. 



HJ. r - ? § ' d ' R = 20 Cm C Cell,r0 °- ha U " f0r0 circ0lare dh 

'-fem « «raro 0'. La distanza ira 0 ed 0' è d = 10 cm. Determi- 
nare la posizione del centro di massa de! disco forato. 

(Risposta: x = - 0,67 cm)| 

™hii?°l.° 1ÌS , C , Ì0 SCOrre un fil ° flessibile, inestensibile e di massa tra-j 
meme raSnS P ** ^ = 2 kg ed = I kg. Le masse, inizial-j 
Si n " ' rerme a,la stessa c ' uota ' si me "°no ^ movimento sotto] 
l azione della forza peso. Calcolare l'accelerazione del c.d.m delle due masse] 
mi eu nti , jìnI 

(Risposta: 1,1 m/sjj 

Su un piano orizzontale privo di attrito sono posti due blocchi di massa 
feL,i Ì f ■ V 2 = 3 ks ispettivamente. Tra i due blocchi, inizialmente 
un cÓVm r C T n na molla ' di massa ^curabile, mantenuta compressa da 
ì^ZVa -a c ° lle S ament0 tra > blocchi. Ad un certo istante il filo viene 
eh? v i V e b!occhi ungono messi in movimento dalla molla. Si osservi 
l\LL Tu ac , <ÌU,stata dalIa massa m t è V, = 0,5 m/s. Qual'è l'energif 
elastica della molla nella sua configurazione iniziale? (R j spos ta: 0,42 jj 

^L b T ba ' inì2i !| m e nt e ferma, esplode in tre frammenti A, B e C, aventi '.L 
r ™ f a T' ? alU qualita e quantità di esplosivo si conosce Tenergli 
^nnn t P SS1 ? ^ dei lre fram menti. Le direzioni di volo dei franimeli 

sono indicate m figura e giacciono su un piano Perché? 
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Quali sono le espressioni, in funzione di Ked m, dei moduli v A ,v B e v c delle 
velocità dei ire frammenti? — 



(Risposta: v^ = J K/m v B = v c = V K/2 m ) 

VI.8. Una chiatta di massa M = 150 kg e lunghezza L = 5 m è ferma in acqua 
tranquilla, senza alcun ancoraggio, con un estremo A a contatto con la parete 
del molo. In questa situazione statica un uomo dì massa m - 75 kg sta sulla 
chiatta proprio all'altezza dell'estremo opposto B. Ad un certo punto l'uomo 
inizia a camminare sulla chiatta ed arriva all'estremo A, dove si ferma. Se si 
trascura l'attrito della chiatta sull'acqua, di quanto si allontana l'estremo A 
dal molo? , D . , , 

(Risposta: 1,67 m) 

VI.9. Un cuneo di massa M= 2 kg, la cui sezione è delimitata da un quarto di 
cerchio di raggio R = 59 cm, è appoggiato su un piano orizzontale privo di 
attrito. Un corpo A, di massa m = 0,5 kg, inizialmente tenuto fermo alla 
sommità del cuneo (vedi figura), può scivolare senza attrito sul profilo circo- 
lare dei cuneo stesso. Inizialmente il sistema cuneo + corpo è fermo rispetto 
al piano orizzontale; poi il corpo viene lasciato libero e scivola lungo i! pro- 
filo del cuneo. Calcolare la velocità V con cui arretra il cuneo quando il 
corpo A ha raggiunto il piano orizzontale. (Risposta: 0,7 m/s) 

VI.10. Lo scivolo dell'esercizio precedente (VI.9) è inizialmente fermo, mentre il 
corpo di massa m gli viene lanciato contro lungo il piano orizzontale in dire- 
zione perpendicolare alle generatrici della sua superficie cilindrica. Quale 

^ velocità minima deve avere il corpo per arrivare ad una quota pari ad R/21 

(Risposta: 2,47 m/s) 



VI.11. 



Un cannone di massa M spara in orizzontale, dalla sommità di una torre di 
altezza A, un proiettile di massa m, che raggiunge il suolo (orizzontale) a 
distanza t> (gittata) dalla base della torre (vedi figura). Trascurando la resi- 
stenza dell'aria, calcolare la forza /"orizzontale e costante che un sistema di 
ammortizzatori deve esercitare sul cannone perché, per il rinculo, esso 
arretri di un tratto d prima di fermarsi. 

Risposta: F= - m D g 



4dMh 



Vi. 12. 



Ì.VL13. 



Trovare la posizione del centro di massa di una lamina omogenea piana a 
torma di semicerchio di raggio R, 

' 4 R 

Risposta: x c = 0, y c = 

3 71 

Due blocchi, di masse m, = 1 kg ed m 2 = 2 kg rispettivamente, si muovono 
su un piano orizzontale, nella stessa direzione e nello stesso verso, con velo- 
?. ta J ! = 1 tn/s e v 3 = 2 m/s rispettivamente, relativamente ad un sistema 
ai riferimento solidale con il piano orizzontale. Se si osserva il moto dei due 
blocchi da un sistema di riferimento solidale con il loro centro di massa, 
quanto vagono la quantità di moto e l'energia cinetica totali del sistema? 

(Risposte: 0 kg m s~': ~~~ J 



fa Una sfera omogenea, di massa m e raggio a, è collegata, in un punto B della 
sua superfìcie, ad un filo flessibile, inestensibile, di massa trascurabile e lun- 
ghezza /. Il filo è ancorato nel punto A ad una parete verticale, rigida e liscia, 
scavare l'espressione della tensione del filo e della reazione vincolare della 
Parete / , 

(Risposte: t = mgQ + a)f-j I (I + 2 a) 

JV= mga/fiif+Ta)) 





Esercii io Vf 




77777777777777777777, 

Esercizio VI- 9 




V/////A 

Esercizio VI. 10 
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vi.t; 



VI. 16. 



Un nastro flessibile ed omogeneo è appoggiato su un piano orizzontale Itscin 
per una sua parte, mentre il resto penzola ne! vuoto verso il basso per efieitn 
della gravità. Calcolare l'accelerazione del nastro nel momento in cui soln 
una frazione /della sua lunghezza totale è a contatto col piano orizzontale 

(Risposta: a = (l ~f) g ) 

Una fune omogenea di densità lineare X è inizialmente tenuta ferma in posi 
zione verticale, in modo che il suo estremo inferiore tocchi un piano orizzon' 
tale fisso. Ad un certo istante la fune viene lasciata libera di cadere per 
effetto della gravità. Supponendo che, nel contatto con il piano, la fune non 
abbia rimbalzi, calcolare la forza che sì esercita sul piano nel momento in 
cui l'estremo superiore A della fune è sceso di una quantità y. 

(Risposta: F= 3 Xgy) 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitelo VI 




Esercizio VL15 



vi.l. 



U.2. 



Y1.3. 



VL4. 




VI.5. 



VI.6. 



VI.7. 



VI.8. 



R]cavare le equazioni parametriche del c.d.m. x e (t), y c (t), e dimostrare che la ; 
traiettoria del c.d.m. e circolare. Osservare che il moto del c.d.m. è circolare i 
uniforme di velocità angolare o> e di qui ricavare l'accelerazione dei cd.m. | 

Considerare i due tratti APt PB come due corpi singoli e tenere conto che $ 
nel punto P t l'azione che il tratto ^/"esercita sul tratto PB è uguale e contra- * 
ria ali azione che il tratto PB esercita sul tratto AP (azione e reazione). 

Procedere come nel problema VI.2 relativamente ai due tratti di cinghia pen- 
denti dalle due parti del piolo. 

Un disco di raggio /f, non forato, ha il c.d.m. in O. Tale disco completo pu63 
essere considerato come un sistema composto da un disco di raggio r el 
centro 0 e dal disco forato del problema. Per ciò che riguarda la posizione! 
dei c.d.m. tutto va come se si trattasse di masse puntiformi concentrate nel! 
rispettivi cd.m. * 

Dall'espressione della quota y c del c.d.m., per doppia derivazione rispetto ali 
tempo, ricavare l'accelerazione del c.d.m. Il moto delie singole masse m e 
m 2 e stato studiato in un precedente problema. 

Le masse si muovono per effetto di sole forze interne e pertanto la quantità 
di moto totale non varia nel tempo. Nella fase di decompressione della molli 
c e una trasformazione di energia potenziale elastica in energia cinetica de 
sistema (forze elastiche conservative). 

L'esplosione avviene per effetto di forze interne preponderanti rispetto al| 
forze esterne e quindi c'è conservazione della quantità di moto totale tf 
un istante immediatamente precedente ed uno immediatamente seguenti 
I esplosione. Tenere conto del carattere vettoriale della quantità di moti 

Lungo la direzione orizzontale non ci sono forze esterne. Pertanto il c.d.\ 
del sistema chiatta + uomo non si sposta. 



VIA In direzione orizzontale le forze esterne sono nulle. Utilizzare anche il 
rema dell energia cinetica. 



tei 



VMO. Si conserva la componente x della quantità di moto. La richiesta di veloc| 
minima per la massa m significa che, quando ha raggiunto la quota A/2jj, 
massa m è ferma rispetto al cuneo. 
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Vi. 11. Dalla cinematica del proiettile ricavarne la velocità iniziale. Tenere conio 
che il lancio del proiettile avviene per effetto di forze interne al sistema can- 
none + proiettile. Utilizzare it teorema dell'energia cinetica. 

Y1.12. Procedere come nell'esempio E.VI.9. 

Vl.13. La quantità di moto totale dì un sistema materiale è esprimibile in termini di 
velocità del c.d.m. Usare le regole della cinematica dei moti relativi per 
esprimere le velocità dei due corpi rispetto al sistema solidale coti il c.d.m. 

VL14. Si tratta di una situazione di equilibrio in cui sono nulli il risultante ed il 
momento risultante delle forze esterne. 

V1.15. Procedere come nell'esercizio VL3, 

VI.16. I vari tratti infinitesimi di fune che, a mano a mano, toccano il piano, dopo il 
contatto restano fermi. La loro variazione di quantità di moto è legata all'im- 
pulso della forza che esercitano sul piano. 

La velocità dei singoli pezzetti di fune è quella che compete ai punti mate- 
riali che cadono di moto uniformemente accelerato nel campo della gravità. 
Inoltre, la massa che, ad un istante generico, si è già accumulata sul piano, 
esercita una forza pari al suo peso. 



Capitolo settimo 

Sistemi rigidi 



f 7 



Corpo rigido 



Un corpo rigido non vincolalo 
ha sei gradi di libertà 



Molti oggetti sono sostanzialmente indeformabili e possono essere 
descritti, con approssimazione adeguata alla maggior parte degli scopi tra- 
mite la schematizzazione di corpo ri.ulo. Un corpo rigido è un sistema 
materiale (continuo) rigorosamente indeformàbile:" la distanza relativa fra 
due qualunque punt[ costituenti un corpo rigido è immutabile. Molti altri 
sistemi materiali, pur non essendo indeformabili, possono essere conside- 

™™ ™ * T 3 Un Cert ° numer0 di partì ' ciascuila schematizzabile 
come corpo rigido; ciò vale in particolare per molte macchine 

mohìp SSS 0 V '?° < Esenipio E-H-3) che un corpo rigido liberamente 
Z\* L 5 ?. K P t Z1 ° (ci0e non sott °P^to a vincoli) costituisce un sistema a 
Hrhi^ ^i lbe ? a: - U ? a ? lla s P edfìcata la Posizione di un suo punto (il che 
anomn * „ " r al ° re dl tre C00rdillate >' il corpo può ancora ruotare 

qualunque passante per quel punto. Per fissare la dire- 

.nenfli^ Hn ^ 001 COrp0 6 passail,e per <* us[ P u »<° è necessario 
g ° ' ; e un ter2 ° an S ol ° è necessario per specificare l*an- 

fnWrt tu^Tr 3 q " ell ' asse (come nel caso di ""a porta che ruota 
intorno aliasse indmduato dai suoi cardini) 

L^m^-t^TJ^ 0 " gid0 non può essere influenzato dalle forze 
ì q , uest ^ u infatt1 ' essendo costituite da un insieme di coppie di braccio 

3S?£?rS ° S H empI]cemente a far muta re le distanze relative fra i costi- 
.tuenuwcorpo rigido; ma queste distanze relative non possono cambiare. 
_ u aspettiamo dunque che il moto di un corpo rigido sia governato : 
c StSTr 1 ,T m f l™ 71 ' Ch£ hann0 al Primo membro delle 6 quantità 
effetti i rn^J S ° le f0rze esterne ( rìsufta "te e momento risultante). In 
càrrlin, ^ic 11 C ° rp ,° rigìd0 è completamente descritto dalle equazioni ■ 

Ttelu'J ^Z^lT i,tUÌSC0nO 1161 ,0r ° ÌnSÌeme 6 SC& ' 

centifZìn^ d fll e , eqUaZÌ ° nÌ [VU7] ^ 0verna 11 moto ^1 baricentro (o' 
ZI • de " eterna rigido, come risulta dalla [VI.29]; la seconda 

1 0ta210ni i ad «empio intorno al baricentro) come si può intuire., 
del rnZlnt ^"f 1 ™ 0 ™ <*e abbiamo fatto sul significato cinematico- 
del momento angolare (paragrafo VI.5), e come vedremo meglio più avanti. ' 
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Come semplice generalizzazione della relazione [11.37] è facile verifi- 
care che la velocità v F di un generico punto P appartenente a un corpo 
rigido può essere espressa nella forma 

v P = v Q + co x QP 

dove Q è un punto qualunque del corpo e co = (oó è la velocità angolare 
del corpo, nell'istante considerato, attorno all'asse istantaneo di rotazione 
passante per £1 II ve ttore co è indipendente dalla coppia di punti P, Q. 

La precedente relazione 'cinematica è di notevole interesse nelle appli- 
cazioni. 



VILI. Equilibrio dei corpi rigidi 

Come per qualunque altro sistema materiale, così anche per un 
sistema rigido si definisce posizione disequilibrio (o meglio configurazione dì Oonlkuni/ione ili equilibrio 
equilibrio, intendendosi con configurazione l'insieme delle posizioni occu- 
pate dai punti costituenti il sistema) una configurazione tale che, dispo- 
nendo in essa, fermo, il sistema materiale^ esso permane fermo in tale con- 
figurazione. 

Tuttavia, mentre nel caso generale è necessario assicurarsi che ognuno 
dei singoli punti costituenti il sistema sia in equilibrio, net caso di un 
sistemajjgido l'equilibrio è garantito dalla condizione che non si muova il 
centro di massa," e" che il' sistema non ruoti attorno ad esso. 

Per conseguenza, condizione necessaria e sufficiente perché una posi- 
zione sia posizione di equilibrio per un corpo rìgida, e_che in tale posizione Conili/ioni dinamiche per 
siano nulli ii risultante F 1 ' 1 e ìì momento risultante \?" delle forze esterne l'equilibrio 

applicate ai sistema. , 

r - fLjfc^dizio ne è n ecessaria/: infatti, se F° e/o M e> sono diversi da zero, t/ 

sono diversi da zero — — e/o Pertanto, se inizialmente il sistema è ~ 
ót d! 

fermo, esso si mette in movimento: il risultante delle forze esterne produce 

il moto del baricentro, e il momento risultante, produce rotazioni. / ^ i •_■ 

(La condizione^ sufficiente]: infatti, se F e} ed M <e ' sono nulli, sono nulli 

dQ ' dP r , " ■ ■ ■ , ... , , . c " " 

~r- e — — . E dunque, se inizialmente il sistema era fermo (e dunque era 

- dt di- 

........ Q= 0 e P= 0), resta Q= 0 e P= 0 anche negli istanti successivi; e 

|, queste sono sei condizioni cinematiche fra di foro indipendenti che garanti- 
scono che tutti i punti del sistema (che è un sistema a sei gradi di libertà) 
§^ restino fermi al passare del tempo. 

, Per quanto abbiamo visto nel_paragrafo (VL9), una volta verificato che 
^= tJT&àsta "assicurarsi che sia M e> = 0 rispetto a un polo qualunque: la 
tVl.46] ci garantisce infatti che in tal caso è M eJ = 0 rispetto a ogni altro polo. 

Esempi 

.È. VIU. Consideriamo un corpo rigido sottoposto - come fona attiva - alla sola fona Equilibrio di un corpo pesante 
f~- peso, e appoggiato ad un piano orizzontale privo di attrito. Discutere quale appoggiala un piano orizzon- 
ta Ssr condizione geometrica deve essere soddisfatta perché il corpo sia in eqttili- tale 
*** * brìo. 



La forza peso dei vari punti materiali costituenti il corpo rigido rappresenta un 
sistema di Torze~"paràllele: come abbiamo discusso nel paragrafo VI.9 esso è equiva-^ 
lente, dal punto di vista dei suoi effetti sul molo di un corpo rigido, a una unica 
forza p = _Mg (M massa totale del sistema) applicata nel centro di massa Ce diretta 
secondo la verticale discendente. Anche le reazioni vincolar! normali, che il tavolo 
esercita sui vari punti della base, costituiscono" un "sTs'tema'diTorzé parallele ortogo- 
nali al tavolo, e dunque .dirette verticalmente verso l'alto; esse sono dunque equiva- 
lenti a una unica forza R orientata secondo la verticale ascendente e' applicata fri un 
punto compreso all'interno del perimetro di base {poligono di appoggio). 

Le intensità delle reazioni vincolari applicate ai vari punti della base si aggiu- 
stano automaticamente in modo da contrastare se possibile, e dunque equilibrare, 
la forza peso. Se la verticale passante per il baricentro C incontra i! tavolo in un 
\ gunto D compréso àltlnrerriò del perimetro di base (sistema a), allora una reazione 
i R = "—' Mg applicala in D costituisce insieme a p una coppia di braccio nullo, c 
i dunque mantiene il sistema in equilibrio. 

Se invece il punto D si trova all'esterno del perimetro di base (sistema b), 
allora la reazione R non può equilibrare il peso p. Essa può assumere infatti valore 
uguale ed opposto a />, in modo da annullare il risultante delle forze; ma poiché 
deve necessariamente essere applicata in un punto della base (al limile disposto sul 
perimetro), le forze opposte e parallele R c p hanno un braccio non inferiore a BDc 
dunque non nullo. 11 loro momento non può dunque annullarsi, e il corpo si ribalta 
cominciando a ruotare intorno a B. 

Ovviamente, se in A ci fosse un gancio (sistema c) l'equilibrio diviene possi- 
bile. 11 gancio infatti oltreché spingere può anche tirare, e dunque può esplicare 
una reazione ? diretta verso il basso. Per avere l'equilibrio, basta allora che rabbia 
modulo r tale da equilibrare i momenti (r • Ali = p • BÙ) e che R abbia modulo R 
tale da equilibrare il risultante (R = r + p). Il sistema e rappresenta un caso parti- 
colare di leva con fulcro in 5; gli altri tipi di leva possono essere trattali in modo 
analogo. 



E.VII.2. Una scala è appoggiala a una parete vellicale, formando con essa un angolo 
og- a. Trascurando l'effetto dell'attrito sulla parete, determinare (/itale coeffi- 

ciente di attrito deve presentare il pavimento affinchè la scala resti in equili- 
. brio (si supponga che la scala sia omogenea, cosicché il suo baricentro si 
trovi nel punto centrale). 

Le forze agenti sul sistema, oltre alla forza peso mg applicala nel baricentro f, 
sono la reazione vincolare r esercitala dalla parete (reazione che, trascurando l'at- 
trito, consideriamo ortogonale alla parete), e la reazione R esercitata dal pavimento; 
reazione che per comodità immaginiamo scomposta nel vettore N normale al pavi- 
mento e nel vettore / parallelo ad esso. 

Le condizioni per l'equilibrio si scrivono dunque 



F 1 ''* = r+ mg + jV + /= 0 
M (c) = M r + M m + M s + M, = 0 



(VILI] 



Notiamo che poiché tutte le forze giacciono nel piano xy (scelto così come indicato; 
in figura) un eventuale moto della scala, a partire dalla condizione di quiete, nort; 
può che avvenire nel piano xy. Il nostro sistema rigido può essere nei fatti assimW 
lato a un sistema piano, che ha tre soli gradi di libertà (2 parametri per specificare, 
la posizione del baricentro; I parametro per definirne l'orientamento). Ciò è come, 
dire che delle 6 condizioni rappresentate dalle [VII.]], 3 sono automaticamente sod:] 
disfatte (Ft e > = 0; M'^ = 0; Ml r} = 0); e basta dunque assicurarsi che sìa W ~ 0* 
ft eJ = 0; Mi" j = 0. § 
Come polo per il calcolo dei momenti possiamo scegliere un punto qualunque? 
poiché due forze sono applicate in B, la condizione Mi' j = 0, assume la sua mas;, 
sima semplicità proprio se si assume B come polo. Le [VILI] si riducono dunque ai- 
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ff- ■> =,-+/= o 

/*'' = mjf + /V = 0 [V11.2] 



Mi''' = h^u-j- sen (n - et) - i l se 



"(f +«) = 



= wj^-y- sen a - /■/ cos a = 0 

dove con / abbiamo indicalo la lunghezza della scala. Notiamo che essendo certa- 
mente r > 0 (la parete può solo spingere, c dunque la proiezione di T sull'asse .v e 
positiva), dalla prima delle [VII.2] si ha / = - r < 0. coerentemente con quanto 
indicato in figura. I! segno dei momenti nella terza delle JVH.2] è stato scritto con- 
siderando che mentre la forza mg tende a far ruotare il braccio BC in senso antiora- 
rio (e dunque M„ K é concorde con l'asse r), l'opposto accade per la reazione 7. 
Dalla terza delle [VI1.2], tenendo conto della prima, abbiamo 

./=-''= 5- ig « 

e dalla seconda 

N = - ma 

Facendo il rapporto fra queste due relazioni, abbiamo che all'equilibrio deve essere 



N 2 



~T lg a [VII.3] 



Se u. è il coefficiente di attrito, il pavimento è in grado di esplicare solo reazioni 
tangenziali il cui modulo |/|sod 
frontando con la [VIIJ] si ha 



tangenziali il cui modulo |/| soddisfi la relazione -^J- < u (vedi eq. [V.67]). Con- 



1 

y lg a < (i 



'pi;. 



II 



VU.2. Momento angolare rispetto al baricentro e momento di 
inerzia 

Ci proponiamo in questo paragrafo di estendere e generalizzare a un 
sistema rigido qualunque le considerazioni relative al momento angolare, 
che nel paragrafo VL5 abbiamo fatto per un sistema molto particolare, 
costituito da due sole masse puntiformi. Consideriamo dunque un sistema 
Materiale S ruotante con velocità angolare^ istantanea Ò> attorno a un asse 
14' . 0 ^ Pesante per il centro di massa C: w = toc. Per il momento, suppo- 
ni niamo che il sistema sìa simmetrico rispetto a un piano passante per lasse: 
Ip. Per ogni elemento P t di massa dm, esiste un altro elemento P 2 anch'esso di 
massa dm posto simmetricamente a P\ rispetto all'asse. 

Il momento angolare dpj di />, rispetto al centro di massa C vale: 

3 dpi = ?, x ^mvj = dmhr(jìf}\ 

[. 

H d °ve «, è il versore ortogonale a ?, nel piano contenente c (vedi figura). 



co n 




■ ■; M 
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Si è tenuto conto del fatto che y, è ortogonale a ?, c vale in modulo 
angore * °' = ' " ' = ' Ana] °S araente sì ^ola il momento 

dfa = h x dm\ 2 ~ dmlir<*>n 2 

j^S enti paralie ' e aIl ' a f e è di 0, e rfp 2 ((rfp l)M e sono fra di 

loro uguali e concordi e valgono 

(dPi)n = (tfMi = rfmwArcosp = ^mco /?/■ sina = rf/u«/, J 

: ■' ^J^P° nenti T ^i)^ e (^ 2 ), di e atp 2 ortogonali all'asse sono invece 
JranSro uguali ed opposte. Per conseguenza, sommando fra dì loro ài 1 

SeVsrraii'arr ali airasse si eiidono; ia somma è -t. 

àf>\ + fa = [(*,),, + <rf/> 2 ) M ] ^ = {dm il 2 + dmh 2 )u>c = £ . ? . « . 

Analogamente si può calcolare il momentojmgolare di ogni coppia dì punti 
simmetrici; il momento angolare totale P c del sistema risulta dunque: 



P c = \dmh 2 ■ cùì = l e c ■ co 



[VII.4] 



Momento 
alTasse r 



di inerzia rispetto 



Asse libero 
centrale di 



di rotazione o asse 
inerzia 



[VII.5] 



viene detta momento di inazia de! corpo considerato rispetto al/asse c. 

Secondo la (VII.4] se ù = W c è costante, anche /> è costante, perché /, 
è una grandezza costante (fissato l'asse c). Essendo = 0 in virtù della 

cSe InfomTaH^ ?5£J™° tc . nere 11 cor P° in rotazione con velocità 
SnSnto de^ LS 1 as f è necessario applicare ad esso alcun 

momento delllejbrze esterne. E poiché C giace sull'asse e dunque è fermo, 

si ha anche ~ = 0e dunque p> = 0. II corpo può ruotare liberamente 

cJiTesta 'rZ^Tw * ^ sollecitazione «sterna: un asse che goda 

USonio a un 22^ « r S ° Pra C ' mOStrano che se un cor P° è simmetrico 
^ è per esso un asse liber ° di rotazione, 

com f^mel «ST ta 13 Vel ° dtà ^ " < sia come modulo che 
^i S'uSS^fu 0 ° ra soIidaImeme ^ superficie del sistema 5 . 
m ? dfaSS.1 1f ^SS^ he P6r Semp]ìdta -PPonìamo puntiforme) che 

mit/^ momen l° an & ola re £ del nuovo sistema S' così otte- 

ii SS? ar l gol f«/< = /,<3 del sistema S dobbiamo raggiungere il 
momento angolare p Q della massa /»„; momento angolare dato da 



Po - ? 0 x >« o v 0 = r a m B (ah 0 n e 



IV/I.6]. 



i(0< I 



'■■;o 



dove n 0 è il versore ortogonale a r 0 nel piano definito da r u e c. Come si 
vede non è_in generale diretto come l'asse di rotazione c; per conse- 
guenza 'K^_P^P 2 J}0Vi_è ^ pai parallelo a w, come lo era P c . 

L'aggiunta della massa~'m 0 non solo ha modificato, a parità di w, il 
modulo del momento ^goTare;'ma~ne ha anche modificato la direzione, 
che non coincide più con la direzione di <ò, cioè con la direzione dell'asse di 
rotazione c. 

In effetti, usando la [VII.4] e la [V1I.6] possiamo scrivere 

■■ f , :: K=P r + P„= /,fw + r a m„<jifi o n 0 = 1\ ■ w 

= ! ^ + 'o'«/i<i'tè un vettore solidale al sistema (e dunque rotante 
con esso), caratteristico del sistema e dell'asse c. 

Se il sistema ruota intorno a è con velocità angolare w costante, il 
momento angolare P' f _del sistema non è costante; pur essendo costante Ti 
suo modulo, non è costàhfe la sua direzione, poiché esso ruota descrivendo 
un cono intorno all'asse. , ■ 1 
di y 

Essendo dunque —~ ^ 0, è necessario che sul sistema agisca un 

momento non nullo delle forze esterne. Per il sistema S', ottenuto appli- 
cando solidalmente ad S la massa m 0 , l'asse c non è un asse libero di rota- 
zione. Proiettando la [V1I.6] sull'asse di rotazione?,' si "ha "fa componente F, 

K<, = K- c = (I,wc + r 0 m o <àh </?„) • c = /" w + wm 0 /j 0 / 0 5in a, = 
= f^ + mjilw = (/,+ m a h$<n = /> ! ^ • . /' 

ì-m . V (,.,. ... ; : , ■ 

dove con /', abbiamo indicato la quantità /, + m 0 h 2 o che, coerentemente con 
la definizione [V1I.5L rappresenta il momento di inerzia rispetto all'asse c 
del sistema S'. Dunque // prodono fra il monieiuo di inerzia e la velocità'- - 
arigofare rappresenta in «ctìèraìe'Tcì proiezione de! momento angolare sull'assi:, 
di rotazione. 

Il_componente .P^_di P c ortogonalmente all'asse (che è non nullo se è 
non e asse libero di rotazione) è un vettore ruotante con velocità angolare 
w. La sua derivata, coerentemente con la [11.37], è data da 

= w x P,„ 
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Proiezione assiale del monien- 
lo angolare 



àt 



Proiezione normale all'asse 
del momento annoiare 



ed e a sua volta un vettore ruotante con velocità angolare ù. Poiché la deri- 
, . «a del momento angolare è pari al momento delle forze esterne, per far 
ruotare jLsistema S' intorno a c è necessario applicare ad esso un momento 
j rotante delle forze esteme (ortogonale a Ó e a P', n ): questo momento viene 
^• oii 8 ^ nerale es P ]| cato dai supporti meccanici dell'asse, analogamente a 
#rn a avevamo vist0 neI P ar - V 1 - 5 neI caso del sistema costituito da due 
i> ruotantl intorno a un asse non ortogonale alla loro congiungente. 
t'ha ■ f sempio c,ie abbiamo discusso è utile per rendere più intuitive le 
IriS?- valgono ìn generale a proposito del moto di rotazione dei sistemi 
t/rim ' ntorno al centro di massa Q leggi che qui di seguito enunciamo 
^ mandando per la dimostrazione - e per maggiori dettagli - ai testi di mec- 
«v.vanica razionale 



1 
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Assi liberi di rom/kme 



1 1 




a) Ogni sistema rigido (anche se non dotato di particolare simmetria) 
: ammette degli assi Uberi di minzione (o assi centrali di inerzia). Girassi 

liberi di rotazione sono assi passanti per il centro di massa C caratterizzati 
. daTIatt'ò che quando il sistema ruota intorno a uno di tali assi il momento 
' annoiare P dei sistema è parallelo all'asse di rotazione. Sistemi dotati di par- 
i ticoìare simmetria possono avere infiniti assi liberi. Ad esempio nel caso di 
una sfera omogenea uno qualunque degli infiniti assi passanti per il centro 
C è asse libero di rotazione; nel caso di un cilindro omogeneo retto, oltre 
all'asse à del cilindro sono assi liberi di rotazione gli infiniti assi ortogonali 
ad à e passanti per il centro C In generale, o^ni sistema ammette tre assi 
centrali di inerzia ù. v. ii- fra di loro ortogonali. 

b) /Sé"ùn "sistèma ruota intorno a un asse centrale di inerzia. (ad 
esempio intorno a ù'u il suo momento angolare P u è parallelo all'asse di 
rotazione ù (cioè ad ò= u>») ed è dato da 



11 sistema può ruoiarc liberu- 
meme intorno a un asse libero 

V 



Momenti centrali di inerzia 



[VU.7] 



dove con I u abbiamo indicato /„ • ù, ed /„ è il momento di inerzia del 
sistema rispetto a w, definito dalla [VII. 5]. In questo caso, se la direzione 

d ell'asse ^costante ed è costante w, è costante P„ e dunque ■ = 0. Il 

sistema può ruotare intorno a 0 liberamente, cioè senza che sia necessario 
applicare all'asse alcun momento delle forze esterne. 

c) Se un corpo ruota intorno a un asse c qualunque, allora la quan- 
tità / c o> (cioè il prodotto fra la velocità angolare e il momento di inerzia del 
corpo rispetto all'asse c) rappresenta la proiezione P :il stillasse c del 
momento angolare P c del corpo rispetto a è 



P ta = 



[VII.8] 



Il vettore momento angolare P ( può invece essere scritto come 

P, 7o [VI19] ^ 

dove 7 è un vettore, caratteristico del sistema e della sua posizione rispetto | 
all'asse c, che può essere scritto come 



/ = J u costp + / v cosx + Av cost|( 



[V1I.10] 



dove /„ = I u ù, I, = / v v, ì w = I v w (I u A, /„ momenti di inerzia rispetto agli 
assi centrali «, v, w); (p, x, sono gli" angoli che Tasse c forma con gli assi ?, 
centrali di inerzia. Salvo il caso che c coincida con uno degli assi centrali ^ 
(ad esempio con ti, nel qual caso costp = 1, cosx = 0, cosv^ = 0 e dunque j 
la [VIUO] si riduce alla [VII.7]) /non è parallelo a c; esso è un vettore di < 
modulo costante che ruota solidalmente al corpo. 

Poiché Tj,, 7 V , 7 W sono fra dì loro ortogonali, dalla [VII. 10] segue che iij 



modulo di / vale 

|7|= V II cos 2 <p + /; cos 2 x + Il cos 2 <[/ 
Il modulo P f del momento angolare P c vale dunque 



[V1I-U]^ 

.^1 



P t = \I\- w - (oV^cos 2 (p+ /; cos'x+Zicos'* rVH.l2]i 
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e può essere facilmente calcolato, dato co, quando siano stati calcolati una 
volta per tutte i momenti centrali di inerzia /„, / v , /„. e sia noto l'orienta- 
mento dell'asse c di rotazione rispetto agli assi centrali di inerzia. 

Proiettando la [VII.9] sull'asse c, e tenendo conto della [VII. 10], si ha la 
proiezione P (a di P c sull'asse: 



P» = ih cos 2 <p + / T cos 2 x + A, cos 2 iii) o 
Confrontando con la [VII. 8], si ha 

! L ~ ì u cos 2 q> + / v cos 2 x + /„ cos 2 ijj 



[VII. 13] 



[VII. 14] 



La [VIL14] consente di calcolare il momento di inerzia del corpo rispetto a 
un asse qualunque c (passante per il baricentro), una volta noti i momenti 
centrali di inerzia e l'orientamento di c rispetto agli assi centrali di inerzia. 
Dividendo la JVII.13] per la [VII. 12] può essere calcolato il coseno dell'an- 
golo y che P L forma con l'asse c 



cosy = 



P ia _ /„ cos 2 <p + / v cos 2 x + /„. cos 2 i[? 
P c V li COS J <p + li cos 2 x + ti cos 2 ^ 



[V1I.15] 



d) Il comp onentj^P^ di P ( ortogonale all'asse c ha modulo P,„ 
dato da 

P„ = P t .sin Y = [7| u ^l - "j-ffr- = uAJ\ 2 -ll [VII.16] 

con[7| e I c dati/ispettivamente dalla (VII. 11] e [VII. 14]. Se w è costante, il 
mòduTò P^„ di p.„ è costante: esso è un vettore ortogonale all'asse, rotante 
con velocità angolare co, e la sua derivata (secondo la [11.37]) è data da: 



dt 



(O x 



= W|/~P-/ 2 /z 



[V1I.17] 



dove fi è il versore ortogonale afe ortogonale a P c „. Se l' asse di rotazione c 
n ^_coÌncjde_cpn un asse-lLhero,. la [VII. 17] è diversa da zero anche se « è 
costante; è dunque necessario che sull'asse venga applicato, per mante- 
nerne costante la direzione, un momento (rotante) delle forze ortogonale 
all'asse; momento che usualmente viene esplicato dai supporti dell'asse, 
che subiscono così una sollecitazione. 

Se un corpo ruota. liberamente, esso ruota intorno a un asse libero di 
rotazione. Spio se l'asse, è vincolato, mediante opportuni supporti (o 
comunque da un opportuno momento esterno), a mantenere costante ili 
s H°..9 r ientamento, il corpo può ruotare attorno a un asse c diverso da uni 
??se libero. Abbiamo visto tuttavia che in questo caso i supporti dell'asse; 
subiscono delle forze rotanti, che tendono a logorarli. Per questo motivo, 
Quando si progetta un corpo rotante si prende cura (salvo particolari esi- 
8 nze in contrario) che l'asse di rotazione coincida con un asse libero: è 
$ Ue sto ad esempio il significato della «equilibratura» delle ruote di una 
gtomobile. 

Il Per questi motivi è piuttosto usuale che il momento angolare P sia 
JjPresso dalla [VII.7], anziché dalla più complicata [V1I.9]: quest'ultima, 




insieme alle relazioni di corredo che consentono di calcolare il modulo e la 
direzione di /, serve dunque di solito solo in fase progettuale per valutare e 
dunque eliminare, le indebite sollecitazioni cut sarebbe Sottoposto l'asse 
qualora per difetti di progettazione esso non coincidesse con un asse libero 
(Vedi esempio E.VII.I1). 



VII. 3, Calcolo del momento di inerzia 

II calcolo del momento di inerzia V, di un corpo rispetto a un asse c 
può essere effettuato con tecniche analoghe a quelle introdotte nel para- 
grafo VI.4 per il calcolo della posizione del centro di massa, cioè per il cal- 
colo della [VI.18]. In effetti, anche per il calcolo della [VII.5] è necessario 
esprimere l'elemento di massa dm in funzione della sua posizione e del suo 
volume dx\ e ciò si fa utilizzando la densità p definita dalla [VI. 19]: 

dm = pdx 

Introducendo questa relazione nella [VIL5] si ha 
■ ; ■'• l = \ h 2 pdx [VII.18] 

L'integrando della [VII. 18], ph\ risulta cosi essere funzione della posizione- 
e integrale può essere eseguito pur di esprimere p, h 2 e dx in funzione 
delle stesse variabili. Naturalmente, qualora iì corpo rigido considerato 
possa essere schematizzato come un corpo in due dimensioni, o in una sola 
dmiensione, al posto della (VI. 19] si userà la [VL21] o, rispettivamente, la 

In pratica, il calcolo del momento di inerzia mediante la [VII 18] risulta 
particolarmente ^semplice solo qualora il corpo sia dotato di simmetria 
intorno al asse c rispetto a cui il momento di inerzia viene calcolato- e ciò 
accade solo se l'asse c coincide con un asse centrale di inerzia Tuttavia, 
un i.™. lta caIc0,atj ' momenti centrali di inerzia, il momento di inerzia 
rispetto a un asse qualunque passante per il baricentro può essere calcolato 
facilmente tramite la [VII. 14]; e vedremo più avanti che anche il momento 
ai inerzia rispetto a un asse qualunque a (non barìcentrale) può essere 
iacilmente ricondotto al momento di inerzia /, rispetto all'asse barìcentrale 
c parallelo a a. 



Esempi 

E.VH.3. Calcolare il momento di inerzia di una mota di biadetta rispetto ait'as? 
passante per il centro C e ortogonale al piano della ruota. Si trascù' 
rispetto al raggio R, lo spessore del cerchione, la massa dei raggi R e 'di 
mozzo, cosicché tutta la massa della ruota possa essere considerata conce: 
Irata, omogeneamente, sulta circonferenza di raggio R. 



Sostituendo nella (VII.5] la [VI.22] per esprimere dm, si 



ha: 



dove A = M/2xR, e di è l'elemento dì circonferenza. St ha inoltre li = R = co- 
stante, per cui: 



/, = \irkdl = U 2 



2it/J 



2*/f 



2nR 



E.V11.4. Calcolare II momento dì inerzia ili un disio omogeneo di massa M e raggio 
R, rispetto all'asse bari ceni mie ortogonale al piano del disco. 

La densità superficiale, costante, del disco (massa per unilà di superfìcie) è 
M 

o = — ttt. Sostituendo la [VI.21J nella [VII. 5], si ha' 



TlR' 



l, = \lt 2 odS = \ l> 2 



.1/ 



TIR' 



dS 



Immaginiamo di suddividere il disco in tante corone circolari, di cui la generica ha 
raggio re spessore dr. Si ha allora Ir = r e dS = Ir.rdr. per cui la precedente rela- 
zione diviene: 



tiR- 



■y- 2nrdr = 



2M 



dr 



2.1/ fl 4 



I 



M R • 



E.VII.5. Calcolale il momento di inerzia di una sbarretta omogenea di massa M e 
lunghezza ! rispetto a un asse ortogonale alla sbarretta e passante per il 
cenn o C. 



La densità lineare della sbarretta 



M 



sostituendo la [VL22] nella 



V. [VH.5], avendo scello Tasse x così come mostrato in figura, si ha: 



/, = \h 2 dm 
I 



)-tn" I 
I \ 8 8 , 



dx 



M 
I 



Mi- 
12 
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O x dx 



Quando di un corpo rigido ci sia noto il momento di inerzia /, rispetto 
«un asse cpassariTTperilcenfro dì massa, il momento di inerzia /„ rispetto 
■ ad un altro asse à parallelo a c può essere facilmente calcolato mediate il 
7 ; teorema dì Huygens-SH'hwr, secondo il quale: 



/„ = 7, + Md 1 



[VII, 19] 



1^'- dove M è la massa totale del sistema e d la distanza fra l'asse à e l'asse c. 

;V . j. Dimostrazione. Per sempHfìcare il formalismo, riferiamoci a un sistema 
\A\ 4i5pretp, Ponendo l'attenzione suTpunto 7*, "del sistema (di massa /«,-) const- 
^ aeriamo il piano per P, ortogonale agli assi £ ed a; siano C, e Ai le interse- 
l^oni di questo piano con gli assi; chiameremo 

A', = A, P, 
/j, = C,P, 
d s A, C, 

LSi ha evidentemente: h\ = d + Fi,. 



l'cdrcnia di 1 1 li v uons-Slcincr 




Il momento di inerzia I a rispetto all'asse à può dunque essere espresso 
come: 



Im t h? = J,m,h' r h' [ =ì i m,(d+ h,).(d+ h t ) = 

Di questi tre termini, il primo è pari a Md 2 \ il secondo è pari al momento 
di inerzia I c rispetto all'asse barìcentrale c; il terzo è nullo, perché secondo 
la [VI. 15] (proiettata ortogonalmente agli assi) si ha £ = Mh t , dove h 
rappresenta la distanza fra il centro di massa C e l'asse c, distanza che è 
nulla per ipotesi. Resta così dimostrato il teorema di Huygens-Steiner 



Esempi 

E.VH.6. Calcolare il momento di inerzia de! disco di cui all'esempio E.VII.4, rispetto 
all'asse a ortogonale al disco e passante per un punto A periferico ai disco. 

La distanza fra l'asse a e il centro di massa vale R, 
La [VII. 19] si scrive dunque: 

l a = l c + MR 2 = ~ MR 2 + MR 1 = — MR 2 

^ 2 

Abbiamo usato il risultato dell'esempio E.VII.4 i^t t . = ~ M R^j. 

E.VH.7. Calcolare il momento di inerzia della sbarretta di cui all'esempio E.Vll.5 
rispetto a un asse à passante per un estremo. 

In questo caso, la distanza fra l'asse à e il centro di massa vale iti- la JVII 191 si' 
scrive dunque: ' ' 



Abbiamo usato il risultato dell'Esempio E.Vll.5 [l, = -ypj. 



VII.4. Energia cinetica di un sistema rigido 

L'energia cinetica di un sistema rigido che ruoti intorno ad un asse a 
assume una torma particolarmente semplice in termini del momento di 
inerzia /„ e della velocità angolare to. 

h^JS^hS ^''elemento dm, che si muove su traiettoria circolare di 
raggio n, ha infatti modulo v = wA; e dunque il relativo contributo dK 
dell energia cinetica K del sistema vale 



dK = — dtn\ 2 = — dmh 2 <j> 2 
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Dunque l'energia cinetica totale del sistema è: 

K = \dK = \~dm!i 2 (ù 2 =-J-w J UmA 1 = — / w 2 [VII 201 '"^'S'a cinetica di un sistema 
J J -i 2 J 2 " nuido rotante 

L, ^! z ? and .° teorema di Koenig (eq. [VI.45J) e la [VII.20], anche nel 
caso generale l'energia cinetica di un sistema rigido assume una espres- 
sione particolarmente semplice. In un sistema baricentrale, il sistema com- 
pie infatti in ogni istante una rotazione intorno a un asse r per cui la 
[VT.45] diviene: ' 

K = -~ MV 2 +~ I L w 2 [VII 21] l : IK ' r ^ iu cinetica di un sistema 



rigido qualunque 



d ^l/^ ì il m °mento di inerzia rispetto all'asse (istantaneo) di rotazione. 



Esempio 

E.VH.8. Calcolare l'energia emetica di un disco che moti con velocitò angolare w 
intorno a un asse a ortogonale ad esso e spostato di un tratto d rispetto a! 
. centro C. (R = raggio del disco; M = massa). 



ì _ Il baricentro C del disco compie un moto circolare con velocità v 
fui la (V11.21] si scrive: 



U)d; per 



[VII.22] 



Xo stesso risultato si ottiene in questo caso (trattandosi di un corpo rotante intorno 
Infatti" 556 USatld ° ' a |VU ' 20] - Usand0 N teorema Steiner (cq. [VII.I9]). si ha 



f c + Md 2 = — MR 2 + Md 1 



pressione che inserita nella [VII.20] fornisce la [VII.22]. 



, 0} 




-Vll.5. Momento angolare rispetto a un polo fisso 

>! 

mom^ 0 . 11 ' problemi Possono essere trattati più efficacemente calcolando il 
ceni™ polare deI sistema rispetto a un polo fisso anziché rispetto al 
,^mro di massa C. 

Considerato dunque un sistema di punti S = {/>) di cui sia C il centro 

V* Q 11 pol ° e sia Qx ? z il sistema di riferimento in cui si sia 
C(l o di descrivere il moto. 

id^nt! r con !? dità ' Ubiamo scelto l'origine del sistema di riferimento coin- 
" " e con 11 P ol <> SiajnjoltreC^Vun sjstema di riferimento baricen- 
entrTr 0rigine m ^ e orientato come Cìxyz (o comunque con orienta- 
110 «sso rispetto ad esso). """ " 
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Momento angolare rispello a 
un polo fisso 



Considerato il punto P t dei sistema, si ha 

?,= 7 e + ?, 

con />, r f e ?■ definiti in figura. Derivando si ha (vedi par. V1.8): 

Vi = v ( . + y; 

Cafcoliamo ora il momento angolare Pdel sistema S rispetto al polo Q. 
Si ha: 



= r c x Y '«À + r f x £ «?,v; + £ ?, x in,v c + X 



[VIL22] 



Analizziamo ciascuno di questi- quattro termini. Si ha: 
r e x X '";V f = ? f x Àfv c dove A/ = £ m, è la massa totale del sistema. 

r c x £ m, v;- = Q. Infatti ^ può essere scritto, secondo la [VI.26], 

come Mv' r , dove v"; è la velocità del baricentro nel sistema baricentri 
(e dunque v' t . = 0). 

X x m,-v f = »?,.;•;.) xv> 0, Infatti £ P"ò essere scritto, 

secondo la [VI. 151, come M? e> dove ? c è il vettore posizione del bari- 
centro nel sistema baricentrale (e dunque T c = 0). 

I ,J i x m ìV'i "~ h, cioè rappresenta il momento angolare totale P,. del 
sistema rispetto al centro di massa C del sistema. 



In definitiva, la [VH.22] può essere scritta cóme 
P = r c x Mw c + P c 



[VII.23] 



j ^ // momento angolare di un sistema rispetto a un polo fìsso qualunque Ù 
\ può essere scrìtto come somma del momento angolare 1\. x Mv t . de! centro dì , 
i massa, cioè del momento angolare che competerebbe ad 'un punto materiale di j 
I massa M concentrato nel centro di massa e che si muovesse con la velocità del 
^centro di massa, e dei momento angolare rispetto al centro di massa. Nel 

caso di un sistema rigido, usando per P r l'espressione [VII.9], la [VII.23] 

diviene: 



P= ? c x Mv c + 1^ 



[VU24] 



Esempio 

E.VII.9. Una boccia di raggio R (sfera omogenea) viene lanciata tangenzialmente M 
un piano orizzontale, con velocità iniziale v u ma senza alcuna rotazione 
attorno al suo asse, inizialmente, il punto di contatto strìscia sul piano; m'à'ta 
causa dell'attrito, dopo un certo tratto I essa prende a rotolare senza strifc 
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sciare, a) Con che velocità v procede da allora in poi il suo centro C? 
b) Quanta energia è stata dissipata dall'attrito finché la boccia ha proceduto 
strisciando? (Considerando il viticolo perfetto, quando la boccia prende a 
rotolare non vi è più dissipazione). 

a) li peso mgdella boccia è equilibralo dalla reazione normale Wdel piano- per 
cuj Tunica forza efficace è la forza/ di attrito. Questa forza è orizzontale (tangente 
a! piano) per cui il suo momento ni rispetto a un punto Q qualunque del piano dì 
appoggio e nullo: per conseguenza il momento della quantità di moto ? rispetto a Q. 
si conserva. Notiamo che P è ortogonale al piano del disegno, per cui possiamo 
limitarci a considerare il modulo: 

Po = Pf 

dove P a e /^rappresentano rispettivamente il valore iniziale e finale dei modulo di 
P. Per calcolare P„ e ^ usiamo la [VU.24], tenendo conto che inizialmente il corpo 
non ruota (to 0 - 0) e che alla fine esso ruota su un piano ortogonale al foglio per 
cui I / oj/ | = /.co,; la [V1I.24] si scrive dunque: 

ni v 0 v o sìntì 0 = mvj-r sin 6 + / ( .co, . 
Ora notiamo che / 0 sin © 0 =• rsinO = A in qualunque posizione. Inoltre 

2 

l,~~mR 2 e co, ■= — ~ 
J R 

(perché alla line In sfera rotola senza strisciare); per cui: 

t m\ Q R = mv f R + ~ mR 2 -^- = wv/rt |l +-i-J =_ _Z_ mV/ . R 
da cui si ricava 



N 




mg 




b) Inizialmente l'energia cinetica valeva K, = ~ mvj; alla fine essa vale 
K, = ~ ni v; + — co/ = — ni v> + — — m R 2 -fi- = 



La ( differenza fra l'energia cinetica iniziale e quella finale (energia cinetica dissi- 
pata) risulta dunque: 
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NO 

i 



t-VII.6. Moto di un sistema rigido non vincolato. Il caso notevole di 
un proiettile non puntiforme 

In assenza di vincoli, il sistema dispone di tutte u iih**à a- 
mento; e dunque, trattandosi di un corpc ^ng do sso ha sei IIm^u^ 
Non essendo presenti reazioni vincolar" possiam^supporre ci e L iJtT 
zioni esterne siano completamente note oer n i l I.Z ■ le so lecila- 
Primo membro delle equazioni cardinali (VI 27)f ^ partlcolare - « 



dQ 



dt 

dP_ [VI.27J 
dt 



i^^is^—t^i s, r, di m ° to) « 

demi, consente di ricavare la legge del "X ciof rt ;^ d ' '° r0 '""T"' 

Posso^se^™^ ^Queste 
sistemaci valore O eTche air Snf P ; n h P° SIZ10ne iniziale del 
Q e il suo momento angolare T ann0 ' 3 SUa quan,ità di moto 



0(0)= Q 0 

P(0) = > o [VII.25] 

elett^ag^ V ' Se si ^no le forze di natura 

che un siSem *io sub*™ ,s SST 0 V °' Ume ' ,e U,1ÌChe forze 
corpi solidi, così come accade a ™ f SS( l re 3 COntatto con altri 

zionali e l e forze esScitate ?,„ " ?° ? m V)C ° lato) sono le forze gravita- 
in cui il mot" d e e7S£m d a a avvenga " 16 ^ ^ ^ ™ mpì ° V ^ 

coiai? ^rsic.^Tfa^^rr 0 ^ * r° di sis,ema ri § id ° »<* ™- 

forme; cioè d u ^ sistema Z^nli?^ 6 " m ° t0 di Un grave non P unti ' 
IWnl* non pumilbrme peso (p^cui/e^oT^Zf^) m0t ° SOtt ° FaZÌOne della fwza 

moto rotatorio, maSam 'Tnnl, ^ tS$ ° Sia illizia '™nte dotato di 
iniziale avvenga attorno a un il* attenz i one . al ca *° che tale rotazione 
Plice, in cui le forze rresistent V'. ° Comindam ° col caso più sem- 
POi introdurre qu^tt ™~ ^ ° *"™ W ». 

di uSSSZ 1 ^ % ] ' efrettode » a forza peso sul moto 
peso totale MiStm^^Tf?^^ 0 immaginando che il 
tro di massa. SttiT" Cd , d S1Stema ' incidente col cen- 
momento della Xè nullo »h C ° me P0 '° per 11 ca,coI ° d ^ momenti, « 
forza peso le equSon? ^ 

m card,na1 ' [VI.27] possono essere scritte come 

Q = _dP [VII.26] 
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Si ha inoltre Q = M\ c , con v r velocità del centro di massa; ed essendo il 
corpo non vincolato si ha anche (secondo la [VII.7]) P u = /„<5 dove w è la 
velocità angolare intorno all'asse libero di rotazione ù, e /„ è i! momento di 
inerzia rispetto a ù. Tenuto conto di ciò, le [VII.261 e le [V1I.25] divengono 
rispettivamente: 



Mg - Mà t 
" dt 



v t .(0) = v 0 
w(0) = c3 0 



[V1I.27] 



dove con v 0 e w 0 abbiamo indicato la velocità iniziale del baricentro e la 
velocità angolare con cui il corpo inizialmente ruota intorno all'asse ti. 

La soluzione delle [VII.27] è estremamente semplice. La prima di 
queste equazioni mostra che il centro di massa Csi muove come un proiet- 
tile puntiforme; e dunque ne compirà il caratteristico moto parabolico (vedi 
esempio E. 11.26 e successivi). La seconda delle [V1I.27] mostra che w = co- 
stante = w„. L'asse di rotazione tt mantiene dunque invariato il suo orien- 
tamento; e intorno ad esso il corpo continua a ruotare con velocità angolare 
costante pari a quella iniziale. La rotazione avviene attorno a un asse princi- 
pale di inerzia; se ad esempio il proiettile ha forma cilindrica, a seconda 
delle condizioni iniziali, esso può ruotare attorno all'asse del cilindro, 
ovvero attorno ad un asse ortogonale a questo e passante per il centro di 
massa C. 

Discutiamo ora quale può essere, a seconda dei casi, l'effetto delle 
forze esercitate dal fluido (ad es. aria) entro cui il moto del proiettile 
avviene. Formalmente, l'effetto dell'aria è quello di introdurre un termine 
vettoriale al primo membro di ciascuna delle equazioni [V1I.27], 



f R + Mg = Ma, 
dC> 



m R 



= i u 



dt 



v,(0) = v 0 
c5(0) = ù u 



[VI 1.28] 



c 



Llì'iMtO 

une d; 



delle lorze 
il me zzo 



escrci- 



Come ogni altro sistema di forze, anche le forze esercitate dall'aria sono 
infatti equivalenti (quanto al loro effetto sul moto di un corpo rigido) a una 
forza applicata al centro di massa (pari al risultante f R ) più una coppia (di 
momento m^.jCiò che cambia di caso in caso è l'espressione che può 
essere data a f R e m R in funzione delle grandezze in gioco. 

Il caso più semplice si presenta quando il proiettile è omogeneo e di 
forma particolarmente simmetrica (ad esempio cilindrica o sferica), e 
quando Tasse principale di inerzia intorno a cui esso ruota è parallelo alla 
velocità. Questa situazione sì presenta ad esempio nel caso di una sfera che 
cade lungo la verticale, essendogli stata impressa inizialmente una rota- 
zione attorno all'asse centrale^ verticale. 

In questo caso la forza f R può essere scritta come 



0 



[V1I.29] Resistenza viscosa 



: 0 Se la velocità della sfera è sufficientemente bassa, p è indipendente dalla 
■^ velocità (moto viscoso); la prima delle [VII.28] si riduce alla [V.42], e può 
dunque essere risolta così come abbiamo mostrato nel paragrafo V.7.1. nel 
caso di un grave puntiforme. Anche qualora p abbia una dipendenza (nota) 
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dalla velocità v ( . (ad esempio p = *v„ cosicché il modulo di f R sia propor 
suonale a vj) la prima delle [V1I.28J può essere risolta con relativa semplicità 
per separazione di variabili. 

nm ™ r SUa Parte ' anche i] momento '»* che compare nella seconda delle 
[VII.28] può essere scritto con buona approssimazione, nelle condizioni clic 
stiamo trattando, in forma particolarmente semplice; si può porre infatti 



com - 
pressione 



■ molari: 




decom- 
pressione 



in* - - ycù [VII.30] 

Il momento delle forze di resistenza dell'aria è cioè diretto come w ed 
opposto in verso: si tratta di un effetto frenante die tende a rallentare la 
rotazione, senza tuttavia indurre alcuna modifica nella direzione dell'asse di 
rotazione. Ancora una volta, il caso più semplice si Ila quando y sia indi- 
pendente dallo stato di moto del sistema. Lasciamo al lettore di verificare 
che se y e costante l'equazione che si ottiene introducendo la IVII 301 nelh 
seconda delle [VII.28] ammette come soluzione l'espressione esponenziale 
<ji(t) = w 0 f~ rA , dove t = /,/y- 

Analizziamo ora il caso che il corpo, omogeneo e simmetrico sia 
dotato inizialmente di una rotazione con velocità angolare c5 0 attorno a un 
asse libero u non parallelo alla velocità v, del centro di massa; per sempli- 
cità, supponiamo che Tasse sia ortogonale alla velocità (e, nel disegno orto- 
gonale al piano del foglio). s ' 

In questo caso, Io strato di aria a contatto col corpo, che il corpo ruo- 
tando trascina parzialmente con sé imprimendogli una certa velocità tan- 
genziale media v„ produce una compressione dell'aria sul lato in cui questa 

itT ? , S ? mma a " a vcIocità dcl ccntro di ™**>; c u na decompres- 
sione sul lato opposto. 

Questa differenza di pressione là sì che alla forza di resistenza Ì R 

°.To^ ? m °- 0> eSPr - SSa da,la [VIU9] ' si sommi "na forza trasversale /, 
ortogonale a w e a v„ che può essere posta nella forma 



f, = à 



«XV, 



>;..j i ■■ cui; 



Ito» 



[V1I.33] 




L i? r ° ° he molte sil ^^ Può essere considerato, in 

ri? '" 13210 " 6 ' COme C0St:,nte - Q" esta fbrza te "de a far deviare 
lateralmente il corpo, incurvandone la traiettoria 

™>ri mionJ" 16 ? 0 ^ 116 P articolarm ente rilevante nel caso di oggetti leg- 
8 e f e ?' d,pendenti dalle dimensioni geometriche (forze eser- 
rvir^i f ZZ °< dlven S° no confrontabili, nella prima delle equazioni 
lZ ?"" Proporzionali alla massa. È noto a tutti, ad esempio, 
3 CaiC1 ° puo P rocedere ^ una traiettoria la cui proiezione 
re rtSSi? !e ' mcurvata ' e ciò succede quando gli sia stata impressa una 
comune o h 3 T aSSe < verticale > ortogonale al moto: nel linguaggio 
zTone 1 \ r^ e g1 ' 6 Stat0 dat0 un «<^tto». Notare che l'introdu- 

mtmdnrll n C [VIU1] 3CCOppia fra di loro k due equazioni [VII.28J 
rità delS w , a Pnma Una f0rza dipendente da <3. Considerata la sempli- 
fvn?« i • «hf «prime la funzione «(/) che risolve la seconda delle 
Dlkità 'Jfvri^ ? Clle . [VIL28] resta ««""«lue risolubile con relativa sem- 
ESi \T determi nazione, che non può essere che empirica, dei coef- 
SI n ara tenzzano le fórze); ciononostante, noi preferiamo non 
armare qui oltre le considerazioni qualitative che abbiamo fatto più sopra- 
yuanao il corpo rigido non sia omogeneo, e/o la sua forma non sia 
completamente simmetrica, allora la forza J K e il momento m R esercitati dal 



MOTO DI UN CORPO RIGIDO NON VINCOLATO: CASO GENERALE 



Nella nostra trattazione de! moto di corpi rigidi, non abbiamo analizzato ii più generale dei moti che 
un tale corpo può compiere: ci siamo infatti limitati sostanzialmente a considerare il caso che esso ruoti 
intorno a un asse con orientamento fisso. Se i! corpo è vincolato, tale asse può essere un asse qualunque, 
purché la costanza del suo orientamento sia garantita dai vincoli; se il corpo è libero, Tasse di rotazione 
con orientamento fìsso non può che essere un asse centrale di inerzia. Abbiamo anche considerato il caso 
che un corpo non sia libero (moto del giroscopio, sottoposto a un sistema di forze costanti a momento 
non nullo), limitandoci però all'ipotesi che il corpo fosse stato inizialmente posto in rotazione intorno a 
un asse libero; e che a partire dall'istante iniziale i! momento delle forze applicate fosse capace di intro- 
durre solo una perturbazione piccola rispetto al moto del sistema ìibero. 

Il caso più generale si ha quando it corpo è posto inizialmente in rotazione intorno a un asse diverso 
da un asse centrale di inerzia; e a partire dall'istante iniziale il moto si svolga sotto fazione di un sistema 
diToTzè qualunque. In questi casi il moto avviene con modalità generalmente assai complesse: non solo 
l'asse di rotazione cambia istante per istante di orientamento nel sistema di riferimento inerziale in cui 
descriviamo il moto, ma cambia anche il suo orientamento rispetto al corpo rigido; né resta costante in 
generaTe^rTmodulo oj della velocità angolare. 

La soluzione delle equazioni del moto è in generale assai complicata, e 
anche l'impostazione di tali equazioni - dette equazioni di Eulero - 
rÌchjede_ruso di un formalismo più generale rispetto a quello da noi intro- 
dotto. Anche nel caso in cui il corpo, dopo essere stato posto inizialmente 
in rotazione intorno a un asse diverso da un asse centrale di inerzia, venga 
poi lasciato completamente libero (non sottoposto ad alcuna forza), il moto 
avviene con modalità complesse che possono essere tanto più elaborate 
quanto meno regolare è la geometria de! sistema. Per una trattazione rigo- 
rosa e completa rimandiamo a testi di meccanica avanzata. 

Qui, tanto per illustrare qualitativamente il fenomeno, ci limitiamo a 
considerare a titolo di esempio un sistema semplice, dando una descrizione 
fenomenologica del suo moto. 

Consideriamo un disco omogeneo, saldato ad un asse c passante per il 
centròTTiiTtion ortogonale al disco stesso. Come vediamo nell'esempio 

.E.V1L1], quando i! disco ruota con velocità angolare w = wf, il suo momento angolare P(t) ha una dire- 
azione che non coincide né con la direzione di <Ó né con la direzione dell'asse centrale ù ortogonale al disco 
_ in & iS effetti, il momento angòfàrè F(f) compie un moto di precessione con velocità angolare « intorno 
^all'asse c, cosi come mostriamo schematicamente in figura. 

Se all'istante / = t 0 !a saldatura che fìssa il disco all'asse si spezza, per / > r 0 (essendo il disco libero) 
L'I^oj^ornento angolare resta costante pari a P(t 0 ). L'asse di rotazione 
jj^i^^compiere una precessione intorno a P(iJ, e il disco, pur essendo 
S!™?.«sfarfa]]a». 

j|| In questo caso, in cui ii sistema ha simmetria cilindrica intorno all'asse 
^ questo sfarfallamento avviene con modalità relativamente semplici: il 
;||fe|E9. ru ota con velocità angolare c3« = (ù r 0 intorno all'asse ù y c questo a 
L ^|:v V0 ' ta . compie una precessione intorno a P(tJ con velocità angolare 
<à P P 0 (p g == versore di P(t 0 )), e sia ^ che sono costanti. Evidente- 
_j*l nte ' ' a velocità angolare risultante <o del corpo (w = <3# + ai,,) è costante 
'M modulo ma non in direzione. 





non ^ITiS^t 22Fi" , "7 " '° S ^ a " amem ° 

tri^ a a i moauio di to ft ne 1 angolo che essa forma con pi i )■ note le paratie risii,*» 

mene de coron la sniininno - ■ . "' , c caraneristiche geome- 



Superfìcie generata dall'asse di 
una trottola nel suo moto di 
precessione con sovrapposta 
nutazione 




Nb=rstlXos' t ó'a7n , : i Z "esZff "T "T" ^'^ " '»» 
•azione rigorosa del moto delta Zc ..oh Z T ra0men,t '„" su " a '>'= "°" nullo. Ad esempio, una tra,- 
veloci,à angolare di pre ^ " s 1 l.o'm no e 1""""" a " da ™ r »«"> "el par. V„,7, che la 
complesso per l'asse della , .ola: « col* u a , 1 ' 'm' " ' """"^ ™ t0 più 
dondolami, come mos.ra.o in %U ra,°^ 11^^* 



àT, minuti 

AT = tempo solare - tempo convenzionale 




Anche la Terra, nel suo moto intorno al <1aU ì 1 

la cosiddetta equazione dei tempo che rappresenti 1* hT *■ am]0gh ' K neUa n§L,ra è rip0rtat3 1 

conv enziona | e) come fun2i0ne de , ™™1 gerenza in minuti fra il mezzogiorno solare e quello'' 

dovute a oscillazioni, intorno ai valor medio , nUl,UazÌOni intorno aI vaI <" "iedio nullo solo 

suo asse. '°' deIIa veloc,ta an ^hrc con cui la Terra ruota intorno ai 



mezzo possono essere i più vari, sia come valore che come direzione Ad 
esempio si può avere una forza f R che ha direzione diversa da quella 
opposta alla velocita, come nel caso della forza portante che si esercita sulle 
ali di un aeroplano. 

Ovvero si può avere una forza frenante f R diretta in direzione opposta 
alla velocita v, del centro di massa, ma applicata in un punto diverso dal 
centro di massa C Ad esempio nel caso di un cilindro non omogeneo metà 
pieno e meta vuoto, la forza/* è applicata nel centro geometrico'^ del 
ahndro.y, e in quesjo caso equivalente a una forza/ (pari a/*) applicata in 
S P'" una , c0 PP ,a Wt.yi, di braccio AC) il cui momento m R è ortogonale 
ad ACt alla velocita v ( . Se il cilindro non era dotato inizialmente di alcuna 
velocita di rotazione, allora il momento m K tende a farlo ruotare intorno 
rispettosi" moto 080 " 316 a V< 6 ad P° rtan ^ la parte più leggera a valle 

Se invece il corpo è dotato inizialmente di una velocità di rotazione ò 
intorno aliasse A (^allora lo stesso momento m s tende a farlo ruotare nel 
piano ortogonale a v,: come ciò possa accadere, sarà chiarito dalle conside- 
razioni che nel prossimo paragrafo faremo a proposito del giroscopio Gli 
stessi meccanismi giroscopici fanno sì che, qualora Tasse A C intorno a cui 
il cilindro ruota sia inizialmente inclinato, un momento m R ortogonale alla 
velocita angolare induca un moto di precessione che porta Tasse di rota- 
zione a generare un cono («sfarfallamento») 



✓ VU.7. Giroscopio appoggiato a un piano (moto di una trottola) 

T^S onsicie i riamo un siste ™ rigido S, omogeneo, dotato dì simmetria di 
rotazione intorno ad un asse c (passante per il centro di massa Q: Passe c 
rappresenta per il sistema un asse libero di rotazione 

Supponiamo che al sistema venga impressa una rotazione intorno al- 

IddLLT ' ta ang0larC iniziale ù < = "°?> e che esso venga poi 
2"° H SU un Pf n ° orizzontale avendo portato Tasse c a formare un 
angolo 8 (diverso da 0 e da ir/2) con la verticale. Trascuriamo per il 

SS }T glÌ aUrÌtÌ: S '" a rattrit0 radente nel P unt0 di C0lltatt <> fra il 
coeren f emente co1 linguaggio comune, chiameremo 
trottola» e U piano di appoggio; sia le forze esercitate dall'aria, cioè dal 
mezzo entro cui il moto avviene. 

anniì^ ^ ° he agiscono suI sistema sono allora solo la forza peso Mg 

appóS n n f entf ? é \ maSSa Ce ^ 3 reazi0ne vincolare esercitata ^1 piano di 
appoggio nel punto di contatto O. Per Tipotesi di assenza di attrito, tale rea- 
zione sarà normale al piano (cioè verticale); indichiamola con N 
^ equazioni cardinali per il sistema si scrìvono: 

Mg + N = Ma c 

t°tiJ!iÌ \ ma f a del sistema ^ l'accelerazione del centro di massa C; m v 

centro Tm ? aZ1 ° ne N rispett ° a C (abbiamo scelt0 come P°lo il 

momlfl ? asS3; 6 dunque 11 momento della forza peso è nullo); / ( è il 

«5££ attnZ rZ,a - t slstema / is P e »« a "^ f; e ». è la sua velocità 
*«wre attorno a c. Notiamo che nello scrivere la seconda delle [V1I.32] 
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N tV!!!Mì l], ili; 



>-Ki IO mio 



■FOIV 




abbiamo supposto che ,1 momento angolare P del sistema sia dato da 

r,Hr/™r r ? aIta ' Ver ° S0t0 a PP r ^simativamente, perché come 

vedremo fra poco .1 sistema non è dotato solo della veloc tà aneoh? - 
intorno a c, ma anche Tasse c è dotato di un movimento Stazione Tp^' 

o o Hno achei 0 " '* anS ° ìare ^ T"" 3 la n0Stra ™™™ vale penti 

TJel, i£ ? re v'H S,0ne ' m ° It0 lema rÌSpett0 aI,a rotazione intimo 
filf a ( co ( ); vedremo pm avanti quale condizione deve essere ve i 

ticata perche ciò sia vero. «stct, \cn- 

.cc. N H° tÌam0 ìntan ì? die ,e f0rze ^' ed " sono entrambe verticali- 
essendo dunque nulla la proiezione orizzontale del risultante, dò SS 
che e nulla la proiezione orizzontale di a t . Dunque se il baricenrrr ? < t 
Posto inizialmente fermo, la sua proiezione C suf plano e Sle a 
necessariamente ferma. orizzontale resta 

a r/) N c °he a T°A; Ìn0lt T '! m0 " lem ° = f 0 * * « sen do ortogonale sia 
a CO cbe a jV, e ortogonale a « t (che è diretto come CD) ed è oriz^ntS 
poiché Ne verticale). Ciò c, porta a due importanti concludo Z Ì 
del moto del nostro sistema. La prima conclusione è che a veloci an^ 
lare Wr può cambiare solo in direzione, ma non ,n modulo ^nfaK 

seconda delle [VHJ2] ci dice che (che è proporzionale a ,S,J è orto- 




gonale a & f ; e dunque per la |IU6] = 0 . Dunque il modulo Pài? è 
costante: P = / w 

^mobile D a f™'n? 0 °S? 5 , e f f. rma ' Sl corldude clle i] centro di massa resta 

normale ^ è uTll * ^T*' SCgUe che M * + " = 0: la reazione 
iiuniiaie /v e uguale e opposta al peso 

corre ^aliWe^T ? f C: Cl0 , s * n . ,fica il punto di contatto D per- 
^DCèb^^"!^ 0 ' C ' circonfere '^ di raggio J? = Z>Csin9 f 

me inazione che ? ^T*— ?" PU " t0 di C ° ntiitto e 6 è Va ^ ol ° dl 
costante nel tempo ^ imzia,niente *«» trottola, e che permane 

sione\tne d comointT Ìnare 1 solo [ ]a . veiocìtà ^re co, con cui la preces- 
ferenzl Oò d u7 < lì CI ° e , la , Vel0C,ta angolare con cui Percorre la circon- 
S»"f re ■ CaICOlat ° ut]1Ì2zando '» seconda delle [VIU2], e più 
rSZ^^^Tv™ 6 SUl PÌan ° °™ tale Oa sua proiezione sul- 
mazioni Td a noi Tte) V ' St °' è identicamente nulla approssi- 

Dalla precedente figura, vediamo immediatamente che 



= ^sin6 = /..orsine = costante 
l'w.vj = C£> - A" ■ sin 9 = /■ s in6 



[VII.33] 



di contatto ? SJi?™ h,a ™ al °- la d ' StanZa fra i] centro di massa Ce " punt0 
ruotante nel I piano cLZ^ & rapp ^ esenta un veliere di modulo costante 
nei p,ano con velocita angolare w „; per cui secondo la [11.37] si ha 



~ w /> x P» da cui 




■ri. 



[VH.34] 



r 



In definitiva la proiezione orizzontale della seconda delie fVN 171 ,r • • 
modulo (tenendo conto delle [VIU3] e f deHa [Vii 34])^ 21 d ' Viene m 



/A/fi sin 6 = \m„\= \j£a. 



UplpJ ~ w,,/ ( .a> 0 sin6 



da cui 
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IMg 



I. 



\.<ù 0 



IVII.35J 



il quale /, = ~m K iy sia ■ n cn = p . 

2 moure lì, / - 2 /?. Se il giroscopio ruota in- 



torno al suo asse a 30 giri al secondo, si ha w = — = — ^ 

^ T" , . . _ _ 



Sostituendo nella [VIUS] si ha: 

2R-M-92 m s" 2 



f 1/30) s 



~ 2s" 



190 s" 



- 90 s 



[V1U6] 




In questo caso si ha dunoup ~ in? . 1 ■ . ^ 

Perché valgano le ap„Sazionl !ia n'oi la„e S0, "" SM " '""^ 

falla «Lk ome nel càso d tri *H e U " a " azione e ui > «sere 
essere; la l0rZa dl attnt0 > dl modulo/; per cui deve 




* tn£Z722ì rilnt d 1 eUa reaZÌOne vincoIare ha modulo /V= 
(V.67J? P 1 C ° ntatt0 * reSti fermo è sia (vedi 



A. 

/V 



J fog/sine _ /sin e 



= ù) 



[V1I.37J 



dove M è il coefficiente di attrita 
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Ass.' principale di iner/k 



Ad esempio nelle condizioni numeriche espresse dalla [VII ì6j h 
[V3I.37J diviene (ponendo, per fissare le idee, 6 = 45°); * ' 



w 2 p i sin 6 



4s" 2 ■ 0,2m ■ 0,7 



9,8 m/s 3 ~ °'° 5 < * 

e questa condizione è praticamente sempre soddisfatta anche se il piano dì 
appoggio è estremamente liscio. 



VII. 8. Corpo rigido girevole intorno a un asse fìsso 

Consideriamo un corpo rigido ruotante, con velocità angolare non 
necessariamente costante, intomo a un asse à fìsso: per ottenere ciò l'asse 
sarà realizzato meccanicamente mediante una sbarretta rigida (perno) !a cui 
direzione e mantenuta fissa da due supporti A e B che impediscono anche 
aliasse di scorrere su se stesso. In generale, il centro di massa C del 
sistema non appartiene all'asse, e lasse à non coincide con un asse centrale 
di inerzia ne con un imc prmapaU- di uwrzm (come è detto ogni asse paral- 
lelo agli assi centrali). 

Supponiamo di conoscere, in funzione dei parametri cinematici del 
sistema (configurazione e velocità) ed eventualmente dei tempo i le solle- 
citazioni (forze esterne attive) che agiscono sul sistema. Sia FU risultante di 
queste torze ed M il momento risultante rispetto a un polo Q, che per sem- 
plicità supponiamo appartenente all'asse. Oltre a queste forze attive agi- 
scono in gene/ale sul sistema anche delle reazioni vincolari esercitate 
dall asse: sia R il risultante delle reazioni vincolari e f il loro momento 
" s "^. n ? pe "° a Q - Per 11 momento, supponiamo che siano assenti gli 
attriti. Ciò significa che la componente r„ di f lungo l'asse è nulla: sarebbe 
questa sua componente, infatti, l'unica che con la sua presenza tenderebbe 
a rallentare la rotazione. 

Le equazioni cardinali [VI.27] si scrivono allora 



Componente- esitile della se- 
conda equazione cardinale 



F+R = 
M + x = 



di 
dP 
di 



[VII.38a] 
[VH.38b] 



Ci proponiamo di discutere come possa essere determinato il moto del 

^H-w-n 0, rT P ° SSan0 essere calcolate le sollecitazioni R e fespli- 
Sntf , Il metodo che deve essere seguito a tal fine è concettual- 

S i S!^"? • Cominciamo co! "^re che il sistema ha un solo 
fl7h? ,,Ì, ? f Ua posÌ2 ' one è completamente determinata dall'angolo 

un piano fisso qU " que P assante P er 1>a sse e solidale al corpo Torma con 

ouò mLÌ^'T 6 13 funzione e W che descriv e completamente il moto, 
KiSn r l n componente lungo l'asse à di rotazione della [VII.38b]. 
nQ0 ten "to conto della [VII.8], questa equazione si scrive 



K -^~dT^ J ^ 



[VH.39] 



Quando il momento assiale delle forze sìa noto, come abbiamo supposto, in 
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funzione di 6 (ed eventualmente di ~f e del tempo 0, questa equazione 

differenziale può essere sempre risolta, almeno in linea di principio una 
volta assegnate le condizioni iniziali. 

Poiché il sistema ha un solo grado di libertà, una volta noto ett) pos- 
sono essere calcolati m base a pure considerazioni geometriche e cinema- 
tiche, i secondi membri delle altre cinque equazioni [VIU8]. La procedura 

Z C ZZr° rC tatt ° è SempHce ' lnfatti 11 centro di "issa Cpercor e 

p C , ^ re , n2a (0 un f co di circonferenza) giacente su un piano ortog™ < 

wI/hIi ^ 3 S v aCCC 6raZÌOne è dunc,ue facilmente "pressa in fun 
zuge della velocita angolare *></) (e della sua derivata); e risulta così noto 

= A/5,. Quanto al componente P m di P, ortogoale all'asse, esso può 

pr^tt: zr^if sparii sr, 1 ? rs^ 1 

SeTf^eSTS 0 7 (C0Stante) CHe ^ f ° r - ™ " 'o s.rsso P an o : 
espresso dalla VIJ.15]. Gli esempi che seguono serviranno a meglio chia- 
rire quanto più sopra abbiamo detto. 

r,w^ na V ° ] l a n ° £i ' SeCOndi membrì delle inazioni [V1I.38], queste stesse 
n te din," ( TT n ° 10 S ^ rUmem ° Per un inimedia t° calcolo delle nco- 
colotend'di 6 tt C H°7 a T ° 31 Pdm ° membr °' 6 tentate dalle Z 

0,?r^ daI » dUe com P or *nti di t ortogonali all'asse, 

anrh!?"?? PreS6 T C 1 attntQ ' al pn " mo membro della [VH.39] compare 

S aué lo SI 1 ' , 1 CaS ° t PÌÙ Se r' ice Si 113 quando refTett0 domK 
sia quello dovuto alla resistenza del mezzo; il momento dell'attrito può 

allora essere scritto nella forma t„ = - P -^L e la soluzione della [VII.39], 

ÌTcL m t^f Came T PÌÙ ^, mpleSSa ' procede concettualmente come' 
att iti 2 Z™ > f- trascu u rablie - Q^do invece il contributo x a degli 
S n In at ° ? ai contnbuti di att nto radente (cosicché x fl è dovuto a 
Sa nT'T 10 ' 131 '',^" 1 coefiìcie "ti di attrito, alle reazioni vincofari 
SSa 1 n'° ^ ,0ne de ' ia ^ dÌVÌene ^attualmente assai più com 

^X^^T^™^* 0 eSSere . all " a ^' lo «inurba. Soiu^n, l , mirbllliva 
trito / i ! C10e 11 P rob]errla in Pnma approssimazione trascurando l'at- 
descriua J^ r ™j lano . 1 ? 1 reaaon ' vincoIa 'i normali con la procedura sopra 
u SS 1 ' P °L 11 m °, ment0 Tfl Che in ««rispondenza ne risulta; e 

soluzione di secondi 1 * Pnm ° m S mbro della [VÌU ^ si ca!co,a ™a 
essere l!,!? fPP™ss inazione. Se necessario, il procedimento può 

maSne P ' U ' mighorando di volta in volta il livello di appressi 
««eS di Se attn-to Che faCdam ° S ° n ° tUUaVÌa tra " ati tUtti nell,i P ot «i di 



Esempio 



Una piastra metallica rettangolare omogenea dì massa m, con lati bec è 
appesa a un asse orizzonta/e a ortogonale ad essa e passati/e per il punto 

^'Z^JJTh'V'? 0 " b - i De!erminare !a 'v* M 

momZL ,1' } ™'? ? re > '» f u,i ' J one dei tempo, il risultante & e il 
momento risultante x delle reazioni vincolar!. 



La l'orza attiva è la sola l'orza peso mj>\ la [VM.39] si scrive periamo: 
|/i Cx mxl = /,,-^-y- [VI 1.40] 

La proiezione sull'asse ó del momento della forza peso vale (vedi eq, [IV.3]]) : 



\A C x «ij; |„ = - ma -—• sin 6 . 

Il momenlo di inerzia /„ rispetto all'asse centrale ù ortogonale alla piastra per il 
centro di massa C vale (vedi lab. VILI) 



ed usando Mjeorema di Steiner (eq. [VII. 19]) si ricava 



l a = A, + IH-M0 3 » -jy (Ir + c 2 ) + m 



+ 4r) 



/„ è dunque noto in funzione dei dati del problema. La [VII.40] si scrive dunque 



Hii'-r- sin 6 = 1,,—t- 
Z (il 



e_ per piccole oscillazioni ,,.(,sjng_= fi): 

</*6 mg c 



dr IL 



Questa equazione è formalmente identica alla [IV.33J; la sua soluzione è pertanto 
formalmente identica alla [IV.34]: ' ; 



8(0 = 6„ sin (u 0 f + <p) con w 



[VII.4IP 

b) Per il calcolo delle reazioni vincolari cominciamo co! notare che l'asse ài 
essendo parallelo al Passe ù, è un asse principale di inerzia; per conseguenza il 
momento angolare p„ è parallelo all'asse ó. Considerata dunque la proiezione 
dell'equazione [VII.38b] sul piano ortogonale all'asse 

.a 



, M„ + z„ 



<tP«< 
di 



il suo secondo membro è identicamente nullo. Poiché in questo caso anche M„ = C 
(la lorza peso ha momento parallelo all'asse à), la precedente equazione diviene: 

:1 



0 



U componente normale all'asse del momento delle reazioni vincolati è nullòl 
• rvi i '° de ' risul,anle R delle reazioni, portiamo l'attenzione sulPequàJ 
zione IVflJSa]. Proiettando, per comodità, questa equazione sull'asse z ortogonali 
al piano e sui versori tangenziale / e radiale f rispetto alla traiettoria del centro d 
massa C, si ha ; j 

F, + R, = ma„ ù 
F r + R, = ma tr [V1I.42J 
F : + R. = ma,.- 



D'altra parte, essendo F = w,f si ha 

F, = - //rasine; F, = /«^cosS; F : = 0 . 
Inoltre, poiché il centro di mussa C si muove su un arco di circonferenza dì ra^io 



si ha: 



T~^p — <*>f,e 0 sin <tu 0 ^ + cp) ; 



e r , , 



= 0 ; 

per cui in definitiva le relazioni [VU.42] divengono: 
- wj; sin 9 + R, 



'»X costì + R, 



~ "'«,",9,, sin (w„f + tp) 

— '»<j>;,% eos (w„/ + <p) 
0 
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da cui 



Ri - in fj; sin 6 ^^6) 



R, 
R. 



hi cose- — w ;f9;-8-) 



e 0 sMtVT= re 9Tch e c rc ' azioni libbiamo ,enut0 como dc! faU0 chc 
e^cos 3 ( Wo / + (p) = ej(i -sin 2 (» 0 / + v » = ei-eìsin 2 ( W , + 4 >) = e^e 2 . 

Notiamo che il moto del sistema analizzato nell'esempio E VII 10 è 

enraurirn fwma gM '^ qualunque 'corpo grevole 

ZrSn c ° m0 n a Un 3556 orizzontale ^so non passante per il bari- 

centro si comporta allo stesso modo, e le sue piccole o scillazio ni dovute alla 

forza peso sono descritte dalla [VI1.41], con Wo = dove d è la 

alSf /£ !' a , SSe -\ " barkentm ' e ' è !1 momento di inerzia rispetto 
Notilo l\ S ' Ste h ma Viene ? e "° P*«M<>fi*™ 0 pendalo twn/ L«. 

un soio SS «T! S C r 0gm ? U ?*? ta S abbia a che fare con un sist ^ a « 
esJrJ g ° dl llberta " coslcche la soluzione della legge del moto possa 

S« r d'eTml a Pa ' tÌrfi ^ Un,UnÌCa eqUaZÌ ° ne dìnamÌ ^ SCaIare " * dnt 
letica ó,^ PU ° CSSere tr ° Vata m<A * a partire dal teorema dell'energia 
altri ™ Q ° approcao e Particolarmente conveniente nel caso in cui gli 

^ sforma S ^ ^T"^ C ° SÌCChé " te0rema deII ^rgia cinetica si 
Particolare il eore T dl conservazione dell'energia meccanica. Nel caso 
medisnfl , pendol ° com P° sto > ^ soluzione della legge del moto 
■ante il teorema di conservazione dell'energia procede in maniera del 



Pendolo lìs 



tutto analoga a quanto abbiamo visto nel par. IV.10 per il pendolo sem- 
plice, con Tunica accortezza di sostituire la [VII.21] al posto di — mv 2 

come espressione dell'energia cinetica. 

Altri esempi di applicazioni del teorema di conservazione dell'energia 
al caso di sistemi rigidi verranno descrìtti nei prossimi paragrafi. 



Esempi 

E.VH.ll. Un disco omogeneo di massa in e raggio r mora con velocità angolare w 
costante attorno a un asse c orizzontale solidale con esso passante per il 
centro C; asse die forma un angolo dì 30° con la normale n al disco. Deter- 
minare il risultante R e il momento risultante t delie reazioni vincolati 
esplicate dall'asse. Le sollecitazioni agenti sul sistema sono, oltre alla forza 
peso, una coppia motrice con momento M,„ costante parallelo all'asse, 
(ni = 2 kg; r = JO cm; w = 600 s~ ! : M m = 6 N - m). 



Poiché l'asse di rotazione (fisso) passa per il centro di massa 0, quest'ultimo è 
e rimane fermo; la sua accelerazione a c è dunque nulla. La equazione [Vl[.38aJ si 
scrive pertanto 



mg + R = 0 



da cui 



R = - mg. 

Il modulo del risultante R delle reazioni vincolar! vale dunque 



R = mg = 2 kg -9,8 -™- =20 N . 



Per il calcolo del momento f usiamo la (VIUSb]; essendo nullo il momento della 
forza peso rispetto a C, scegliendo quest'ultimo come polo per i momenti, la sud- 
detta equazione si scrive 



M m + x = 



<!?< 
dt 



[VII. 43] 



Proiettando sull'asse c, quest'equazione diviene (usando la [VI1.8I: 



M m + t, = /, 



dai 



= 0 (essendo w costante) 



e quindi 



It momento parallelo all'asse delle reazioni vincolari (momento di attrito) è uguale; 
e opposto al momento della coppia motrice; esso vale in modulo 1 1„ | =^6 • N * 
Proiettando la [VII,43] su! piano ortogonale all'asse (e tenuto conio che M,„ è paral^ 



le lo ad esso) si ha 



dt 



>er calcolare il modulo 1 1„ [ di f, che ci interessa, basta dunque calcolare il modulo 
che secondo la [VII. 17] è dato da: 



dt 



dt 



Prendiamo come assi centrali gli assi «, v, w indicati in figura: Tasse ù t ortogonale al 
disco, (orma con c un angolo <p = 30°; l'asse v è definito dalla intersezione del 
piano uc col piano del disco, e forma con c un angolo z = 60°; l'asse *, ortogonale 
a y nel piano del disco, forma con c un angolo « = 90". (Gli assi v e tf. Tra di loro 
ortogonali, potrebbero essere presi con qualunque orientamento nel piano del 
disco, e ciò non modificherebbe il nostro risultato finale). Tenuto conto della 
espressione de, momenti centrali di inerzia per un disco omogeneo (vedi tabella 
VI . ) le grandezze che caratterizzano j l\ e /, per il nostro disco (eq. Villi e 
VU.14) sono quelle contenute nella seguente tabellina: 



/„ = 1/2 mi 2 

K = I /4 mP = ] (2 /„ 

l K = 1/4 mr 2 = 1/2 /„ 



Si ha dunque: 



COS(p 

cosx 
cosi); 



/I/2 

1/2 

0 
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! /P = li cos J ip + Il cos 2 x + /»■ cos 2 i|; = 
1 ^ 
2 



^-T + l-r^J -r + /l-o = 



il 

16 



/ ( = /„ cos 2 <p + / v cos 2 x + /„• cos 2 ip = 

- / --T + -r / «-f + / "-°-T / " 

La [VII. 17] sì scrive dunque nel nostro caso 



dt 



— 



'« ,j — co ■ — — mr — — - - — 

If 64 2 8 16 



Numi 



eneamente: 



fr„f = 



dt 



= 16 1 ' ks * m)2 m2 ' (60O)2 s ~ 2 °* 780 N 



m 



?u'SS- n l< 0me i f nt0 è " erci,at0 da una c °PP ia di forze/ ed/ 2 ruotanti esplicate dai 
^upporti A e B; se ad esempio i due supporti distano fra di loro/ - 10cm= 0,1 m, 

^nuna delle due forze /, ed / 2 ha modulo/ = -~~ = 7800 N. In questo 

Stto^l'L^ 1 !"' 1 ??^ d0VUl ? a ' disassamento ^ono largamente dominanti 
dS tLn ? C ~ N); - Va in0l ' re considerato che » tratta di forze rotanti che 
^unque sollecitano intermittentemente ogni punto dei supporti. Sollecitazioni di 
questo npo vengono dette «sollecitazioni a fatica», e sono particolarmente dan- 
- w, per il logoramento che inducono nelle parti meccaniche di una macchina 




Sollediu/knii a fatica 



E.YU.12. Un cilindro omogeneo trito è costretto a mantenere verticale il proprio asse 
ù mediante ttnjìto di acciaio teso fra due vincoli Jìssi A e li che ne bloccano 
gli estremi. Ruotando inizialmente il cilindro di un angolo 6„ intorno 
all'asse ù e abbandonandolo da fermo, esso prende ad oscillale intorno al 
suo asse in virtù del momento assiale di richiamo elastico M = - c9 con 
cui il Jìlo reagisce alla torsione. Determinale la legge del moto, e calcolare 
il risultante R e il momento risultante t„ delle reazioni vincolar! ortogonal- 
mente all'asse. 

La legge de! molo può essere detcrminata usando la proiezione assiale (verti- 
cale; della [VIUSb]; equazione che si scrive in questo caso semplicemente: 



:-9 = / 



d'6 d 2 B e 

—rr ovvero — -t- + — 6 = 0 
dt dr I 



Questa equazione, formalmente identica alla [IV.33], ammette come sol 
le condizioni iniziali del nostro problema, 9(0) = Q a e 



uzione (con 



d% 

dt 



(0) = 0): 



6 = 6,, cos(w„?) 



r il calcolo delle reazioni vincolar!, usiamo come al solilo l.i [VII ì§a] e la compo- 
nte sul piano normale all'asse della [VIUgbJ. Nel caso del pendolo di torsione, 



Per il 
ne 

queste equazioni 



Si scrivono: 



- rfv 
mg+R= m— ^- = 0 (il centro di massa è termo) 



àP,„. 
dt 



(lasse di rotazione ù e asse centrale di inerzia) 



da cui 



R = ~ mg 
i, « 0 

Nel caso del pendolo di torsione, il sistema ruota dunque comunque intorno 
ali asse verticale, senza bisogno clic la direzione dell'asse venga mantenuta mecca- 
nicamente bloccata. In effetti, il pendolo di torsione può essere realizzato anche 
appendendo semplicemente il cilindro omogeneo, mediante un unico filo al sup- 
porlo A. 



E.VII.13. Una sbarretta omogenea di lunghezza I e massa m può ruotare liberamente 
senza attrito attorno a un asse orizzontale su un piano perpendicolare 
aliasse. L'asse ruota a sua volta, con velocità angolare w, attorno a itti, 
asse verticale (vedi figura). Determinare l'angolo et, rispetto alla verticale, a] 
cui la sbarretta si dispone. "* 

Il problema può essere risolto usando il modulo della componente normalq 
aliasse della equazione [VH.28b]. Scegliendo come polo il punto 0, è nullo it 
momento della reazione vincolare t, per cui si ha- 



dP„ 
dt 



r 



dove M P è il modulo del momento delia forza peso (anch'esso ortogonale all'asse) 



the vale \t? = mg— sina. D'altra parte, secondo la [11.37] è 



<tP. 



(dove con P H abbiamo indicato il modulo di />,). per cui la precederne relazione 



■ o 1 ■ 

w r„ = nifi— sui a 



[VI 1.44] 



Calcoliamo ora />„ in funzione dei parametri cinematici del nostro sistema 
in fìSTTta " ' "' " CenlmtÌ dÌ ÌnerZÌa deNa sbarrella - così «»™ i"S 



mi 2 
12 


<P = 


k/2 - a 


COSIp = 


sina 


mi 2 
12 




Tifi 


cosx = 


0 


0 


* = 


a. 


COStfr -= 


cosa 



12 
12 



■ sina 



s i n " a 



(vedi eq. [VH.il]) 
(vedi eq. [VII. 14]) 



/«■ = 0 

Per cui si ha: 

I /| = /» coscp = 
= cos 2 <p = 
e dunque (vedi eq. [VII. 15]): 

% cosy ~ = coslp = sina ' 

|! momento angolare P della sbarretta è dunque parallelo ad ù : P = P • ù. Per cal- 
colare il modulo P di P, osserviamo che P = P " = R 



C0SY sjn ^ Per cui il calcolo di 
£.e ricondotto al calcolo della proiezione P s di £ sull'asse a. Per la [V'H.8] si ha 

I* = L- + md 2 = <V + m l~ sinaj" 

'^-"rrwssfa?"" rispe "° b " icen,raie * 



*2 

I* = I» cos 2 <p = /„ sin 2 a = -~ sin 2 a 



Pque 



'a fy-sin-a-l- w^— sinal = ~- 



sin 2 a 



j sin a ■ o> e dunque infine: 
P a mi 2 



P = 



Sina 



■ sina ■ <*> . 



Possiamo ora calcolare P„ = Psiny = / > coscc = 
questo valore di P„ nella [VI 1.44] si ha: 



mi 1 

^ — ■ w sin a cosa. Inserendo 



mi 2 



w" sin a cosa = m 8~2~ sm a 



relazione che risolve il nostro problema. 

Osserviamo che in questo caso la soluzione poteva essere trovata più spediia- 
mente ponendosi in un sistema di riferimento (non inerziale) rotante con velocità 
angolare u. col che il problema si riduce a un problema di equilibrio relativo In 
tale sistema di riferimento rotante, le forze attive agenti sul sistema sono la forza 
peso e la forza (apparente) centrifuga; per cui scegliendo come poto il punto 0 
(rispetto a cui e nullo il momento della reazione vincolare) si ha la condizione di 
equilibrio: 

M p + M e = 0 

dove Af, e M c sono i momenti de!la forza peso e della forza centrifuga che sono 
stati scritti in termini scalari poiché l'unica loro componente diversa da zero è 
quella ortogonale al piano definito dalla sbarretta e dall'asse à di rotazione 

Calcoliamo ora il momento M, della forza centrifuga. 

L'elemento dx della sbarretta subisce la forza centrifuga 

df e = dmu?d= dm<Jxsmad 
dove d è il versore di d. Scriviamo ora dm in fazione di dx usando la [VU2]: 

dm = Xdx = ~~ c/a-, 

per cui 



(?/f = ii) x sin a — — dx d . 



Il momento di questa forza dm, rispello al polo 0 vale in modulo 
dm, = jf . df c . sinp = jf . df L .■ cosa = w.v* sin a cosa-y- dx 



e dunque 



m 

I ; 0 



M c - \ dm c = o) 2 sin a cos a-^- \ x 2 dx = w 2 -^- m sin a cos a. 



3 



peso è M p = - mg-^- sin a, la condiv 
zione dì equilibrio M p + M c = 0 si traduce in 1 



Tenuto conto che il momento della forza 



I 2 



-t~ m Sina cosa - mg—- sin a = 
■* 2 



da cui 



E-VII.14. Una pallina puntiforme di massa m, appoggiata a un piano orizzontale 
privo dt attrito, ruota con velocità angolare u> 0 attorno a un punto 0 cui è 
vincolata da un Jìlo flessibile di lunghezza I. 

a) Se la pallina viene tratta, da una opportuna forza che tira il Jìlo verso il 
punto O, con quale velocità angolare w ruota quando il raggio della traiet- 
toria circolare si è ridotto a 1/2? 

b) Se invece il Jìlo si avvolge attorno a un piolo centrale, cosicché la pallina 
compie una spirale avvicinandosi al centro, quale è la sua velocità annoiare 
u, ancora quando la distanza da 0 si è ridotta a 1/2? 

a) La forza che trae la pallina verso il centro è centrale, per cui è nullo il suo 
momento aspetto a 0; e dunque si conserva il momento angolare: 

miù a l 2 = ,„ w |_lj da cui u = 4to 0 

Notare die alla fine la pallina ha energia cinetica: 

-t " ,vl = ~r mv? (f) 1 = -r I6tó "4 - 4 (f /2 ) = 4 -r »' v ° 

cioè quadrupla rispetto a quella iniziale: l'aumento di enersia cinetica è avvenuto 
per conseguenza del lavoro compiuto dalla forza che ha tratto il filo verso il Si 

nr,n ^ll^f 5 ' 0 T° fil0 non è dirclt0 "Semente verso il centro 0- la forza 

ene in tic' ~T SÌ C ° nSerVa " momenl ° an « olare - Si c « 
I enerva emetica, perche la forza esercitata dal Ilio è sempre ortogonale alla velo- 
cita, e dunque non compie alcun lavoro. Si ha dunque: 



1 2 1 2 , 
T " ,v ° ~ ~T"' V ; ovvero v ° = v - cioè Wo / = (o-l 



da cui 
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VII.9. Moto di rotolamento V 

suo SS !Ì P ° d ì T° t0 è qUelI ° com P iuto da un a ruota circolare (sia r il 
iot ™ i i r f nza _ str,s *are a contatto con la strada: il sistema 
Pas ante ZI ? 3 ang ° are " = intorno a!rasse P"™pale di inerzia ù 

EdTh iniÌ rt"° 06 dl maSSa C orto § onale alla ru °ta, e nello stesso 
tempo I centro di massa si muove rtspetto al terreno con velocità v, ortogo- 
nale ali asse e parallela al terreno stesso 

Pianori?! 1 ! f ( f h£ / er sem P licità schematizziamo come un disco 
Sa e ' n Ì H?,t H m0t ° d l r ° ta 5° ne ìnt0rn ° a un asse che a ™ ™» a 
fatto che N ™S? °, h T SOl ° grad ° dl liberti Infatti ' P er ^seguenza del 
è l; ( e lJ punt0 4.delfa r "Ota a contatto col terreno non striscia (dunque 

ruo a e l P vm1 V 1 -' nSP ; tt0 31 terr£n0) ' 13 velocità an S°'^ « della 

non .L^ V f eIo ? a t Vf dell > se < e dui1 ^ del centro di massa della ruota) 
«i sono fra di loro indipendenti, ma sono legati dalla relazione- 



<x>r = v f 



ovvero, in termini vettoriali 



r x co 



[VIL45] 



[VII. 45 a] 



Molo di una ruota 



Se non striscia, la ruota costi- 
tuisce un sistema a un sol gra- 
do di libertà 




268 Pane prima: VII 



Assenza di attrito \ o!\en 



le 



Poiché la ruota è un sistema a un sol grado di libertà basta .. n , en i, 
equazione dinamica, opportunamente scelta, per de em ^ n'àre a |«£ ?1 
moto; le altre equazioni dinamiche possono esse? SSe per calcolare t' 
reazioni vincolar,. Va notato che usualmente la mot ? è «istruita in rLn 
che l'asse di rotazione sia un suo asse centrale di in^if , C0Slru,ta ,n modo 



M te > = 



Presenza di attrito volven 



te 




di 




[VII.46J 

momentodenfre zione vi olare FcotcheT, P010 ^ è nuUo " 
pare al primo memhìn Ziunm aÌ\ C0Slcch , e 1 unic0 momento che com- 

attive 06112 [VIU6] reSta 11 momenl ° (noto) delle forze 

moi^ n to"o?nl!ll 0 ìn p Pre - Sen2 !S dÌ aUrh0 V0 ' Veme ' ^«t'ultimo esercita un 

^^™?IZX£Z^Z M immediat0 |,uso deireq - [V1I - 46] » er 

che s^c^aVretó^'vTT * V9lV6nte è abbastanza usua)e 

tramite 2^1 , l ?ZZ2 m T™' 6 * CÌÒ COnsente di calcolare > 
suo lavoro alette de? SS'" attm ? V ° lvente e dunt 5 ue anche 11 

Q«e«o caso, ^ SZ!Z SS f — h 



Esempi 



E " WL,S * ^un-^zz"::,^' 0 r - roio i a m s '"^ <i°fi»»°> 

angolo « di ìnrnL-i , c t 0( ^ lac, " e di oitrìio, quale è il massimo 
l*en e a riia J cinSca): te ° rema dÌ <™*™*™ ^^nergia si ha (indicando con K 



mgh+ K = mgfi„+K a 



{VII.47J 



Inizialmente, l'oggetto è fermo (A; = 0); nella posizione generica (individuata dalla 
coordinata x lungo il piano inclinato con origine nella posizione iniziale) indicando 
_ dx . 

con v - ~j- la veiocila del centro di massa e con <o la velocità angolare del- 
l'anello, usando l'equaz. [V1I.21] si ha: 



*- 1 2 1 , 2 1 2 1 v : 
K = — mv 1 +~ - Ite 1 = — mv 2 + — (mr) - —j- = 

*- ^ Z 2. i 



lì) V 2 



Abbiamo tenuto conto del fatto che il momento di inerzia dell'anello (rispetto a un 

asse baricentrale) vale mi 2 ; e della [V1I.45] secondo cui co = — Si ha inoltre 

r 

h = /i 0 - a- sin a. Sostituendo nella [V1I.47] 

>ngUh>- -V siila) + mv 2 = «ig/i 0 

da cui 

mv 2 = mg x sin a 



Derivando questa relazione, si ha 



(indicando con a l'accelerazione a = 



f/v d 2 x 



\ di di 2 

2 mva = mgv sìna 

e quindi 



sin a 

a = S — 5— [V1I.48I 



Si tratta di un moto uniformemente accelerato con accelerazione a = g — | — ; hi 
legge del moto (con velocità iniziale nulla) è pertanto data da 



i 1 sin et 



La legge del moto poteva essere determinala anche usando la seconda equazione 
cardinale 

W = — [VII. 49] 

Rispetto al polo A (e considerato che, essendo il problema piano, la [VI 1.49] può 
essere scritta scalarmente avendo come unica componente diversa da zero quella 
ortogonale a! piano) 

M T) = ìugrsma 

e usando l'eq, [VI 1.24] 

P = m\r + /co = mvr + mr— = 2mvr 

r 

e quindi 

dP 



eli 



= 2 mar 



Sostituendo nella JVI1.49] 

mgrsina = 2 mar; cioè gsina=2a 
che coincide con la [VTI.48]. 

b) Usando la prima equazione cardinale, sì ha: 

dQ 



F = 



eh 



-- ma 



Le forze agenti sono la forza peso e la reazione vincolare J?;'dunque 

mg + R = ma 

Proiettando sugli assi x e y (e tenuto conto della [VII.48]): 
mj{sina+./;= ma — wy -" 1 a 



- mg cosa + N = 0 



da cui 



/■ sinct sina 

2 2 

A' = mg cosa 

Facendo il rapporto membro a membro fra queste due relazioni, la condizione 
£ Ji si traduce in questo caso in 

-ML _ t«« „ , 

# ~ ~f~ ^ ^ dunque tga < 2 p. = 0,6 . 



E.VII.16. Uh disco omogeneo di massa iti e raggio / procede lungo un piano inclinalo 
ai un angolo a, in presenza di attrito volvenle (con coefficiente ti = 0 10). 
Determinare la legge del moto. 

LaJVIl.47] va completata per tener conto, oltreché del lavoro della for?a peso 
cne può essere espresso in termini di variazione di energia potenziale, anche del 
lavoro della forza di attrito/. In. conclusione, il teorema della energia cinetica viene 
ao assumere, nel nostro caso, la seguente espressi 



one: 



«gsina • *-/ . x = ~ mv 2 + /w 2 = 



T mv + ~r \-2 m ' 2 )- = 



1 2 1 2 

— mv' + — mv 1 

2 4 



m\ 



Usando la [V.7IJ si ha inoltre 

f, = p. v M = \i v mg cosa 
per cui la precedente relazione diviene 



/»#sina ■ x- p ¥ mg cosa ■ _v = mv 2 

4 



r 



derivando questa relazione si ricava immediatamente 



(mg Sina - mg cosa) v = — tuv a 



da cui si ricava per l'accelerazione a l'espressione: 



a = -7— £ (sin a - cos a) 



Sì tratta ancora una volta, come si vede, di un moto uniformemente accelerato. 



VII. 10. Moto di sistemi rigidi a contatto con vincoli 
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Ne] paragrafo V.8 abbiamo introdotto un metodo generale che con- 
sente di trattare il moto di un punto materiale che sì muove a contatto con 
dei vincoli; metodo che, in assenza di attriti, definisce univocamente una 
procedura che, almeno nel caso di geometrie semplici per ì vincoli, non 
implica particolari difficoltà di soluzione. 

Il problema è concettualmente più semplice nel caso di vincoli bilate- 
rali, che introducono delle relazioni geometriche ben definite fra i para- 
metri che descrivono il moto. 

Nel caso di vincoli unilaterali, abbiamo visto che conviene affrontare il 
problema ipotizzando in prima istanza che il vincolo sia bilaterale, e calco- 
lando in tale ipotesi la reazione vincolare ;V proiettata sulla normale uscente 
dal vincolo; fino a che jV > 0 il punto si muove a contatto col vincolo 
anche qualora questo sia unilaterale, mentre quando jV < 0 il punto perde 
contatto col vincolo unilaterale e si muove, di lì in poi, liberamente. 

Lo stesso metodo può essere usato per trattare i sistemi rigidi; l'unica 
differenza, non concettuale ma solo pratica, è che il sistema ha potenzial- 
mente sei (anziché tre) gradi dì libertà, e in corrispondenza si dispone delle 
sei equazioni scalari rappresentate dalle equazioni cardinali. Per ogni inco- 
gnita cinematica eliminata al secondo membro dì queste equazioni dalle 
condizioni vincolari, viene introdotta una incognita dinamica al primo 
membro; ma il numero complessivo dì incognite resta comunque pari al 
numero di equazioni indipendenti, cosicché il problema ammette sempre 
- a parte le difficoltà matematiche che ciò possa comportare - soluzione 
univoca. 

A proposito dei sistemi rigidi, ci limitiamo qui a discutere un esempio 
cne può essere illustrativo del modo generale di procedere. 



Esempio 



E.V1U7. 



'Sii 



Una scota di mossa m e lunghezza I, schematizzata qui come una sbarretta 
omogenea, è appoggiata verticalmente a un muro. Né il muto né il pavi- 
mento presentano apprezzabile attrito. Partendo da ferma la scala comincia 
a scivolare, a) Supponendo in prima istanza che il punto P di appoggio col 
muro sìa vincolato a non staccarsi dal muro stesso (vincolo bilaterale) 
determinare la velocità angolare w, con cui la scaletta va a sbattere sul 
pavimento, b) Se il punto P è semplicemente appoggiato (vintolo unilate- 
rale) determinare il valore dell'angolo 6 per il quale la scala perde contatto 
dal muro. 



t'oiuli/ioiu 1 ivrdic il moto av- 
vonii.i a cnnuiio a)l vincolo 




VII 



a) Il sistema ha un solo grado di libertà. Non essendo presenti attriti, la legge 
del moto può essere ricavata usando il teorema di conservazione dell'energ^- 
poiché Tunica forza attiva è la forza peso, questo si scrive 

wtf.r + -y- mv 1 + -y- I<J = mg y 0 + -L „,vi + ~L 

dove .i indica la coordinata verticale del baricentro C\ v ia su;ì velocità e w la velo- 
cità angolare della sbarretta. / è il momento di inerzia barieentrale (/ = — nl ~-\ 

■ ■ ■ \ 12 / 

Inizialmente si ha:.i 0 = //2; v„ = w 0 = 0; per cui la precedente equazione diviene: 

,1,1,-, 
'"£'.>' + — '"V" + — /w' = «jj; //2 . [VII.49] 

Poiché il sistema ha un solo grado di libertà, le quantità cinematiche i. v e co pos- 
sono essere espresse in funzione di un solo parametro (e delle sue derivate)- ad 
esempio in funzione di 9. Si ha: 



x = (7/2) sin 6 

da cui derivando ' 

y = (//2)cos8 



<IB 

v A = (i/2) cos9 = (1/2) cos9 ■ w 
v, = - (!/2) sin 6 -jj- = - (1/2) sin 0 ■ u 



da cui 

v 2 = vj + vf = (-j- cos e . W J 2 + ^ 5in e . w j 3 = J!^_ 

Sostituendo nella [VII.49]: 

mg -L cose + -L m JÌf + ± (Jlfj . = //2 

da cut 

« 2 = -y-(l - cos6) [VII.5I] 

che esprime la velocità angolare in funzione della posizione, e dunque in sostanza 
risolve la legge del moto. Ponendo nella [VII.5Ì] 0 = rt/2 sì ha la velocità angolare 
w y con cui la scala sbatte contro il pavimento: 

Notiamo, fra parentesi, che essendo 



il centro di massa C compie un arco di traiettoria circolare così come indicato dalla) 
linea tratteggiata in figura. ' % 

N, . b > U condizione affinché la scala non perda il contatto è che sia /V, ^ 0. Afé 

può essere^ de terminato dalla prima equazione cardinale (componente x), considc| 
rato che il secondo membro di taic equazione | 

^ N, = ma, 1VII.52| 

x ci è noto, essendo risolta dalla [VII. 51] la legge del moto. j 



Derivando la prima delle [VIJ.50] si ha infatti 

_ (iV y t C /(X> I . 

cos0 — sine • w " [ VI1 «Ì 

w 2 è dato dalia [VII.51J; e — - può essere ricavato derivando la [VII. 51] stcssa- 



di ^T^Q-« da cui -^- = 2iL sjne 

Sostituendo questa espressione per e la [VI1.5I] per « : nella (VI 1.53] si ha 

3i' / 3 
= — 5— sin e I— cose - ] 

Per cui la [VI 1.52) diviene iti definitiva 

v ^ g . rt / 3 

;V, = hj— — sine I— cose - 1 

Tenuto conto che 9 è compreso fra 0 c k/2, si ha sin 6 > 0; per cui la condizione 
N t > 0 si riduce a -y-cos6 - 1 > 0, cioè in definitiva 

cose > . 
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VII.1I. Sistemi composti da più sistemi rigidi fra di loro collegati 

^,n C !fn a SpeS ^° di ? vere a che fare con sistemi composti da più parti (cia- 
scuna delle quali può essere considerata come un sistema rigido) Ira loro 
meccanicamente collegate in modo che il moto dì ogni parte non è comple- 
wmente indipendente (0 è addirittura completamente determinato) dal 
moto di altre parti. Ciò capita in particolare per molte macchine. Ad esem- 
pio una bicicletta e formata da un telaio, da un manubrio rigidamente colle- 
Spalla forcella della ruota anteriore, da due ruote, dai pedali: in condi- 
tori! usuali, cioè quando le ruote rotolano senza strisciare sul terreno il 
moto d, ciascuna di queste parti è tutt'altro che indipendente dal moto 
ucne altre parti. 

La determinazione della legge del moto può allora risultare in questi 

notevolmente complicata dal punto di vista matematico; non di rado 

"Vita che si sta interessati anche a calcolare le sollecitazioni vincolar! cui 

ono sottoposte le varie parti del sistema, e ciò rende ancor più elaborata la 

«uzione. tuttavia, almeno in assenza dì attriti, l'impostazione del pro- 

seen,nH U ? proc f dere Everso una metodologia piuttosto ben definita 

si u q S1 superano con relativa facilit à le difficoltà concettuali e 

resta alle prese con le sole difficoltà matematiche. 

1 passi della procedura sono i seguenti: 

È zano iu- 5 ,' f * U ^ n,e ^ i0 deI nume ™ » di gradi di libertà che caratteriz- 
| « n sistema. Di solito n e un numero relativamente piccolo, che diffi- 



-h /- 



t'orueuyu) ilei gradi di liberti 
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cilmente supera qualche unità. Il numero n può essere scritto in generale 
come: 



n = N~ m [VII.54] 

dove N è la somma del numero di gradi di libertà delle varie parti del 
sistema (considerate capaci di muoversi runa indipendentemente dal- 
l'altra); ed m è il numero di relazioni geometriche che legano fra di loro 
questi N parametri. 

livrea di Mino ^ua/mni di- b) Si cercano n equazioni dinamiche fra di loro indipendenti relative 

namidìo indicendomi quann al moto del sistema nel suo complesso. Queste equazioni avranno al loro 
m,iio , g| llu u, m-^u prjmo membr0 ( che comp rende le quantità dinamiche) solo le sollecitazioni 

applicate dall'esterno al sistema; non comprenderanno invece - in virtù del 
terzo principio della dinamica - le forze che mutuamente si scambiano le 
parti del sistema. 

c) In generale, le n equazioni dinamiche trovate comprendono al 
secondo membro gli N parametri cinematici che descrivono il moto delle 
varie parti del sistema, o un certo numero di essi. Usando le m relazioni 
geometriche che legano fra di loro tali parametri, si eliminano quelli ridon- 
danti, cosicché nelle equazioni compaiano tanti parametri quanti sono 
quelli necessari a descrivere il moto del sistema. Le n equazioni compren- 
dono a questo punto n incognite cinematiche. 
Risoluzione dolio oqim/ioni d) Si risolve il sistema delle n equazioni dinamiche- risultano a 

dm;imic,K ' questo punto esplicitamente note le leggi del moto del sistema. Cono- 

sciamo cioè a questo punto come gli n parametri che descrivono la posi- 
zione del sistema variano col tempo. 

Usando le relazioni geometriche, si possono trovare anche le leggi ora- 
rie relative agli altri m parametri necessari per descrivere il moto di cia- 
scuna delle parti di cui il sistema è costituito. 

e ) Se serve, si possono determinare ora le sollecitazioni dinamiche 
calcolo delle razioni vinco- interne (reazioni vincolari) cui sono sottoposte le parti del sistema. Scri- 

vend0 infattl Ie equazioni dinamiche relative al moto di ogni parte del 
sistema, queste equazioni comprendono ai primo membro le reazioni vin- 
colari incognite; mentre il loro secondo membro ci è noto, essendo ormai 
stata determinata una volta per tutte la legge del moto per ogni parte del 
sistema. Queste equazioni dinamiche possono dunque essere usate per 
ricavare le reazioni vincolari incognite. 

Questa procedura, enunciata in termini generali così come noi 
abbiamo fatto, può apparire complessa. In realtà nella maggior parte dei 
casi pratici essa risulta ragionevolmente semplice, così come viene illustrato 
nei due esempi che seguono. 



Esempi 

E.VIM8. Consideriamo il sistema rappresentato in . figura, costituito da due masse M 
ed m (M > m) collegate fra loro da un filo flessibile e inestensìbile dr 
massa trascurabile; e da una carrucola di massa li e raggio r, appesa a un 
punto fisso, che sostiene il filo. Si supponga che il filo non scivoli sulla car- 
rucola, ma si trascuri il lavoro compiuto dalle reazioni vincolali (vincoli 
perfetti). Determinare la legge del moto, e le tensioni f e T esercitate dal- 
filo sulle masse m ed M. ? 



r 



Il sistema ha un solo grado di libertà, e quindi la legge del moto può essere 
ricavata a partire da una sola equazione dinamica. Considerato che gli attriti non 
compiono lavoro, conviene usare il teorema di conservazione dell'energia che scri- 
veremo nella forma: ' 

U 0 - U = K - K 0 

dove U e K sono energia potenziale ed energia cinetica nella posizione generica e 
Uo e A Q sono energia potenziale ed energia cinetica nella posizione iniziale Per il 
nostro sistema questa equazione si specifica nella forma (tenendo conto che A' n = 0> 



Mg(Y 0 - Y) + mg(y 0 



y) = ~y MV 2 +-yniv 



+ ~y /w 



[VII. 55) 



,% „V S ? n ' e qUOle di M ed rispettivamente (Y 0 e r 0 i rispettivi valori ini- 
ziali); V la velocita di M e v la velocità dì u » tlQ/ttt la velocità angolare della 
carrucole / il suo momento di inerzia (Porremo / = (1/2) ^ supponendo che la 
carrucola sia costruita come un disco omogeneo). Come si vede, in questa equa- 
zione compaiono, direttamente c/o tramite le derivate, ì parametri cinematici , )'c 
B che descrivono la posizione delle varie parti dei sistema. Tuttavia - essendo il 
sistema a un sol grado di libertà - questi parametri devono essere fra di loro lesali 
da due relazioni geometriche, cosicché essi si riducono a un sol parametro indipen- 
dente. Si ha infatti, come è facile vedere; 



da cui anche co = - — = -i 



^ ~ * K - Jo ~y = - Ar da cui anche v = - V 
~ AY = + Ay = AQ-r 

Sostituendo nella [VII.55], questa diviene: 

« - «)* ( >'„ Y) = -y M y 2 + ~y ^ + m + J_ u j y i 

da cui derivando (e chiamando A = -~ facce le razione di M): 

-{M- m)g V = ~~{m + m+~^A 
risolvendo rispetto ad A: 
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-É! M 



A = - 



(M - m)g 
M + m + (l/2)\i 



Si tratta dunque di un moto uniformemente accelerato. Notare che la massa m 

avrà accelerazione a ~ -A = (jU ~ m)s 

M+ m + (\/2)\i' 

Le tensioni t e T possono essere calcolate scrìvendo la prima equazione cardi- 
naie per m ed M nspettivamenle. Si ha infatti 



~ Mg + T = MA = - M 
- mg + x = m a = m 



(M - m)g 



M + m + ( 1 ti) |i 



da cui T 
da cui x 



Mg 



mg 



2w + (l/2)n 
M + »i + (l/2)[i 

2M+ Q/2) n 
M + m+ iì/2)p. 
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E.VJI.19. Un camioncino ili massa M, mainalo su una stilla, spara orizzontalmente 
un proictriic cilindrico di massa m e razzio r. La canna dei cannoncino h a 
una risaluta elicoidale di passo p, cosicché il proiettile acquista una rota- 
zione al tonto al proprio asse ionaìtudinaìe. La propulsione al proiettile è 
fornita da una molla di massa trascurabile e costatile elastica k. inizial- 
mente accorciata di un tratto Determinare la velocità v con cui viene spa- 
rato il proiettile. Si trascurino ali attriti. 

Il sistema lui due gnidi di liberta: per descrivere la posizione, va specificata 
infatti la coordinala .v dei proiettile nonché la coordinata X del cannone: l'angolo e 
di rotazione del proiettile e invece completamente determinalo dalla posizione rela- 
tiva .v - X. Come equazioni dinamiche, possiamo usare il teorema di conservazione 
dell'energia (consideralo che gli altrìli sono trascurabili) e il teorema di conserva- 
zione della componente .v della quantiià di molo (tulle le forze esterne agenti sul 
sistema, che sono la forza peso e la reazione vincolare esercitala daile slille, sono 
dirette verticalmente): 

U„ + K n =■ U + K 

Inizialmente si ha V 0 = -~~ k i : (l'energia potenziale iniziale è data dall'energia 

elastica della molla) e À„ - 0 (il sistema è fermo); alla fine si ha U = 0 (la molla è 
completamente decompressa). Si ha inoltre Q„, = 0. Periamo le due precedenti 
equazioni divengono: 

~Y k ? a ~T M r " + ~T " n ' 2 + ~Y y «' [Vll.56a] 
Afl + mv - 0 | VI 1.56 b] 

In queste equazioni compaiono tre parametri cinematici (v, I; «); tuttavia (essendo 
due soli i gradi di libertà) deve esistere fra questi tre parametri una relazione geo- 
metrica. In cIVetti si ha: 

9 = 2 7, da cui derivando w = — —2n 

P p 

Dalla seconda delle [V11.56] si ha 

y=~ v J!L. ■ 2it(v-f0 v /. /,/ 

M ' 



per cui w = : = — |] + — ) 2-k 



La [VI 1.56 y] diviene pertanto 



P- \ M 



ovvero 



dunque 



Tabella VILI 

Momenti centrali di inerzia per alcuni solidi omogenei 
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CILINDRO CAVO 



N.B. A seconda del valore di , r 2 , I, queste stesse espressioni forni- 
scono i momenti centrali di inerzia per: 

- cilindro pieno (r, = 0) 

- sbarretta rettilinea (r, = r 2 = 0) 

- disco (/-, = /= 0) 

- cerchio - r 2 ; 1=0) 



SFERA CAVA 



h = '» = L = 



Per r 2 = 0 si ha la sfera omogenea piena. 



PARALLELEPIPEDO 



M 



h =~(b 2 + c 2 ) 



Per a = b = c si ha il cubo (/„ = /, = /„. = M £ j 
Per a = 0 si ha la piastra piana rettangolare. 






Esercizi de! capitolo VII 



VIM. 



MI.2. 



•.■^"'Wi;* s V.;iT s >>-. 



VI 1.3. 



VU4. 



vir.5. 



Vll.tì. 



VIL8. 



Un'asta omogenea di massa M è appoggiata ad un pavimento orizzontale 
scabro. L'angolo tra Tasta ed M piano orizzontale è 9. A distanza d = 3 L/4 
dal punto di appoggio A è appeso un corpo di massa m. Se il sistema è in 
equilibrio, calcolare la forza dì attrito (reazione tangenziale) nel punto A 



(Risposta: f' t 



(A) _ 



m) gcotg9) 



Ricavare l'espressione del momento M della coppia di forze necessaria a 
mantenere in equilibrio un disco omogeneo di raggio R, disposto con asse 
orizzontale nel campo della forza di gravità, sul quale sia stata saldata 
lungo un raggio formante un angolo 9 con la verticale, una sbarretta sottile 
ed omogenea di massa m e lunghezza pari al raggio del disco. 

(Risposta: M=~ mgstn%) 

Due lastre piane, rigide, omogenee, quadrate, di densità superficiali a, e a? 
rispettivamente sono saldate lungo il lato AB. Il sistema è appeso ad un 
asse orizzontale passante per A. Per effetto della gravità, ed in assenza di 
attriti, quale 1 espressione dell'angolo formato, all'equilibrio dal lato AB 
rispetto alla verticale? / 

Risposta: 6= arctg 3 ~ a ' 



o 3 + a, 



4L JJ 



Una sbarra rigida AB, di massa m e lunghezza L, può ruotare senza attriti 
intorno ad una cerniera A (issata ad un supporto verticale. All'estremo B 
della sbarra e appeso un carico di massa M. La sbarra forma con la verticale 
un angolo tì, essendo trattenuta da un filo orizzontale il cui carico di rottura 
e e che e ancorato alla sbarra nel punto Z> distante d dal punto A Rica- 
vare 1 espressione del massimo valore A/ MAX delta massa M, per cui si può 
avere equilibrio, / 

^Risposta: A/ MAX = cotge 

Calcolare il momento d'inerzia di una lamina omogenea (densità e spessore 
uniiormi), a Torma di triangolo rettangolo di cateti a e 6, la cui massa è M 
rispetto al cateto a (asse a-). jd . t . 

(Risposta: ! x = Mb~/6) 

Ricavare il momento d'inerzia del corpo rigido descritto nell'esercizio VII.2, 
rispetto aliasse del disco, nell'ipotesi che la massa del disco sia M. 

(Risposta: /„ = -4- (3 M+ 2 m) R 1 ) 
6 

Una sbarra sottile ed omogenea di massa M% lunghezza L forma un angolo 
o con una retta a, passante per il suo centro di massa. Calcolare il momento 
a inerzia /„ della sbarra rispetto alla retta a. 

(Risposta: /„ = -~ ML 1 sen 2 9) 

Sof^T r - e ^° è costituito da d ue sfere omogenee uguali di massa M e 
L™L """guarnente collegate tra loro da una sottile asta rettilinea ed 
STS*fi ' Ungh * zza 1 e massa '»* sald ^a lungo la congiungente i due 
wnm i aeile sfere. Calcolare il momento d'inerzia del corpo rispetto ad un 
asse bancentrale perpendicolare all'asta di collegamento 



Risposta: i a ~ 2M 



VU.9. Un volano è costituito da un cilindro rigido omogeneo, di massa M e raggio 
R, saldato ad un albero cilindrico pure rigido ed omogeneo, coassiale al 
primo cilindro, di raggio r e massa aggiuntiva 2m. L'asse a dell'intero 
sistema è disposto orizzontalmente e non ci sono alititi apprezzabili. 
Intorno all'albero è avvolto un sottile filo inestensibile, in modo da non slit- 
tare sull'albero, alla cui estremità è appesa una massa m'. Calcolare l'acce- 
lerazione angolare del volano. 



(Risposta: ù = > 2 y-\ 

\ MR + 2 Un + m'Y^j 



VIf.10. Un sottile tubo rigido, omogeneo, di massa M, ha al suo interno, in posi- 
zione simmetrica rispetto al tubo, un cilindretto molto corto di massa m, di 
diametro appena inferiore a quello interno de! tubo. 11 cilindretto può scor- 
rere senza attrito dentro al tubo. Inizialmente tutto ruota con velocità ango- 
lare u„ intorno ad un asse verticale, che passa per ii baricentro del sistema 
(inizialmente ii cilindretto è al centro). Ad un certo istante, per una lievis- 
sima perturbazione, il cilindretto si sposta dalla posizione iniziale e viene 
espulso dal tubo. In assenza di forze esterne, qual'è la velocità angolare w 
dei tubo, quando il cilindretto ne fuoriesce? 

h pos,a:w = T7TTV w ") 

WÙ\. Su un piano inclinato, partendo da fermi dalia stessa quota, rotolano senza 
strisciare un cilindro ed una sfera aventi lo stesso raggio. Chi arriva prima 
in fondo al piano inclinato? Al passaggio dal fondo del piano inclinato, 
quale è il rapporto tra la velocità del cilindro e quella della sfera? 

(Risposta: sfera; 0,97) 



Un sistema rigido, omogeneo, a forma di rocchetto, è costituito da due 
ruote cilìndriche di raggio R collegate da un asse cilindrico di raggio /■. Il 
momento d'inerzia del sistema, rispetto al suo asse di simmetrìa AB, vale / 
mentre la massa totale del rocchetto è M. Un filo inestensibile, flessibile e 
di massa trascurabile è avvolto intorno all'asse e non vi può scivolare sopra. 
Al filo è applicata una forza F orizzontale, perpendicolare all'asse del roc- 
chetto e costante. Il filo si svolge dalla parte superiore dell'asse. Determi- 
nare l'accelerazione del centro di massa del rocchetto, nell'ipotesi che l'ap- 
poggio sia su un piano orizzontale e che si abbia rotolamento puto. 



(Risposta: a = ^ ^ + '} 
I + MR 



V1I.13. Una scatola cilindrica chiusa e vuota, di altezza h e raggio R, costruita di 
lamiera omogenea per densità superficiale e spessore (molto minore dì j? 
ed h), ruota, intorno al suo asse baricentrale parallelo alle generatrici, con 
velocità angolare iniziale Wo . Dopo un intervallo di tempo Ar, a causa di 
attriti, il cilindro si ferma. Nell'ipotesi che sia costante nel tempo il 
momento M f della forza frenante, calcolarne il valore. 

Risposta: Mf = ( * + 2h) ) 



Al 



W\à4. Una sfera omogenea di massa m e raggio r ruota con attrito intorno ad un 
suo asse baricentrale. Partendo con velocità angolare u 0 , la sfera si ferma 
dopo un numero n di giri. QuaPè l'espressione del momento M A della cop- 
pia frenante, nel caso in cui sia costante tale coppia? 



[Risposta: M A - m ** "° 

\ io™ 
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VII 15. 



ure iillnm^ T gene ° r maSSa 6 rim ° R e dis P° st ° i" modo da ruo- 
tare intorno ad un asse fisso orizzontale passante per il suo centro di m««L 
e parallelo alle sue generatrici. Tate rotazione avviene con aUr o cos an e 
ne tempo. Sul cilindro è awoito un filo inestensibile, di n a Mra ur 

ri'£ ?l n ° n , SllUa SU! ' a S " perflcie dd dlindro ed a[la cui esSmi^ ! 
no e e attaccato un corpo di massa n h . Partendo tutto da fermo, si osserva 
che quando K corpo e sceso di una quantità A, il cilindro sì trov , a TnoZl 
con velocita angolare ov in questo momento viene tagliato M fifo S 
quanto tempo il cilindro si ferma? po 




(Risposta: A, = -i*^ 
\ 2 Mi 



con 



<4r 



VILI 6. 



i 1 j h 



me f fit, P g£llea d ' mSSa e Vinc0lata a muoversi m ^ piano verticale 
mediante una cerniera priva di attrito applicala ad un suo estremo II 

^ m0 ,°T St r colle * atoad Ul1a molla elicoidale, ad alse ve cale di 
costante clastica A (vedi figura). Se si sposta di poco la sbarra dalla sua 
posizione di equilibrio (orizzontale) e la si lascia andare si osse™ <t*nl 
oscillazioni. Ricavare l'espressione de, periodo deHe picco?e 0 7cTa^!: 



Risposta: T = 2k 




m 
3k 




~ J nit 0 D nio f nea PQ ' di massa e lunghezza L, è incernierata 
nel! est remo P ad un manicotto di massa trascurabile e he puTsTóm re 
senza attrtto su un filo orizzontate (asse .v). La cerniera lavora senza attr to 
e a barra si muove su un piano verticale. Inizialmente la sba ra fcrm ed 
e sistemata in pospone orizzontale, con il punto nell'origh e delPa se ' 
Ad un C e r to .stame la sbarra viene lasciata andare sotto I Iòne del orza 
peso Determinare la traiettoria del .entro di massa della sbarra eia sua 

sposta: .\y = costante = L/2; v, (9) = ( 3 ^ setì 6 cos 2 8 



( ICU 



3 cos'è + 1 



TI 



VI LI 8. 




estremi due TTa ' ^ masa * lun 8 heaa L < * ™« 

v Sta a rui ar, /T' 0 ^ aV ? nU daScuna massa La sbarra è 
zònta e intorni H ,n,zialmcnle . c ™ velodta angolare ^ su un piano oriz- 

rèmo SS« V f tICal f PaSSante PCr U " punt0 a dis ' a ' 1za * da 

copi dTfoS d nJ 3 - LS : St T,° d£gli attriti clle sono assimilabili ad una 

minimo I ZL t « M T™*' Qual ' 0 il valore di * che rende 
minimo il tempo t } necessario al sistema per fermarsi? 

(Risposta: x = U2) 

SJo m/Jli"- om 0 ° 8enet \ a P arete cottile di spessore uniforme, il cui 

ne™ ri^ £ ? = 4,9 m ' , PU ° rU0,are Senza attri,i into ™ a d una sua ge- 
; ? ,SP °f a orizzontalmente. Calcolare il periodo delle pìccole oscil- 
l«.on. del sistema nel campo della gravità. (Risposta: % = 6 , 28 s) 

V "' 20 ' dlinS P l^ d n°, ?ÌIÌn ? rÌC °K- ' , raSgÌ ° * e altCZZa * è costìtuito da due semi " 
à „ ù- emrambl dl raggi0 * SH,dali sui P ian ° "«diano, di den- 
scìare'.M 1 P amen,C ' C °' 1 Pl > 11 cilindr ° P uò violare senza stri- 
S,™ p ' ano optale ed e inizialmente fermo in equilibrio instabile 
vuli figura). Per una leggera perturbazione il cilindro inizia a rotolare. Qual'è 
1 energia emetica totale del cilindro quando il piano AB è ruotato di */2? 

(Risposta: A' = —gRUpi ~ Pi)) 



r 



raggio, e massa commessila J che "T" ° m0genc, > * 

Sui cilindri laterali so£c 5£l due "fi "n Sit.T " CÌ1Ìndro " 
ancorati superiormente ad un c,, n „r! ines . tensibl ' 1 e dl '"assa trascurabile, 
sui! asse e d 1e , in ogn istanti 2 ° or '" ont ^ ^ che non slittano 
trascurano gli a U ri?f e s a ' S 1 ° nzzomalità "ci sistema. Se si 

calcolare rLeleraz io T e tn, 1*1 TZ^° ' W ^ 
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[Risposta: «, = - °»i + '»>>*■' 
\ 



■ + 5- 



\^rÌ2. 



di massa ,„ àil^l^^™»"*^ Praticamente puntami 
intorno ad un asse ve icaT n™ V" 01 ™ 00,1 vclocità ""8°'^ " 
formante con (S 7i un an^ n fi^^ "."T dÌ massa dcl si ^™ « 
-mento della « d^S^ 

(Risposta: p = 2W US enej 

ruota con velocità angolareTimo™ orizzontale Privo dì attrito e 

suo vertice. Calcolai ff*^ S 'SEST 

(Risposta: A = 2A w V/2 con i = ,„/4<» 
Un carrello è costituito da un corno rf-nrr.u , h . 

anteriore ed uno posteriore cosSuì^ h '^ , ^ S,S ' Cmi rUolanti < Lmo 
raggio R collegate da un asse rìSZ r- U "° dj Una copf,ia di ruot <= 
d'inerzia/. Sia m | m!i tota £ £S7, S,Stema motante lla "«omento 
I! carrello è posto su binar o^ Ln , f (C ? fP ° Cemra,e + assi e 
rotolamento delle ruote ^7^0^ Z>T ""^ Cm m ° t0 di puro 
Pamela ai .nari. Detenir^^ S^z^^S^ 

Risposta: a = ^ 

w/P + 27 

StfSL^^ « — " e raggio * può 

mente un uomo di massa ° è fr™ VT* 0 Ven,calme,ltó - ^ai- 
questa ruota liber mente 1 Ì^L^° ^ piatlafor ™> ™ntre 
J'uomo si mette a camminaTed alla fine W ", Ad U " Cert0 islante 

forma. Qua,, la velocità angore ^V^^^ *$» 

(Risposta: u = + w 2f "-j 

sensibile, di massa ^ aicurahi e f e , nSSaI ° in A > alla massa è ine- 

Periodo delle Se oSl az ini dS ^ CarmC0,a - Ca,cota ™ '' 
verticale. oscillazioni della massa m nel suo moto lungo la 



VI 1,25. 



1 



(" 



Risposta: T = 2 ti 



ì / Af + 2 W 
V 2A 



m„ 8 






VII.27. Il rocchetto dell'esercizio VII. 12 (di massa totale M, momento di inerzia / 
raggio delle ruote esterne R e raggio dell'asse r) è sistemato come in figura' 
Il piano orizzontale è tale che il rocchetto rotola senza strisciare quando il 
filo, arrotolato sull'asse in modo che non vi possa slittare sopra e che tiri i] 
rocchetto dalla parte inferiore dell'asse, è tirato da una forza orizzontale 
costante dovuta al peso della massa m. La carrucola su cui passa il filo è di 
massa trascurabile e non presenta attriti. Il sistema parte da fermo. Calco- 
lare la velocità della massa m dopo che è scesa di una quantità h 



(Risposta: v = \/ 

\ V MR 1 + I + in (R - 



MR 2 + /+ di (R- rf I 

MI. 28. Una sfera omogenea di raggio a rotola senza strisciare con velocità di tra- 
slazione v 0 su un piano orizzontale; la direzione di v 0 è perpendicolare alla 
faccia verticale 00' di un blocco fisso (gradino) di altezza h (/; < a). L'urto 
tra sfera e blocco è tale che il punto della sfera, che viene in contatto con lo 
spigolo 0, non slitta e non si stacca, mentre la sfera si solleva dal suolo 
(come si vedrà nel prossimo capitolo, si dice che si tratta di urto anela- 
h stico). Quafè la minima velocità vJ, M,N > che consente alla sfera di salire 

sopra il blocco? / 

Risposta: v< M '"' = a {Wih\ 
7 a— 5 h I 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo VII 

MI.l. Scrivere le condizioni di equilibrio per forze e momenti applicati all'asta. 
E conveniente scegliere il punto A come polo per calcolare i momenti delle 
forze. 

MI.2. Il momento richiesto deve essere uguale ed opposto al momento della forza 
peso relativa alla sbarretta. 

MI.3. Conviene considerare separatamente le forze peso sulle due lastre come 
applicate ai rispettivi c.d.m. Per l'equilibrio, deve essere nullo il risultante 
dei momenti di queste due forze rispetto a! punto A, 

MI.4. Scrivere la condizione di equilibrio per i momenti, per esempio rispetto al 
polo A e poi cercare il valore di M che rende massima (r K ) la tensione del 
filo. 

MI.5. Applicare la formula che definisce il momento d'inerzia rispetto ad un asse 
generico, decomponendo, nell'integrale, il triangolo in elementi dm che 
equidistino dall'asse x. 

VH.6. Suddividere l'integrale complessivo del momento d'inerzia in due contri- 
buti separati, uno dovuto al disco ed uno dovuto alla sbarretta. 

MI.7. Calcolare in modo diretto, secondo la definizione, il momento d'inerzia 
i a - ) h dm. Verificare il risultato ottenuto usando la formula [VII.H]. 

MI.8. Il momento d'inerzia di un sistema composto è la somma dei momenti 
d inerzia dei singoli componenti. Utilizzare il teorema di Huy gens-Steiner. 

VII.9. U sistema ha un solo grado di libertà. Proiettare sull'asse a la seconda equa- 
zione cardinale della meccanica dei sistemi. 



VH.10. Il sistema e [solato e si conserva il momento della quantità di moto II cilin- 
dretto e corto ed il suo momento della q.d.m. iniziale può essere trascurato 
retta Sa ° ' nerZ ' a S0U ' le tUb ° PUÒ 6SSere assimilat0 ad sbar- 

Vll.il. Applicare il teorema dell'energia cinetica ed il teorema di Kòenig. 

VII.12. Si possono applicare le equazioni cardinali della meccanica dei sistemi 
rigidi prendendo, come polo per i momenti, il centro di massa C È possi- 
cinetiTa " U probIema facentJo ricors ° al teorema dell'energia 

VII.13. Applicare la seconda equazione cardinale della meccanica dei sistemi 
rigidi, proiettata sull'asse barìcentrale di rotazione. 

Come in tutti i casi in cui si considerano spostamenti e forze che lì produ- 
cono (in questo caso rotazioni e momenti delle forze), conviene ricorrere al 
teorema del! energia cinetica. 



V1U5 ' tle^Vl ,e ° rema , deirene > a cilleCica ^ P^ la fase di frenamento in 
assenza di trazione, la seconda equazione cardinale della meccanica per i 
corpi rigidi ruotanti intorno ad asse fìsso. 



V1I.16. Scrivere la seconda equazione cardinale della meccanica dei corpi rigidi 
rispetto al polo A, sia per la posizione di equilibrio, sia per una posizione 
leggermente ruotata della sbarra. Risolvere l'equazione differenziale che ne 
deriva, ricordando le caratteristiche del moto armonico. 

VII.17. Applicare la prima equazione cardinale della meccanica dei sistemi per 
determinare a componente ideila velocità di C(e di qui anche la traietto- 
ria di C). Utilizzare anche il teorema dell'energia cinetica. 

VI1.I8. Osservando che si tratta di moto rotatorio uniformemente ritardato rica- 
vare I espressione d. f f in funzione di x Cercare poi il valore di x che rende 
niirii rno if. 

VH-I9. Riferirsi all'esempio E.VII.10 ed utilizzare il teorema di Huygens-Steìner. 

Vl1 ' 20 " zSTi M H e0re "J a dell ' ene 'S ia cinetica « riferirsi all'esercizio sulla posi- 
zione del c.d.m. di una lamina omogenea semicircolare (Es. VU2). 

WL21. Si può usare il teorema dell'energìa cinetica, scrivendo la relazione tra velo- 
rispetto Z tempo 6 Vanazi011e di quota e - successivamente, derivandola 

V1I.22. Calcolare separatamente i vettori momento angolare, rispetto a C delle due 
masse situate agli estremi A e B. Sommare vettorialmente i due momenti 
angolari e quindi calcolare il modulo del momento angolare risultante. 

V "' 23 ' «ntri£ e, Sai?. Ìdi,,e U COmÌCe 13 reaZÌ ° ne WnC0 ' are UgUagMa !a forza 

Wl-M. Applicare le equazioni cardinali della meccanica dei sistemi oppure il teo- 
rema dell energia cinetica (derivando rispetto al tempo la relazione che ne 
consegue). 



..2s. E nulla la componente nella direzione dell'asse del momento delle forze 
esterne: si conserva il momento assiale della quantità di moto. Trascurare il 
momento della q.d.m. dell'uomo nella rotazione su se stesso, quando è arri 
vato al centro della piattaforma. 



VII.26. Applicare le equazioni della meccanica ai corpi singoli m ed M Tenere 
conto che la forza della molla dà luogo ad azioni di richiamo (spostamento 
di un certo segno corrisponde a forza di segno opposto). 

VH.27. Trattandosi di un problema in cui è dato lo spostamento del punto di appli 
cazione della forza, è conveniente usare il teorema dell'energia cinetica, 

V1I.28. Nella fase di collisione tra sfera e gradino si conserva il momento angolare 
rispetto aì punto fisso 0. Il punto O resta bloccato mentre la sfera sale sul 
gradino. Neila fase di salita il lavoro della forza peso riduce l'energia cine- 
tica di rotazione della sfera intorno al punto 0. 



Capitolo ottavo 

Problemi d'urto 



Consideriamo una biglia che si muove su un tavolo da biliardo. Via via 
che essa procede, la sua velocità va diminuendo, seppure lentamente, per 
conseguenza delle forze di attrito. Se però avviene uno scontro con un'altra 
biglia che si trovava ferma o in movimento sul tavolo (si dice allora che le 
due biglie uno no fra di loro, o che subiscono un uno), la velocità di ciascuna Urto 
biglia subisce una brusca variazione, in generale sia come direzione che 
come modulo; e questa variazione avviene in un tempo At molto breve, ^ ' 
tanto breve che sono del tutto ininfluenti le variazioni di velocità che nello 
stesso intervallo di tempo At sono provocate dalla azione delle forze 
esterne. 

In effetti, affinché una interazione fra due punti materiali (o fra due 
oggetti) sia definita come un urto, non è necessario tanto che i due punti 
entrino a contatto diretto (negli urti fra particelle nucleari o subnucleari le 
distanze relative possono anche rimanere sempre molto più grandi delle 
dimensioni caratteristiche delle particelle); quanto che sia verificata la con- 
dizione che il temp o djjnteraaone Ai sia cosi breve da rendere ininfluente, 
rispetto all'evoluzione del fenomeno, il contestuale effetto di eventuali 
forze esterne. Precisiamo meglio questa condizione ricorrendo alle oppor- 
tune equazioni dinamiche. 

Consideriamo dunque due oggetti puntiformi (ad esempio due piccole Uno 
stere) dì massa w, ed m 1 , che si muovono sotto l'azione di forze esterne, 
sl ano f tl ed f l2 . 

, Per ciascuna di esse possiamo scrivere l'equazione del moto (Il princi- 
pio della dinamica): 

7 , - 

? - d h 

f n = in 2 a 2 = 



di 
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tei 




■■ »- 



ilf ! 




*1tì 




Integrando queste due equazioni fra due istanti qualunque t 0 e /, si ha (vedi 
eq. [1V.17]): 



hi = ?i(0 " = Ài " 5oi = A <?i 

7,2 = ^(0 - ÌMO = 5: - 7«2 = 



[Villi] 



dove 7,., e 7 t . 2 rappresentano l'impulso di ,/;., ed f t2 fra gli istanti t u e f. 
Poiché le forze estèrne che agiscono sulle sfere hanno in generale un anda- 
mento regolare in funzione del tempo, /,., e l t . 2 sono infinitesimi simultanei 
a Ai, e il loro ordine è uguale (0 superiore) al primo. 

Supponiamo ora che le due sfere vengano a contatto. Alle forze 
esterne f c[ ed f fl si sovrappongono durante il contatto le forze^ ed/,' 2 che 
!e sfere si scambiano fra di loro. Rispetto al sistema formato dalle due sfere, 
fu e d 7i2_sono forze interne; in virtù del 111 principio delia dinamica si ha 
f n = - fu. Integrando rispetto al tempo fra un istante t 0 precedente all'urto 
e un istante ( successivo ad esso, si ha 1, 2 = - 7,,. Le [Vili. Il divengono 
dunque: 



/,, + A = A5i 
7, 2 - 7, = Aq 2 



[VI II. 2] 



avendo indicato I n con /, e l sl = ~ f n con - 
\ Se le due sfere sono molto deformabili, il contatto può durare per un 
: tempo At = t - t 0 abbastanza lungo; e può essere allora che le forze interne 
' f, restino durante il contatto confrontabili, in intensità, con le forze esterne. 
In questo caso, anche i moduli dei relativi impulsi /, e /,. sono fra di loro 
confrontabili. Se invece le sfere sono rigide, il tempo Ai di contatto diviene 
più breve. L'impulso 7, delle forze interne è comunque tale da provocare 
delle variazioni di quantità di moto A// che sono confrontabili in modulo 
con le quantità di moto possedute dalle sfere; nel brevissimo intervallo di 
tempo Ai per cui dura il contatto le forze mutue divengono intensissime, 
spesso di molti ordini di grandezza più intense delle forze esterne. Gli 
impulsi /,., e I c2 delle forze esterne, calcolati sul breve intervallo A/, hanno 
per conseguenza moduli e l t , 2 trascurabili rispetto a 

In effetti si dice per definizione che due ometti puntiformi subiscono mi 
i urto quando essi interagiscono scambiandosi un impulso l, confrontabile in 
■i intensità col modulo delle loro quantità di moto, in un tempo Ai tanto breve 
j che risulti, rispetto a I . trasatrabile l'impulso delie forze esterne 

Ai, hi « h 

Inj^Hejjiijni, furto è una interazione molto intensa, così concentrata nel 
tempo che il. contestuale effetto delle eventuali forze esterne è trascurabile: 

Turante un urto il sistema dei due ometti può essere considerato praticamente 



isolato. 

In queste ipotesi, le [V1II.2] divengono: 



[VI11.3] 

dove 



/, = Aq, = m,v, - /w,v ol 
- /, = Aq 2 = m 2 v 2 ~ m 2 v (l2 



l = S' M 



t) dt 



[VI II. 3. a] 
[VlIlJ.b] 



[VII1.4J 
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In un_ problema d'urto lo stato di moto iniziale delle due particelle 
(<? 0 i = "" m i^oi e ? o2 "='m 2 v o2 ) è noto e si tratta di determinarne lo stato di 
moto finale, specificato (nercàscf che stiamo parlando di particelle punti- 
formi) dai due vettori q { = m ] v ì e} : = m 2 v 3 , che equivalgono a sei inco- 
gnite scalari. In linea di principio, ciò può essere fatto utilizzando le due 
equazioni vettoriali [VIII.3]; nei prossimi paragrafi discuteremo entro quali 
limiti e impiegando quali tecniche il problema può essere affrontato. 

Notiamo che sommando membro a membro le [VIII.3] si ha: 

Atfi + = 0 [VIII.5.a] 

ovvero 

Qi + Qì = §01 + 9*1 [V1II.5.D] 

m,v, + m 2 v 2 = m,v 0l + /ji,v o2 [Vili. 5. e] 

in un urto tra corpi non vincolati sì con<<.n\; !,i quantità iti unno totale Coi e de ila g 

del sistema (costituito dall'insieme dei due oggetti che interagiscono). tir ;ih>u> «n L ik- 

Nel caso di particelle puntiformi, le. [VI II. 5] esauriscono le informazioni 
cinematiche relative "all'urto; e le [VIH.3] esauriscono le informazioni dina- 
miche. Ndcaso di urti fra corpi rigidi non puntiformi ciò non è più vero. II r/- V 
sistema ha allora 6 + 6 - 12 gradi di libertà. Oltre alle equazioni [VÌI1.3] e 
[VIII.5] relative alie quantità di moto dei due sistemi che interagiscono, 
vanno scritte anche je analoghe equazioni relative ai momenti, e la tratta- 
zTònè : può complfcarsi notévolmente. 

Nel momento dell'urto, gli oggetti sono a distanza relativa confronta- 
bile con le loro dimensioni, ed è dunque discutibile che essi possano essere 
mai trattati come puntiformi. Tuttavia la descrizione che si riesce a dare del 
loro moto si limita sovente al loro moto di insieme (moto dei rispettivi 
centri di massa); quando ciò accade il loro momento angolare non è pratica- 
mente misurabile, e le relative equazioni non sono utilizzabili. 

Tuttavia in alcuni casi (trattati nei par. VHI.2 e VIII.3) le informazioni 
in nostro possesso sono comunque sufficienti a garantirci che i momenti an- 
golari delle particelle non vengono perturbati nell'urto; la descrizione me- 
diante il puro moto traslazionale è in questi casi esauriente (urti elastici). 

In altri casi (urti anelastici) si sa che entrano in gioco i moti intorno ai 
baricentri delle particelle; ma le informazioni dinamiche e cinematiche in 
nostro possesso non sono tali da consentirci di usare le equazioni del 
momento. Solo in alcuni esempi dell'ultimo paragrafo noi ipotizzeremo di 
trovarci nelle condizioni di dover usare (e di potere usare) le equazioni di 
conservazione del momento angolare. 



Esempio 

E.VHI.I. Una palla di gomma di raggio r = 5 cm e massa m = 100 g rimbalza sul 
pavimento cadendo da una altezza li = 2 m. Valutare l'ordine di grandezza 
delle forze che entrano in gioco nell'urto 

Usando la [VII1.3] si ha: 
\ da cui 7=-^- 

\T~\ Val ° r medio della forza < in modulo), àt è il tempo per cui dura l'urto e 
IA?I è il modulo delta variazione di quantità di moto della palla che rimbalza. 
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Trascurando la resistenza dell'aria, la palla giunge sul pavimento con una velo- 
cita v o! ] cui modulo è v Q = /2g/i= ^2.9.8m/s'-2m - 6 m/s, e rimbalza 
velocita v che e circa uguale ed opposta a v u . Pertanto nell'urto si ha 



con 



\Aq\ = \tiì{v- v 0 )| = 2 mv 0 = ],2 Kg 



m/s 



La deformazione subita dalla palla nel rimbalzo è confrontabile col raggio dici-mm 
che sia <l - 2 cm - 2 -10 1 m. Nel momento /„ in cui la palla tocca ì! terreno a 
velocita del centro < e v,„ = v „ ; nell'istante /, di massima deformazione è v , - n 
Per cu, mentre la palla c a contatto co! terreno il centro c sì muove in fase d'i com- 
pressione di un tratto ,/ con velocità media v, = ±Z±±L , 3 m/s <. e dunquc sj ha 

Salutazione della dunna dì un d 2 . 10 -^ m 



Il tempo totale dell'urto è dunque A/ = 2 (/, - /„} = io" 
Abbiamo dunque in conclusione 



Valutazione delle lorze in | if | L2 kg m/s 

-- i0LO 7 " " TZTZ - 120 kg m/s 2 = 120 N 



IO"' s 



t , ' , T r Cl1 ° rdme , dì 100 N ' p;,ri eirCil aI P es « fi una massa di 10 kg 
Se la palla anziché d, gomma fosse stata di acciaio, a parità di massa (sfera cala) la 
deformazione sarebbe stata dell'ordine di IO" 1 cm » [ mm; ,1 tempo di contatto A/ 
sarebbe stato dell'ordine di 5 - IO" 4 s, e dunque la forza /dell'ordine di 2000 N. 





VÌII.l. Considerazioni metodologiche generali relative all'urlo fra 
particelle 

tfm i d 7 etl0 del I 1 , a !oro semplicità formale, le [VIII.3] sono tutt'altro che 
™E5 v- f ' 11 P rinc, P a * e motivo è ^e di solito non siamo in grado di 
calcolare l'impulso [VJII.4] delie forze che le due particelle si scambiano. 

consideriamo ad esempio due sfere di raggio rispettivo R : ed R 2 . Fino 
n^t.T V ntr ! s ' mante "S° n( > a Stanza d > R t + R 2ì | a forza / è nulla. 
S l% dUe , S ? re SÌ defor ™ no ' e i centri giungono a 
mnWn™,? h 1 2 ' U ? rza (elastlca) che le due sfere sì scambiano per 
due Srtri r deformazione è fretta secondo la congiungente i 

meni? in f, ■ C 5- SUa intensità f P u ° essere misurata, anche statica- 
Snl '? ne ? * ^- P " ari,a di def ormazione l'intensità delia forza 

Sìn rii V^ £ l l °5 e costituisce le sfere, e in particolare dal suo 
modulo di Young Nella ftgura è mostrato l'andamento tipico qualitativo di 
Vn™ ^1°" Ottavia, a prescindere dal fatto che durante l'urto pos- 
,™ a ^ e «loco anche forze non misurabili staticamente (ad esempio 
a«i,.n^f n t0 ," el Punt0 di contat10 ' ""a forza dissipatìva che si 
nST 8 i V. 7 6laStlCa COme " efreq - f V ' 48 »' va n <*ato che comunque 
SSr- n 1 - ' tFamÌte la [VIII - 4 1 ci serve I 1 "'"'» il'f, i-on il tempo e 
vatln HiVl P ° SIZ10ne ; e noi non P° ssed 'anio, relativamente ai breve inter- 
mentn S '? CU ,' Urt ° aVV ' 6ne ' ^"^'O de ^ informazioni sull'anda- 

IV* hT 6 ' parametri da cui ^ forze mutue dipendono. 
m ,*« £11 ca " t0 ',y a osservato che la cinematica dell'urto (cioè Io stato di 
mn n f ;, W f 1 ? 1 ! emergenti) è determinata, a partire dalla quantità di 
Santan™ i ,? ^ due P articelle ' dall'impulso delle forze e non dal valore 
istantaneo delle forze stesse. Il fatto ad esempio che le sfere siano più o 



-b \ 



meno rigide influenza il tempo per cui dura l'urto ma non l'impulso / (cioè 

?urto Wui^^ delIe M T 16 Sfer£ SÌ SC3m bSoduSS 
I J : l < ' u-l C3S0 in CUI Ie forze di at,ri( o statico e quelle dissipa- 
le siano rascurabili, vedremo che la cinematica dell'urto fra le sfere 

Tifa ' ParametH ge ° metrÌCÌ rdatÌVÌ alI ' Urt0 e 110,1 d * P— i 

tini N U ^° dÒ c ? nsiderato > I^PProccio ai problemi d'urto può essere di due 
t'PJ-iN^o d L u^ fra ^tti . macroscopici (ad esempio due palle da 

SSiSSS?- m0 T n !° ? eirUrt0) PU0 essere considerata nota c 

controllabile si può lanciare la biglia-proiettile in modo che l'urto con la 

SS -S**?? s,a «P« no » < cioè centrale); ovvero in modo che la veloci à 
del centro del protettile disti dal centro del bersaglio di una quantità A 
(detta /— Wta) scerta a prìorji ]n t0 ca S S0 anche mforma oni 
parziali a proposito della natura delle forze scambiate possono on/enti S 
risolvere la cmematica dell'urto; e dunque di prculrc la dire" 0 , e e la 
velocita con cui le particelle emergono dall'urto 

cole o nuT; dÌ PartÌ . Cd n ™ cros copicheW esempio atomi e molc- 

ifL « nuclei 1 atotnia ' 0 Particelle subnucleari) la forma e la configurazione 

LTo1,Si re ' at 'r dd Pr ° ÌettÌIe S del berSa ^° non .ote p" or ° 
controllabili con la precisione necessaria. In questo caso è usuale che a cimi 

m nte a 7 a d etr ' CmematÌCÌ rdatl ' VÌ all ' Urt0 venga,1 ° durati p ime, " 
mente (ad esempio si misurano le direzioni delle particelle emergenti m, 
non i e ,oro velocità; oppure si misura la quantità di mi Td. un 'sda 
dene particelle emergenti; ecc.). Le equazioni dell'urto vengono usate in 

SmatSe Hi I C ° mpietare H QUadro cine ™ tico calcolandole grandez 
cinematiche che non sono state misurate direttamente, nonché per trarre 

gioco («tatton di torma»). Va notato che di norma, nel caso di urti fra miti 

vi oc^defla lucf d UdearÌ ' ^ to gÌ ° C ° ^ ^tab'i^cof £ 
ricKl i ' ed 6 necessano lizzare la dncmalka rchumsiica che 

amo fa n 'Z°,n eqUaZ10nÌ dÌVefSe Hspetto a quelle cui limi- 

amo la nostra attenzione in questo capitolo 

geometri" 10 ' QU f StÌ , aP , Pr ° CCÌ è °PP° rtun o approfondire il significato 

SrXsalvo'avTn "J^ T*™ mU] 6 {VUL ^ nel farl ° 'POtiz 
rw« ■ ? , contrano dl a v "e a che fare con oggetti sferici 

nien^SfS di '-e- 

dotato d1 S nn P J Ù T^, Che Si P ^ Senta ne,ia pratica è ^ello di un oggetto 
ferZ ? u ^ C V ta Vel0C,ta («Proiettile») che va a urtare contro un «Setto 
e r^ erSaglÌ0>>) ' 11 Sistema inerziale Oxyz in cui H ber^sagho è femio 
stemfn 0 -f - ,abontorfo - Conviene scegliere uno degù assì Ti 

sistemaTel labori t V ° del Pr °ì ettile ' Con questa scelta > «I 

come 'aboratono le condizioni iniziali q ol e à o2 possono essere scritte 
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Urto fra (.myciii macroscopici 



urto centrale 



a* 




urto con parametro 
d' urto b 



l'anime irò d'uno-. 

Urlo Ini parlicene microsco- 
piche 



Pallori di forni;] 
Cinematica relativista 



Proiettile e bersaglio 



Sistema del laboratorio 



?oi s (<7ol,0,0) = (W!V o ,0,0) 

?o2 = (0, 0, 0) 



[VII1.6J 



crostoni' hfl ( esempio nel gioco del biliardo), l'urto fra particelle ma- 
oscopiche e vincolato ad avvenire in un piano. Anche quando questo vin- 
sia assente, e l'urto abbia luogo nello spazio, se indichiamo con £ il 



Urti piani 
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G>pl;marilà desili urti 



piano individuato da <?„, e £1 (cioè dalle direzioni che il proiettile ha 
prima e dopo l'urto), questo piano contiene anche q 2 (cioè la direzione di 
rinculo del bersaglio). Essendo)' infatti nulla la proiezione ortogonale a £ di 
Atf] = ?i - q oi , in virtù della [VlII.S.aJ deve essere nulla anche la compo- 
nente ortogonale a Idi Aq 2 . Dunque l'urto fra due particelle si svolge tutto 
in un piano (cop/anaimi Jcìì/ì uni). Nel caso di particelle sferiche tale piano 
è anche, evidentemente, quello che contiene la velocità v tì e il parametro 
d'urto Scegliendo tale piano £ come piano xy, si ha per quanto detto: 

bersa 9' io 5, = (q ìx , tf,,,0) 

<h = Uh,, <h, , 0) 



Sistema del centro di massa 



La velocità del centro di massa 
e costante 



La conoscenza della direzione di b, e fuso della [VIII.5.a], ci ha consentito 
così nel caso di oggetti a simmetria sferica di ridurre le incognite cinema- 
tiche del problema d'urto da 6 a 4. 

0|tre_al __sìstema dì riferimento Oxyz del laboratorio, introduciamo ora 
anche il sistema di riferimento Cx'y'z' del centro di massa C(con origine in 
C e assi x'y'z' paralleli a xyz). Poiché nell'urto la quantità di moto totale 
del sistema si conserva, il centro di massa C si muove nel laboratorio con 
velocità V c costante; indicando infatti con M = w, + m 2 la massa totale del 
sistema, si ha 



MKc = 4 = ?oi + <i 0 i = ?i + Qi = Q = MV e 

Anche il sistema del centro di massa è pertanto un sistema inerziale, ed è 
dunque utilizzabile per scrivere le equazioni dinamiche dell'urto. Rispetto 
al sistema del laboratorio, la velocità V c del sistema del centro di massa è 
parallela all'asse x ed è data da (vedi eq. [VI.26])- 



V — V = ^~- 



M 



= v„ 



m, + m 2 



[VIII.7I 



( Us^m^lejrasformazìoni di Galileo, si calcolano le velocità delle particelle 
nel sistema del centro di massa: 



vi, = v„ - V = 



m 2 



v 0 ; ^ = 0-^=-^.= - 



mi + m 2 



[VIIL8I 



vi , . ' , , Sempre nel sistema del centro di massa, le quantità di moto delle due 

Nel sistema de c.d.m. e particelle prima dell'urto (fra dì loro uguali ed opposte visto che Q' 0 « 
q.d.m. sono uguali ed opposte = q > + q < _ q) 



wi] + m 2 



[VIII.9] 



Dopo 1 urto, le quantità di moto <j\ e q' 2 pur essendo in generale diverse 
d _a tfoi e. q o2i sono comunque fra di loro uguali ed opposte (essendo 
Q + = 0): 



9i = 



[VIII.10] 
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Per motivi di simmetria^ la trattazione dei problemi d'urto assume fa 
sua màssima semplicità ne) sistema dei centro di massa. Tuttavia la defini- 
zione delle condizioni iniziali (lancio del proiettile) e la misura della cine- 
matica finale vengono effettuate nel sistema del laboratorio. Per conse- 
guenza, la procedura più efficace per la trattazione dei problemi d'urto è la 
seguente: 

a) Definizione delle condizioni iniziali nel sistema del laboratorio, 

b) Trasformazione al sistema del centro di massa. ìx~ 

c) Calcolo della cinematica finale e delle conseguenze dinamiche nel 
sistema del centro di massa. 

d) Trasformazione dei risultati dal sistema del centro di massa al sistema 
del laboratorio. 



Esempio 

E.VIII.2. Una biglia di massa M = 0,2 kg si muove con velocità v„ = 3,5 in/s, e va a 
urtare una seconda biglia ferma di massa M = 0,15 kg. Con clic veloci fà l\ 
si muove il centro di massa? Quanto valgono velocità c quantità di moto nel 
sistema del eentro dì massa? 

Indicando le componenti dei vettori nella direzione di v, si ha: 
i/ M , c , 0,2 ,, , 

' = Vo ^7TaT = 3 ' 5 m/s ' o.2 + o,i5 = 2 m/s 

Si ha inoltre: 

v; ' = -uTTm v ° = '' 5 ni/s ; ^ = ~^Tm v ° = " 2 m/s 

<l'oi = ' v ° = °> 3 fc S m/s ; q' ol = -q' aì = - 0,3 kg m/s 



VIII.2. Urto elastico fra particelle sferiche 



Uno clastico fra siete 



Consideriamo due biglie che compiono un urto. Nel sistema del labo- 
ratorio la biglia proiettile (di raggio R } e massa w,) si muove inizialmente 
con velocità v 0 ; la biglia bersaglio (di raggio R 2 e massa m 2 ) è inizialmente 
ferma. 

Scegliamo il sistema di riferimento così come specificato nel paragrafo 
tutto il fenomeno si svolge allora nel piano xy. Supponiamo di 
sapere (come unica informazione dinamica) che sono assenti le forze di 
attrito e ogni altro effetto dissipativo (urto elastico). Se conosciamo il para- 
metro^Turto b, l e informa zioni Wnamiche e geometricfielh nostro possesso 
sono sufficienti a farci calcolare co la cinematica dell'urto. 

Come abbiamo anticipato, ciò' può essere fatto più semplicemente nel 
sistema del centro di massa; sistema di riferimento nel quale le condizioni 
viziali del moto ci sono note, essendo specificate dalle [VIII.8] e [VI11.9]. 

. Conferiamo, nel s istema del centro di massa, la congiungente OC 
dei due centri al momento dell'urto. Tale "congiungente forma col para- 




292 Parte prima: Vili 



Villi Lini cktMiu ii c(>:iscrv: 
- - : 1 ■_■ «"ti i i t cinzii,:.; UiiaL 




ìd 



metro d'urto b un angolo a tale che cosa = 



- ; « ci è dunque noto 



una volta noto b. 

In base alle ipotesi dinamiche fatte, sappiamo in primo luogo che l'im- 
pulso delle forze ì n e f, 2 = - I,-, subito dalle due biglie è diretto come 
QCj, così come indicato in figura. Infatti non essendoci attrito è nulla la 
componente delle forze nel piano tangente al punto di contatto. Inoltre, 
non essendoci forze dissipative, \\mr--io dm-dea :w,ah- dei Msiem.; 
('"/'io è pari all'energia ciiuau; loiaTe' prima dell'urto. Ciò vale per un urto 
elàstico iri qualunque sistema di riferimento; ma nel sistema del centro di 
massa ne deriva una conseguenza cinematica immediata. : 



Notando infatti che — m\ 2 = 
2 



1 . ■ ] mV q 1 



l'energia cinetica 



2 m 2tn ' 

prima dell'urto può essere scritta nel sistema del centro di massa: 



A' = 



<l'À 

2 nh 



<l'à 
2 ttn 



<i'à 



\ 2 Mi 2m 2 j ; ' ■■ :\ 



'h ~" \ Lm x 2 ni} 

(avendo utilizzato il fatto che q' oi = -q' o2 ). 

Analogamente, l'energia cinetica dopo Furto vale 



A" = 



JL 

2m> 



<l 



'L = n i ] 1 \ 

•n 2 <h \ 2m, + 2>i h ) 



2m 2 '" \2ffl, ' 2 
(avendo usato la [Vili. IO]). 

[Uguaglia ndo A'; a A" 4 tenendo conto delle [VIII.9] e [Vili. 10] abbiamo 

W7| m 2 



<7ol = 4o2 = <il = (Il = 



[Vili. 11] 



+ It1 2 

^j^RJ^l^l^MiS^d^'i^ 11 '''^ <-<-'!tiro t/i massa .si conserva il modulo 
della quantità di moto di ciasetitia delle due particelle. ' 

Rcsta quindi da determinare solo l'angolo p, che q\ forma con q' oì 
(uguale all'angolo p 2 che q' 2 forma con q'„ 2 ). 

Tenut0 con to della uguaglianza dei moduli, c considerato inoltre che la 
differenza Aq' deve essere diretta come T tì (vedi figura) si ha: 



y o] = Y] e dunque p, = n - 2 y ol 
Si ha inoltre dalla figura 

« + Yoi + n/2 = ti cioè Yoi = rJ2 - a 
Sostituendo nella [Vili. 12] si ha in definitiva 

p, = 2a 

b 

con cosa = 

R t +R 2 



[Vili. 12] 



[V1IL13] 



^ [Vili. Il] e la [Vili. 13] descrivono completamente la cinematica 
dell urto elastico fra particelle sferiche (in funzione del parametro d'urto b) 



Problemi d'urto 293 



nel sistema del centro di massa. Notiamo che le [VIIL11] forniscono, per le 
velocità delle particelle: 



/■ i > 



V, = 



V, = 



m-, 



m 2 



«li + m 2 



[VIII.14] 



m, + m 2 

Us ando le ta sformazjpji^ ora calcolare le velocità v, e 

v^~delle particelle nei sistema_del laboratorio. Per far ciò teniamo conto del 
fatto che lè~ componenti y delle velocità restano invariate passando dal 
sistema del centro di massa a quello del laboratorio, mentre alle compo- 
nenti x va sommato V,: si ha in definitiva: L 



Vi* = 



m ì + m 2 



(m, + m 2 cos 2 a) 
sin 2 a 



v„/?/, 



Vi* = 



v„w 



v 2y = " 



m, + m 2 



(1 - cos 2 a) 

[VIII.15] 

sin 2 a 



Nello scrivere le [VIII.15] abbiamo tenuto conto del fatto che l'angolo P[ è 
riferito alla direzione V c , mentre l'angolo p 2 (che ha valore uguale a Pj) è 
riferito alla direzione - V c . 

Esplicitiamo le [Vili. 15] in un paio di casi notevoli 



Esempi 



E.VIII.3. Urto elastico fra due sfere di uguale massa. 
Le [VIII.15] divengono in questo caso; 



Urlo elastico ir; 
massa 



sfere di ugual 



vi, = ~y (1 + cos 2 a) 



Vu- = 



sin 2 ce 



V2a 



v 2y 



-£■(1 -cos2a) 



— sin 2 a 



chiamando 8j e 8? gli angoli che vj e v 2 formano con v 0 , si ha: 



tg6, = 



sin 2 a 



1 + cos 2 a 



tg6 2 = 



sin 2 a 



1 - cos 2 a 



h - 1 

È facile verificare che vale l'identità tg9] = r 

l tg0; 

%:' 



-, cioè che: 



sin 2 a 



1 + cos 2 a 



1 — cos 2 tu 
sin 2 a 



(purché 9i e 6 2 ^ 0) 




0] + 6 2 = n/2 



, infatti moltiplicando la precedente relazione per 1 + cos 2 a e per sin 2 a, essa 

: « 1v iene sin 2 2 a = 1 - cos 1 2 a; relazione che è identicamente soddisfatta. In un- 

v %p°SlQÀlÌmJra sfere di ugu al massa, nel sistema del laboratorio le direzioni delle 1 

i Velocità dopo Furio formano 'semp7e~ffà~ aT'toi : 5 ' "un angolo retto. 
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E.VIII.4. Urto frontale (o centrate) fra due sfere. 

L'u rto fron tale è caratterizzato da b 0; da cui segue cos a = 0, cioè a = tc/2. 

Per conseguenza e 2a = it, e dunque stn2a = 0 e cos2a = - 1. Sostituendo 
nelle [V1H,15] queste divengono 



■ (mi - mi) 



V2>: 



2wiv 0 
;«i + m 2 



V\f = 0 ; V 2 , = 0 

il fenomeno si svolge tutto lungo l'asse x. Nel caso particolare che ni\ = m 2 , si ha 

V|v = 0 - Vi, = V 0 

Nèìt 'urto frontale, sfere di _ ugual massa sì scambiano te velocità. 

Le relazioni che abbiamo ricavato in questo paragrafo per l'urto dì una 
sfera in moto contro una sfera ferma possono essere facilmente generaliz- 
zate al caso che anche la seconda sfera sia in movimento. 

Siano v o1 e v o2 e velocÌtà~che le due sfere hanno prima dell'urto nel 
sistema del laboratorio. La [Vili. 7] diviene: 



V = V = V °' m °' + V o? m °2 

m, + m 2 

Per conseguenza, le [VIIÌ.8] divengono: 

m-i (v u i - v o2 ) 



[Vili. 16) 



^ = v»i - K = 



m, + m 2 

"i (V ~ Voi) 
m, + m 2 



[Vili. 17] 



* Linutaii^cì^qui alcas_o_ che le due particelle si muovano nella stessa dire- 
| zÌone(rna hofi necessariamente nello stesso verso) le [V1IL15] risultano 
) generalizzate come segue: 



v,, = 



V 2* = 



V,,. = 



*»ì ( v ->i ~ v oz) cos 2ot + v 0 , m, + v o2 m 2 
ffi, + m 2 

™i (v 01 ~ v o2 ) 



+ m 2 



sin 2 a 



[VTII.18] 



cosa = 



ffli ( v »2 ~ v oi) cos 2 a + v 0 , m, + v 0l m 2 

fi (Vtf ~ Voi) 

m, + m 2 
b 

+ Ri) 



sin 2 a 



m3 ' fatota S,ÌC ° di una sfera co " ,ro una pare,e ri s ida di ™™ 

aita P^°sst S ta 0 t ,l U r «tLl Zt^moTT 3 * «— "* 
pena della massa infìnta deT èZ o i ?is ™ COns f 

col sistema de! centrò di massa Tri S J.™ - aeTHxmtorio coincide 

5, è pari al modulo di Aq g = aTt^S 1 f* 11 ? SUa q , uant , ,tà dì moto 
(?J/2^ = A 9 V2^/ dove la m l i V ' a 1 energm c,net,ca de "a Parete 
SI «, . L'energ^cineti^de Ì^Sl * T te) d . ÌVÌene nulla nel Iìnii * 
sfera. Perciò: *H™Xs™ .nT/t ^ ''^^ f?, etica della 

sssrr for ° ze di attrit °' i,impuis ° <^ 

pareteTédTfiJurar^ t^ 1 ^ assi "-male * e tangente / alla 
/. = Aq„ = wv „ - WVofl - - «voose - mv o cos6 0 = - mv 0 (cose + cosSJ 
0 - A ft - MV( - mv „ - r sina- r „v, si „e„ = ,«v 0 (sine - smej™'^ 

Jjse^ada_delle[Viri!l9] c idicechesine-sine cioè fì - a - i. • 

sono dun^trS tt^^X^ ^ ^ 
6 = 6 0 

(speai/arità dell'urto) 



V = v 0 

h = -2wv 0 cos8 0 w 
1, = 2mv 0 cose o fi 



impulso subito dalla sfera 
impulso subito dalla parete 



[VIII.20J 
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Urto elastico contro una pa- 
rete 




Specularìta dell'urto elastico 



Esempio 

E -VIII.5. Un getto d'acqua di sezione S = 1 erri 2 incide a 4V> ™ / ■ - , 

la [^"o sul >*° Parete in un ceno internano di tempo 4, é, secondo 

I P = 2 A/»v 0 cose<,/Ì 



/- 



A/ 



= 2 



A( 



> cos6 0 
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Ara 



D'altra parte (quantità d'acqua che arriva nell'unità di tempo) è data da 



= Sv 0 p, dove p = 10 



m 3 / 



Am 

il volume (base per altezza) d'acqua che arriva nell'unità di tempo. Si ha dunque in 
definitiva 



densità dell'acqua; infatti Sv 0 rappresenta 



/- 2 5pv^cose o = 2 ■ 10"" m 2 . IO 3 • 25 ■ = 



3,5 N 



Urti anelastici 




L'energia cinetica traslaziona- 
le del sistema varia nell'urto 





VIII.4. Urti anelastici 

La trattazione che abbiamo presentato nei due precedenti paragrafi 
(urti elastici) vale nelle ipotesi esplicitamente fatte; cioè nel caso di urti fra 
oggetti macroscopici shria, nell'ipotesi che siano assenti forze dissipative e 
forze di attrito radente. Se una di queste ipotesi viene meno, il procedi- 
mento discusso non è più valido. 
. Vediamo prima l'effetto di una eventuale forza dissipativa. In un urto 
; energ ia cinetica inizialmente posseduta dalle particelle si tra- 

j slorma almeno parzialmente durante il contatto in energia potenziale- e 
; v iene poi integralmente resa in fase di allontanamento. 
< , In presenza di forze dissipative ciò non è più vero: una parte dell'ener- 
! già meccanica inizialmente posseduta dal sistema (e precisamente quella 
j parte corrispondente al lavoro delle forze non conservative) va perduta in 
ì ^ uant0 ta,e e si trasforma, come vedremo in termodinamica, in energia ter- 
nuca. Uopo I urto, Venergia diwtiai tosale del sistema è minore deiVenema 
cinetica prima dell'imo. ° 

Sejiel punto di contatto 0 è presente attrito radente, anche qualora 
non vi sia strisciamento si ha comunque un effetto per cui non si conserva 
i energia cinetica traslazionale del sistema. Notiamo infatti che in assenza di 
attrito y - 0) le forze che i due oggetti si scambiano sono solo le forze 
normali N; queste hanno momento nullo rispetto ai centri C, e C, e dun- 
que non perturbano il momento angolare delle due sfere. La velocità ango- 
lare delle due sfere (e dunque la loro energia cinetica — /<o 2 del moto 

2 

^ intorno al centro di massa) resta costante nell'urto. Nel caso che le due 
1 ^^camb^ attrito/, = queste ultime presen- 

! wno momento. diverso da zero rispetto ai rispettivi centri di massa e quindi 
j S Ca ! 10 , in .S enerale la rotazione delle due sfere trasformando energia 
.cinetica traslazionale in energia cinetica rotazionale o viceversa Quando ciò 
7;™ i ' d ! 1 solito ? on S1 conserva nemmeno l'energia cinetica totale (trasla- 

rik^!- P1U ,f ) ° taZ10nale) per conse S uen za di meccanismi analoghi a quelli 
discussi nell'esempio E.VII.9. 

mpn^r a l° ra r P0 ' gli ogsettì che urtari0 110,1 ah biano simmetria sferica, feno- 
li™ ras ; eriment0 d * energia cinetica dal modo traslazionale al modo 
litrìZ <f ( ° viceversa ) sì Presentano in generale anche in assenza di 
«turno, pensi ad esempio a una palla da rugby che rimbalza sul terreno: 
ancne qualora la forza vincolare esplicata dal terreno sia solo la reazione N : 
r^X 1 !?- 31 terr ^ no stesso ( assenza di attrito) il momento di N rispetto al 
m^Li, 11 ^ 5 , 3 C e diverso da zer0 ' e modifica pertanto lo stato di moto 
rotazionale del sistema: cosa che non succede nel caso di una palla sferica. 



Nella pratica, negli urti fra particelle macroscopiche le tre ipotesi sum- 
menzfoj^eTsLmirietria slériaTdegli oggetfPche sTùrtahò; "assenza di attrito 
radentefasseiiza di altre forze dissipative) n on sono r igorosamente valide; e 
dunque l'energìa cinetica traslazionale tota"te~de) sistema" non si conserva. Si 
parla in questo caso di uni a n elamici. 

Se ci poniam o ancora una volta nel sistema del centro di massa (in cui 
Q'o = <?ói + ?t>2 = 0) le particelle sono costrette, anche nel caso di urto ane- 
lastico, a emergere jrTdìrezioni fra di loro uguali ed opposte con uguale 
quantità dì moto (Q' = q\ + q' 2 = 0). Tuttavia poiché in questo caso non 
si conserva più l'energia cinetica traslazionale, non si ha più la conserva- 
zione del modulo delle varie quantità di moto (eq. [Vili. 11]). Inoltre l'an- 
golo Yi non è più uguale a y 0) ; e analogamente y 2 (che è uguale a y,) è 
diverso da y a2 - 

Le informazioni puramente geometriche non sono più sufficienti a 
risolvere la cinematica dell'urto, ed è necessario introdurre nel problema 
ulteriori informazioni fenomenologIcTieTWeTcàso'di ùrtò anelastico fra par- 
ticelle macros copi ch'eie usuale il caso che il modulo della quantità di moto 
delle particelle emergenti dall'urlo "sìa una frazione praticamente fissa, e, 
del moduio della quantità di moto che le particelle avevano prima dell'urto. 
Ciò equivale a dire che l'energia cinetica finale A" è una frazione fissa e 2 
dell'energia cinetica K' 0 prima dell'urto nel sistema del centro di massa. Il 
coefficiente e viene detto voejji 'acute di restituzione ttelf'ttnu anelastico. Di 
norma, e è comprèso Ira'O 'e \. Tuttavia può anche essere e > 1 (urti anela- 
stici di secondo tipp): ciò accade quando l'energia cinetica traslazionale 
finale viene incrementata per un contributo derivante da energia che le par- 
ticelle prima dell'urto possedevano in forma di energia rotazionale (o in 
altra forma di energia interna). 

Quando è noto (empiricamente) il coefficiente di restituzione e, le 
equazioni a nostra disposizione per risolvere Furto anelastico (nel sistema 
del centro di massa) sono: 

Q' = Q'o = 0 ovvero q\ = - q\ 
(conservazione della quantità di moto) 

[VI1I.21] 

K' = ^ 2 K'„ ovvero q\ = eq'^ 
■ (coefficiente di restituzione) 

tra tta di quattro equazioni scalari a fronte delle sei incognite q\ e q\. Le 
IVIII.21] n^n^oj^o_djuj[iqjae_suificienti a risolvere il moto; per conoscere 
|||- com Pletamente""la cinematica sarebbe necessario conoscere in più il piano 
contenente le particelle emergenti, e l'angolo p che q\ forma con q' ol 
j^guale all'angolo che q' 2 forma con q'^). Queste informazioni erano ricava- 
;. nel caso dell'urto elastico, dalla conoscenza del parametro d'urto b; nel 
.caso dell'urto anelastico, esse devono invece essere ricavate da misure 
, dirette (che possono essere effettuate nel sistema del laboratorio) relative 
■,j?Ma cinematica delle particelle dopo l'urto. 

11 piano in cui l'urto avviene (che è lo stesso nel sistema del laborato- 
ri 0 ^ ne ' s ' stema del centro di massa) è individuato misurando, nel sistema 
s 'aboratorio, il piano contenente q ol e iJi ; questo piano contiene necessa- 
riamente anche q 2 . 
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In questo piano, prendendo 1 come parametro Tangolo p, è immediato 
verificare che al posto delle [Vili. 18] abbiamo nel sistema del laboratorio 
per l'urto anelastico: 



Vi, = 



V,„ = 



V 2y = 



e m 2 (v ol - v o2 ) cos p + v 0l m x + v o2 m 2 
m l + m 2 

zm 2 (v o1 - v o2 ) 
niy + m 2 



sinp 



e/», (v o2 - v Q |) cosp + v n ,m l + \ o2 m 2 
m l + m 2 

ewi (v QÌ - v,>|) 



[VIII.22] 



sinp 



Risulta immediatamente dalle [VIII.22] che il rapporto 
v, 



così come il rapporto 



*2x 




d ipende , come unico parametro incognito, dall'angolo p (una volta noto e). 

Per_cuuina_misura dell'angolo e, (ovvero della sua tangente tg6, = -^A o 

. \ v lx / 

a lternat ivamente dell'angolo 6 2 , consente di determinare completamente la 
cinematica dell'urto anelastico. 

Un caso particolare notevole si ha quando p = ir (uno anehisnco fron- 
tale). In questo caso le [VIII.22] si riducono a: 



(Vq2 ~ Voi) + Voi '»i + y o2 m 2 
m l + m 2 



v„ = 0 



v 2 * = 



e m x (v o1 - v o2 ) + v 0 , m x + v o2 m 7 
m x + ÌTÌ2 



[VIII.23] 



vi. = 0 



Un altro caso notevole si ha quando e = 0 (urto completamente anela- 
stico). In questo caso le [VIII.22] si riducono a: 



_ Vqi^i + v,^ 



v,, = 



V,v = 0 



mi + m n 



_ v qi rn x + v o2 m 2 



"2 X = 



m x + m 2 



- V = V 



= V = V 



[VIII.24I 
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In un uno completamente anelastico, le particelle emergono dall'imo con ; 
veiodrajra di loro uguali e parfaiìa velocità f;, = F', dei cenno di massa i 

Ciò è d r àHra parte evidente, dato che la seconda delle [VTII.21] ci dice che Viu ✓ : - 

55"^!; _° renergi^inetica^nej sistema del centro di massa è nulla: ciò ' ' -- 
e co . n . le .... (l L r ?. c,1c .." ir L.Uli urtQ completamente anelastico le particelle "dòpo ~ ' - 

l'urto sono ferme nel sistema del centro di massa. f ■"■ ■ ■ ° 

_ Va notato che non è in generale possibile che un urto (per quanto ane- 
lastico) lasci le particelle ferme nel laboratorio (a meno che questo non 
coincida col sistema del centro di massa). Infatti l'energia cinetica totale K 
nel sistema del laboratorio può essere scritta, in virtù del teorema di Kònig: 

K = "^-(«i + m 2 ) Vl c + K' Q prima dell'urto 
K = "j- K + "'2) V\ + K' dopo l'urto 



Poiché 



y oc ~ V tt l'energia cinetica del centro di massa resta necessaria- 
mente costante j-y + m 2 ) = -L (Wj + mj) yjj. ]a non conserva .: 

zione (anelasticità) può riguardare dunque solo l'energia cinetica K' del 

^. C f r0 f ì maSSa ^' = £l ^ ™«^""'»^ ««^-! In un urto completa mente 
anco (e - 0, cioè ÀL=J3) e caratterizzato nel laboratorio dal fatto che le par-i anelastico, dopo Furto leparti- 
ticelle dopo runa procedono insieme (v, = v 2 = P r ); non dal fatto, in gene-j celle procedono insieme 
rale non realizzabile, che esse siano ferme. 

Nel caso di urti anelastici, può anche capitare che le particelle nello 
stato finale non siano più due sole (rottura in più frammenti, nel caso di 
particelle macroscopiche; o creazione di più particelle nel caso di particelle 
elementari). La cinematica diviene in questi casi più complessa; concettual- 
mente, il problema si riduce comunque sempre alla misura di 3 n - 4 para- 
metri cinematici, dove n è il numero di particelle nello stato finale e 4 il 
numero di equazioni (conservazione della quantità di moto e coefficiente di 
restituzione dell'energia). 



Esempi 

E.V1II.6. Una palla di gom ma cade da una altezza di 2 m e compie sul pavimento un 
'urto parzialmente anelastico (coejficiente di restituzione e = 0,9). Quale 
altezza raggiunge dopo il primo rimbalzo? Si trascuri la resistenza dell'aria. 

Il sistema del laboratorio coincide in questo caso col sistema del centro di 
massa; per cui si ha: 

|* = c2 Ci [VIH.25J 

dove * è l'energia cinetica dopo l'urlo e K 0 quella immediatamente prima. D'altra 
^ne, sia nella fase di caduta prima dell'urto che nella fase di risalita dopo l'urto sì ha 
conservazione dell'energia (l'unica forza agente essendo la forza peso); per cui si ha: 

mgh =_L WV 2 = K altezza massima raggiunta dopo l'urto h ì m , 
t»gh a = -j~mvl = /Co //„ altezza da cui cade prima dell'urto : ^ 



Per cui la [VI1I.25] diviene: 

mgh = z 2 mgii Q \ ovvero // = z 2 h Q = 0,81 ■ 2 m = 1,62 m 



E.VIII.7. Un proiettile dì massa in = 10 g è dotato dì velocità iniziale v vì = 60 m/s. 

Esso colpisce un sacchetto di sabbia di massa M = 2 kg inizialmente fermo 
(v„2 = 0), e si conficca in esso. Co» die velocità rincula il sacchetto? Quanta 
energìa si è dissipata nell'uno? 

Poiché dopo l'u rto il proiettile si muove insieme al sacchetto, si tratta di un 
4 r t23.QI)iEÌetarnente"an_elastico. La velocità finale v coincide coirla velocità del 
cenimeli massa e può essere caTcolàta mediante la relazione: ' 



ì r - Q = v ini + M) = hiv„, + Mv o2 = /»v,| = Q„ 

Da cui - /: , : 

v ~ " io.io- s + 2 60 ~ = °' 3 ,ll/s 

L'energia cinetica iniziale è A» = -j- wv;, ; quella finale è 

A' = ~ <m + M) v' = -i- (,„ + M) f "' V "!, l = 4- mvi 



Per cui l'energia cinetica dissipata è 

A' - a; = -i- «vj, (i £_) = -1 -JL- = 4 #M v=, ■ 

2 \ w + .1// 2 M + m 2 2,01 

In virtù del grande rapporto fra le masse (~ = 200 j, il rapporto- ^ 2,00 



e prossimo a 1 1- ^ + ^ - = 0,995) per cui l'energia cinetica iniziale 
va praticamente .tutta dissipata nell'urto (a meno del 5%.). 



m + M 2,01 



V1II.5. Sezione d'urto 

Come abbiamo visto nei precedenti paragrafi, nel caso di urti fra parti- 
celle macroscopiche la situazione che si presenta usualmente è che si cono- 
scono a priori informazioni relative alla geometria (forma degli oggetti che 
urtano; parametro d'urto) e alla dinamica (coefficiente di restituzione) del- 
1 urto; e ci si pone il problema di ricavare, in base a questi dati e usando le 
equazioni dinamiche, informazioni relative alla configurazione cinematica 
delle particelle dopo l'urto. 

Ne ìcaso di . urti, fra particelle microscopiche, di solito ci sì trova alle 
prese colproblema inverso: a partire da misure della configurazione cine- 
matica dopo l'urto, si cerca di ricavare informazioni relative alla geometria 
degli oggetti che urtano e alle caratteristiche delle forze che si scambiano. 
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Come conseguenza della impossibilità di determinare le condizioni ini- 
ziali dell'urto con precisione confrontabile con le grandezze geometriche e 
cinematiche che determinano il fenomeno (impossibilità che non è solo di 
natura pratica, ma è spesso addirittura concettuale, essendo inevitabile con- 
seguenza dei prìncipi della meccanica quantistica) i risultati delle misure e 
le caratteristiche del fenomeno d'urto sono fra di loro legati da leggi di 
carattere statistico: leggi cioè che ci informano sulla probabilità che certe 
configurazioni cinematiche si. presentino sperimentalmente, ma che non 
sono in grado di farci prevedere con certezza quale sarà il risultato di ogni 
particolare evento d'urto. 

Consideriamo un recipiente, ad esempio di forma parallelepipeda; e 
supponiamo di sapere che all'interno del volume sì trovi (in una posizione 
a noi non nota determinata dal caso) una particella B (In'rs^ii»). Facciamo 
attraversare il recipiente da una particella P (proiettile) dotata di velocità \ P 
parallela al lato di lunghezza /. Ci chie diamo quale sia la probabilità p che il 
proiettile urti il bersaglio: ricordiamo che la'pròb'à&ilifà e definita come rap- 
porto fra il numero di casi favorevoli all'evento e il numero di casi possibili. 
Se le due particelle sono schematizzabili come sfere di raggio rispettivo R l 
ed R 2 l'urto avviene quando il centro della sfera B dista per meno di R t + 
R 2 dal percorso s del centro della sfera P\ cioè quando il centro di B si 
trova all'interno del cilindro con raggio di base /- = R t + R 2 (e dunque con 
superficie di base o = ti (/f, + R2) 2 ) e altezza /. La probabilità p che l'urto 
avvenga è data dal rapporto fra il volume t = o • / = rt (Ri + R 2 ) 2 • I del 
cilindro e il volume totale Vde\ recipiente in cui il bersaglio è contenuto: 



B 



Probabilità clic un urlo abbui 
iti ouo 



p = 



a- I 



a = n (R ì + Ri) 2 



Se le particelle bersaglio sono in totale jV anziché una sola (pensiamo ad 
esempio al caso di un gas contenuto nel recipiente) la probabilità p che il 
proiettile subisca un urto diviene N volte più grande: 



P = 



dove S = — è la sezione del bersaglio ortogonalmente alla direzione del 

proiettile, a è detta sezione d'urto totale. Dunque la sezione d'uno totale a 
può essere definita come quella grandezza (con le dimensioni dì un'area) elle 
moltiplicata per il numero di particelle-bersaglio per unità di area S (ortogo- 
nalmente al moto del proiettile) fornisce la probabilità che il proiettile 
subisca un urto. 

A seconda della forma in cui ci sono disponibili i dati relativi al bersa- 
glio, la precedente espressione può essere scritta in forma diversa: 



Sezione d'urto totale 



ir 



o l N , m ì o/p o I p 9 

P = — = 0 ' 77 = - 777— 

m„ M 



w 0 V 



[VJII.26] 



dove sono state fatte le seguenti posizioni: 



: m = massa totale del bersaglio; m 0 = massa di ognuna delle 
particelle -bersaglio 



m 

P 7T- densità del gas che costituisce le particelle-bersaglio 



M 

m ù — g~: M = peso molecolare; Q = numero di Avogadro. 

Sperimentalmente, la probabilità p può essere misurata inviando un 
gran numero jV, di proiettili, e contando il numero di volte n in cui si veri- 
fica un urto: 



P = — [VI1I.27] 



p 



Empiricamente, la frequenza -~ si avvicina infatti, quando si fa un grande 

numero di prove, alla probabilità p (h'w empirica del casa) 

Inserendo la [VIII.27] nella [VHI.26], si ricava così sperimentalmente la 
sezione d'urto o: 

n M 

che ci fornisce informazioni sulle dimensioni delle sferette che urtano 
(o = ::(/?! + R 2 ) 2 y Nel caso in cui le particelle in gioco siano particelle ato- 
miche o subatomiche, le cui interazioni avvengono a distanza e non per 
contatto, la sezione d'urto fornisce informazioni relative alle «dimensioni 
efficaci» delle particelle ai fini dell'urto. 

Analogamente alla sezione d'urto totale o si introduce la sezione d'uno 

differenziate come quella grandezza (con le dimensioni di un'area) 

che moltiplicata per il numero ~ di particelle-bersaglio per unità di area e 

per l'angolo solido dQ, fornisce la probabilità dp che il proiettile subisca un 
urto dal quale emerga entro l'angolo solido c/Q: 

= Ha ~s" c 

La sezione d'urto differenziale è funzione, in generale, della direzione che 
individua l'angolo solido dQ; direzione specificata da due angoli (6, *). 

La misura della sezione d'urto differenziale consente, attraverso tec- 
niche di analisi che non è qui il caso di approfondire, di ricavare informa- 
zioni relative alla forma del bersaglio e del proiettile. 



V1II.6. Urti di sistemi materiali 

Come abbiamo accennato all'inizio del capitolo, gli urti fra sistemi 
materiali possono essere trattati in termini concettualmente analoghi al 
caso dei punti materiali, pur con la complicazione pratica rappresentata da 
un più elevato numero di gradi di libertà e dalla contestuale disponibilità di 



un maggior numero di equazioni. Ciò almeno fino a che i sistemi materiali 
coinvolti nell'urto siano liberi (cioè non vincolati). 

Capita tuttavia anche che uno dei sistemi materiali (ad esempio il ber- 
saglio) sia vincolato, cioè sia costretto mediante opportuni sostegni a muo- 
versi rispettando prefissate condizioni geometriche (ad esempio urto di un 
proiettile contro un pendolo composto: quest'ultimo è vincolato, e può 
compiere solo rotazioni intorno al suo asse di rotazione fisso). In questo 
caso occorre fare attenzione, neljinomento in cui si scrivono le equazioni 
dinamiche, al fatto che le reazioni 'vinco/ari hanno in generale anch'esse 
(così come le forze scambiate fra i due oggetti che urtano) Cimuterìstìchc 
impulsivi': sono ci„c£ reazioni che benché siano presenti solo durante il 
breve tempo Ar dell'urto, sono tuttavia così intense durante tale intervallo 
di tempo che il loro impulso non può essere trascurato. 

Anziché impostare i problemi d'urto fra sistemi in termini generali 
(cosa che ci porterebbe lontano dagli scopi che si prefigge questo libro) ci 
limitiamo qui a discutere tre esempi: uno relativo a sistemi non vincolati, e 
due relativi al caso che il bersaglio sia soggetto a vincoli. 



Esempi 

E. VI II. 8. Un disco omogeneo, dì massa M e raggio R, è appoggiato su un piano oriz- 
zontale privo di attrito; la giacitura del disco è anch'essa orizzontale, il 
disco viene colpito da un proiettile di massa m, il quale procede prima 
dell'urto con velocità v p la cui direzione è tangente al bordo de! disco (urto 
periferico). Nell'uno, il proiettile si conficca al bordo del disco. Determinare 
la cinematica del moto dopo l'urto, e calcolare l'energia cinetica AK che si 
dissipa nell'urto. 

In questo caso il sistema è isolato (assenza di reazioni vincolari impulsive) e 
dunque si conservano la sua quantità di moto totale Qc il suo momento angolare P. 
Dopo l'urto (proiettile solidale al disco) il sistema ha tre gradi di libertà (posizione 
del centro di massa C net piano; angolo del sistema intorno a C). Il problema può 
dunque essere completamente risolto usando la conservazione della quantità di 
moto e del momento della quantità di moto; quest'ultima equazione può essere 
scritta in forma scalare considerato che Tunica componente diversa da zero di 
quella ortogonale al piano 



Q* = 




Qy = 




P = 


Po 



[Tenuto conto del Tatto che prima dell'urto il disco è fermo, queste equazioni pos- 
sono essere esplicitate come segue; 



{M + m) v„ = mv 0 
• (A/ + m) \ ly = 0 
1 7 x mv p \ = /u 



mv„ 



-, ^avendo scelto come polo per il calcolo dei momenti il centro di massa C del si- 
-, 4* enia - ^ seconda di queste equazioni ci dice che v,,. = 0, cioè il centro di massa si 

V j^"ove parallelamente all'asse x; la sua ordinata y, - R ' m ^° i M _ R '» 

> m.> m + M m + M 

£;|te Costante e c ' ^ nota . La prima di queste equazioni ci consente di calcolare la velo- 
^Sità del centro di massa v t . = v (Jf = m — ^-rr . 



Ci resta da calcolare la velocità angolare w con cui ii sistema ruota dopo l'urto 
intorno a C; cosa che può essere fatta usando la terza delle equazioni scritte sopra; 



! 



Per esplicitare questo calcolo, notiamo che: 
a) Il momento angolare iniziale può essere scritto come 



.1 - <»v, = Ir . mv = _^ 

\ m+ Mj p m + 



b) Il momento di inerzia / rispetto al centro di massa Cè la somma del momento 
di inerzia del disco /„e de! momento dì inerzia ! p del proiettile- questi sono dati 
rispettivamente da: 



MR 2 + My 2 = -y MR 2 + = MR 2 {~ + |_JIL_J 2 J 

(teorema di Steiner) 

\m + M j 
Si ha dunque in definitiva; 



da cui 



Una volta noti w e v f> si calcola immedialamente l'energia cinetica dissipata: 

A *"=4-mvJ--i-<Af+m)v;- — , i = 2 *»M 

2 2 2 V " 2(M+3m) 

E,V111 ' 9 ' WA/r^ 0 ** ^ ^ d/ M è appeso aì s ^' tt0 Piante ^vo fles- 

sibile mestarle; sia l la distanza fra il punto O di sospensione e il centro 

Jr^ ,?, 0 d 5 SÙCC0 - Contro il sacco inrtalmente fermo, viene sparato un 
protettile P di massa m, la cui velocità Sforma un angolo a con forizion- 
taie. a seguito dell urto il sacco rincula e comincia ad oscillare Trovare la 
relazione fra Vp e l'angolo di elongazione massima e„. 

quindi nTèlTn m h Ì0, - N berSaglÌ ° * è VÌnc ° la '° tramite » cav ° ^estensibile, e 

r n o^o che la «S* " C - 0tlSerV ' 13 q " a , ntÌtà dl m ° t0 t0(ale C ^1 sistema. Tuttavia 

J2S ??2 l h ' eSerC ' tata dal Wnco1 ? ^«ssariamente verticale (cavo 

prima équazSe ^T'i ^ U SU ° ÌmpuIs0 ^ (/ " = °>- dettando sugli assi la 

^^SlSoTS^VT 8 " 1 ? " el temP ° fra Un ÌStan,e '° irnmediatamente 
precedente 1 urto e un istante /, immediatamente successivo) si ha pertanto- 



Qx - Qo* = 0 

Qy~Q oy = I v 



[VI 11. 30] 



r 



2«rmm2ora_c!^ contributo alla quantità di moto del 

sistèma /è dovuto al jHoiettile (il. sacco è fermo): dunque 



Q m . = m\ p cosa; Q,,, = - „t\. sìna . ^ ft'tl 



Mentre, essendo il cavo inestensibile, si ha Q r =. 0 subito dopo l'urto (il sistema 
prende a muoversi orizzontalmente, sia v la sua velocità). Le equazioni (VII! 101 
divengono pertanto; 1 J 

(iti + M) v = mv p cosa : '." . 

OìV p s'\na = l zv '; 

L H^S n Jr V ^ di Quesle^eg Lezioni, consente di calcolare l'impulso L, della reazione 
vincorare; la prima consente dì calcolare v in funzione di v„ e cosa: 

mv, cosa 

V " (m + Af) IV11-31] 

^iX' 0 ; M sistema si miiove sottoposto alla sola forza peso, e dunque sì può 
applicare il teorema d, conservazione dell'energia fra la posizione iniziale (energia 

cinetica pari a — <„, + M) v * ; energia potenziale (m + M) g . > = 0) e la posizione 

di e'onsazione massima (energìa cinetica nulla; energia potenziale (m + M)gh = 
= (m + M)gl (1 - costU). 

±<,. + m s-± (m + m ^s™j_ ( ,„ + , wu „ (l _ OTW 



da cui 



(1 -C0S9 0 ) = l_^L L0S « U 



w + M ì 2 gt 



che è la relazione cercala. 



E.VIH.10. Una sbarretta omogenea, di lunghezza l e massa M, è incernierata a un 
asse orizzontate 0 passante per il suo cenno, ed è mantenuta oriz-ontale w 
un appoggio A. Sopra restrema sostenuto da A è appoggiata una massa m 
Sui! altro estremo, da una altezza h 0 viene fatta cadere una massa M che si 
conficca nei! estremo B. A quale altezza massima h rimbalza la massa m? 

Suddivìdiamo il fenomeno in tre fasi: a) caduta della massa M; b) urto di \i A 
«m ia sbarretta; c) moto di m sotto razione della forza peso. 

a) Trascurando la resistenza dell'aria, la velocità v 0 con cui la massa M urta in 
e calcolabile col teorema di conservazione dell'energia: v„ = j2gh a . 

zionP ■^ eìl ', Url ° n ° n SÌ conserva la t » uantità di m o [ o, perché in 0 si esplica una rca- 
«one impulsiva; sr conserva pero il momento della quantità di moto rispetto a O: 

Mv 0 f/2 = /w + Mv 1/2 + «iv ili IV1I1.32J 

' è il momento di inerzia della sbarretta = -^X w è la sua velocità angolare 
dopo l'uno A/v in è il momento angolare della massa A/subito dopo l'urto; poiché 

Sito Zi T! n ' \ v = u ' ,n - mv 1/2 è u momcnto ango,are dc,,a ™™ »> 

anch>« ) Z CSSa Parte ,nsieme a 'i*«tremo A, la sua velocità iniziale è 

. L " essa v = co 1/2. 
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Esprimendo il secondo membro della [VHI.32] in funzione della sola 
v |w = r^l. essa diviene: 



da cui 



My Q ili - — + A/v 



c) Usando il teorema di conservazione dell'energia si ha: 



Esercizi del capitolo Vili 



VIH.1. Due sfere di avorio P, e P 2 di masse rispettive mi = m e m 2 = Im sono 
appese ciascuna ad un filo di lunghezza /, in modo da costituire due pen- 
doli semplici contigui. Lasciando la massa m 2 ferma nella posizione ini- 
ziale^ (9 o2 = 0; v oI = 0), la massa mi viene portata a formare un angolo 
6 0 i - 6 o = 45° con la verticale, e lasciata andare da ferma. Quali angoli 9, 
e 02 di elongazione massima raggiungono i due pendoli dopo l'urto sup- 
posto elastico? (Risposte: 6| _ 1Sj5 o ; ^ = m 

V1I1.2. Una biglia di acciaio B (bersaglio), appoggiata su un piano orizzontale, 
subisce un urto elastico da parte di una biglia di acciaio /'(proiettile) che 
prima dell'urto si muove con velocità v o! = v 0 di modulo v 0 = 2 m/s. Il rag- 
gio delle due sfere è 3 cm. Se il bersaglio rincula nel laboratorio ad un 
angolo % B = 20° rispetto a v ot a quale angolo 6/> viene deviato il proiettile 7 
Quanto vale il parametro d'urto bl (Risposte: 6p = 70 o. b = 5 6$ cm) 

VWJ. Una biglia />, di massa m, = 100 g e velocità v ol = v Q pari a 2 m/s urta ela- 
sticamente contro una biglia P 2 inizialmente ferma di massa m 2 = mi = 100 g. 
Dopo l'urto, la velocità v, di Pi forma un angolo e, = 45° con v o1 . A quale 
angolo 9 2 rincula PJ Quanto valgono i moduli v : e v 2 della velocità delle 
due biglie dopo l'urto? <Ri sposte: 6j = -45°; v, = v 2 = 1,41 m/s) 

VIII.4.. Due masse sferiche m l = 100 g e m 2 = 150 g di raggi rispettivi ^ = 1,4 cm e 
«2 - 1,6 cm urtano elasticamente. Prima dell'urto la massa m 2 è ferma e la 
massa m x ha velocità v ol = v 0 = 2 m/s con parametro d'urto b = 1,5 cm. 
Quanto valgono le velocità v, e v 2 (in modulo e direzione) delle particelle 
dopo l'urto? 

(Risposte: v, = 1,06 m/s; 6, = 79°; v 22 = 1,39 m/s; 6 2 = - 30°) 

VM.5. Due sfere A e P 2 di massa rispettiva m, = 100 g m 2 = 150 g compiono un 
urto frontale. Prima dell'urto la sfera Pi ha velocità v 0 , = v Q = 4 m/s e la 
sfera P 2 è ferma. Dopo l'urto Pi ha velocità v, = 0. Quanto vale il coeffi- 
ciente di restituzione e dell'urto? Quando vale la velocità v 2 di P 2 dopo 
l'urto? Quanto è l'energia cinetica AK che si è dissipata nell'urto? 

(Risposte: e = 0,67; v 2 = 2,67 m/s; A* = 0,26 J) 

I due pendoli di cui all'esercizio I (ma costituiti ora di materiale diverso) 
vengono^ fatti urtare a partire dalle stesse condizioni iniziali ivi specificate 
(9| - 45 ; v 0l = 0; 0o2 = = 0). L'urto è anelastico (frontale). La massa wj 
rincula dopo l'urto con elongazione massima 9 ( = 8°. Quale è il coefficiente 
di restituzione dell'urto? Quale elongazione massima compie la massa m 2 ? 

(Risposte: e = 0,76; 6 2 = 26,5°) 

'■ 7 - Una sfera P t praticamente puntiforme di massa mè appesa a un filo inesten- 
sibile di lunghezza /; il filo teso viene portato a formare un angolo di 90° 
con la verticale, e lasciato andare da fermo. Quando passa per la posizione 
verticale, la sfera Pi compie un urto completamente anelastico con una 
seconda sfera P 2 puntiforme di massa m inizialmente ferma. Quale elonga- 
zione massima 9/ compie dopo l'urto il pendolo semplice costituito dalle 
due sfere'' 

(Risposta: 9/ - 41,5") 



VNL8. Una sbarretta omogenea di lunghezza / e massa m è incernierata intorno a 
un asse orizzontale 0. Essa viene portata in posizione orizzontale e lasciata 
andare da ferma. Quando essa passa per la posizione verticale, il suo 
estremo compie un urto completamente anelastico contro una massa punti- 
forme m. Quale elongazione massima 6;- compie il pendolo dopo l'urto? Si 
trascurino gli attriti. (Risposta: 6, = 23,6°) 

VII1.9. Quale è la quantità di energia cinetica AK che si dissipa nell'urto anelastico 
di cui all'esempio E. Vili, 10? Per i calcoli numerici si assuma m = 50 g; 
M = 210 g; h 0 = 1 m. (Risposta: AK = 0,75 J) 



Suggerimenti per fa soluzione dei problemi del capitolo VTII 

VHI.l. Vedere l'esempio E.V11I.4 per quanto riguarda l'urto. Prima dell'urto e dopo 
l'urto ogni sferetta si muove rispettando la legge di conservazione dell'ener- 
gia meccanica. 

Y111.2. Si usino le [Vili. 15]. Vedi anche l'esempio E.VIH.3. 

VIII.3. Per il calcolo di B 2 vedi l'esempio E.VI1I.3. Per il calcolo di v, e v 2 , una 
volta noti 6i e 6^ si può far ricorso alla conservazione della quantità di moto 
totale espressa direttamente nel sistema del laboratorio. 

YIII.-I. Si usino le [V111.15]. 

VU1.5. Si usino le [VIII.23]. 

\1II.6. Sì usino le [Vili. 23], Prima dell'urlo e dopo furto ogni sferetta si muove 

rispettando la legge di conservazione dell'energia meccanica. 

Vili. 7. Prima e dopo furto, il pendolo si muove rispettando il teorema di conserva- 
zione dell'energia meccanica. Nell'urlo (anelastico) non si conserva l'energia 
cinetica, ma si conserva la quantità di moto totale. 

VIII.8. Prima dell'urto e dopo l'urto vale il teorema di conservazione dell'energia. 
Nell'urto si conserva il momento angolare totale. 

VIII.9. Le condizioni cinematiche prima e dopo l'urto sono state calcolate nel- 
l'esempio E. Vili. 10. AÀ'può essere calcolata semplicemente per differenza. 



Capitolo nono 

Meccanica dei fluidi 



IX.1. Fluidi 

In questo capitolo studieremo la meccanica di sistemi materiali per i 
quali non può essere applicata la schematizzazione del corpo rigido. Si 
tratta di sistemi materiali, come liquidi o gas, costituiti da moltissimi ele- 
menti di piccole dimensioni, come atomi o molecole, in continuo movi- 
mento microscopico gli uni rispetto agli altri. La forma dei sistemi fluidi è 
generalmente fissata da vincoli esterni (recipienti). Nel caso di sostanze 
allo stato gassoso, il recipiente, oltre che la forma, determina anche il 
volume. 

Nell'ambito dello studio della meccanica dei fluidi, i liquidi si presen- Fluidi: liquidi e gas 
tano come sistemi sostanzialmente incomprimibili, e quindi a densità 
costante; i gas, invece, sono sistemi a volume variabile, presentando in 
modo evidente la proprietà di comprimibilità. 

Un fluido si caratterizza, dunque, come un aggregato di particelle non 
legate in modo rigido, ma neppure completamente indipendenti. Le forze 
intermolecolari non sono trascurabili e sono responsabili delle proprietà dei 
fluidi oltre che della loro capacità di trasmettere azioni meccaniche tra 
punti diversi del fluido stesso. 

Appare evidente come la meccanica dei fluidi sia un settore molto 
vasto della fìsica e dell'ingegneria, che affronta problemi che vanno dal 
moto dei liquidi (condotte, fiumi, oceani, sistema circolatorio sanguigno), 
alle azioni su corpi in movimento in liquidi e gas (navi, aerei, proiettili, 
razzi, turbine), ai moti dell'atmosfera, ai principi di galleggiamento, alle 
strutture di dighe, ecc. 

In questo testo verranno toccati solo i principi generali della meccanica 
(statica e dinamica) dei fluidi, mentre testi specializzati copriranno gli sva- 
niti settori di cui abbiamo fatto menzione. 

Considereremo i fluidi come sistemi materiali di cui si individueranno Fluidi come sistemi continui 
[.^'Ofl/Mf, eventualmente molto piccole, e di queste si considererà Io 
tato di moro d'insieme, prescindendo, ovviamente, dai movimenti indivi- 
, Ua « dei numerosissimi componenti microscopici (atomi e molecole). 



In questo approccio, un fluido sarà considerato come un «con/inno», 
nel senso che, nello sceglierne delle porzioni, si assumerà lecita la schema- 
tizzazione matematica delle funzioni continue, in base alla quale un volu- 
metto rfKpotrà essere infinitesimo e pur sempre la massa dm in esso conte- 
nuta non presenterà discontinuità. 

Ciò significa, in pratica, che i volumetti considerati potranno essere 
anche molto piccoli, ma comunque tali da contenere un grandissimo 
numero medio di molecole cosi che, per esempio, la densità p = dmldV 
avrà sempre valori non nulli in un punto qualsiasi interno al fluido conside- 
rato. 

In sostanza, è lecito prescindere dalla natura intimamente discontinua 
della materia (atomi e molecole) perché ogni tipo di possibile e ragionevole 
misura considera elementi di volume comunque gremiti di molecole. Per 
esempio, una sferetta di raggio 0,1 mm, riempita d'acqua, contiene ancora 
qualcosa dell'ordine di IO 17 molecole. 



1X.2. Azioni meccaniche sui fluidi 

Per studiare la statica e la dinamica di un fluido come sistema conti- 
nuo, occorre analizzare il comportamento degli elementi di volume sotto 
l'azione delle forze che su di essi si esercitano. 

È conveniente suddividere le forze, attive su un elemento di volume 
dV t in due categorìe principali a seconda che responsabili di queste forze 
siano: 

a) elementi a contatto con la superficie che delimita il volume dV, nel 
senso che il volume considerato può pensarsi racchiuso in una specie di 
pellicola di contomo, che Io mantiene distinto da ciò che lo circonda; gli 
elementi a contatto con dV, come altri elementi di fluido, pareti^ corpi a 
contatto ecc, trasmettono le così dette forze di superfìcie (dF s) )\ 

b) elementi capaci di esercitare forze proporzionali al volume dV dell'ele- 
mento considerato (per esempio forze gravitazionali o centrifughe, che, 
essendo proporzionali alla massa dm contenuta nel volumetto dV, risul- 
tano proporzionali al volume stesso per effetto della relazione dM = pdV, 
con p uniforme dentro dV)\ si hanno allora le così dette forze dì volume 
(dF">). 

Considerato un elemento dVa forma di parallelepipedo ed una sua fac- 
cia dì area dS, il cui versore della normale sia /f, le forze di superficie, che 
dall'esterno si esercitano su dS, saranno rappresentate dal vettore dF s) . 

È utile decomporre il vettore dF s> in una componente dF„ s> normale a 
dS ed in una componente dFf 1 tangente a dS. 

Le forze di volume agenti sull'elemento ^Ksaranno indicate con dF 1 ^ 
ed espresse dalla relazione: 

rffw = G dm 

che evidenzia la diretta proporzionalità alla massa dm ed in cui G rappre- 
senta un vettore che ha le dimensioni di un'accelerazione. Per esempio, nel 
caso in cui la forza di volume sia solo il peso, si ha G = g, con g accelera- 
zione di gravità. 
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Riguardo le componenti normale e tangenziale della forza di superficie 
e utile introdurre il loro rapporto con l'area dell'elemento dS su cui si espli- 



cano 



P 77r~ (sforzo normale) 



dS 
d¥< 5 > 



(sforzo dì taglio) 



Le dimensioni fisiche degli sforzi, che sono quantità scalari, sono 
quelle di una forza per unità di superficie: 



ÌP] = W = 



N 



= [Pa] 



avendo indicato con Pa (Pascal) la forza di 1 N distribuita sulla superficie di 
1 m (unita di misura degli sforzi nel S.I.). 

Lo sforzo normale su una superfìcie di un fluido si dice anche pres- 



sione 



t _ Se una porzione di fluido è in quiete e non sono presenti moti di 
insieme (convettivi) all'interno del fluido - che è come dire, da un punto di 
vista microscopico, che attraverso ogni superficie interna al liquido conside- 
rato Passano in media uguali numeri di molecole in un senso e nell'altro - 
allora debbono essere assenti forze tangenziali sulla superficie di contorno 
fce (ossero presenti sforzi di taglio, gli strati fluidi superficiali scorrerebbero 
gli uni sugli altri generando dei moti di insieme, incompatibili con la ipotiz- 
zata situazione di equilibrio. Ciò implica che, in un fluido in equilibrio le 
lorze di superficie si riducono alla sola pressione 
™„ a nuid <° è in mov "» ct "°, oltre agli sforzi normali debbono essere 
Tnlt \ a 'n f S !° rJ di Uìsli0 ' Infatti > P ur P° tend0 muoversi gli uni 
?2rn ? & , ' gh elementi di fluid0 Mentono di forze di coesione (forze 
^molecolari attrattive) che, di solito, non sono trascurabili. Quando una 

n££? H 6 r ° 6 P °f a in movimento "spetto a porzioni confinanti (o a 
pareti di confinamento), si evidenzia una sorta di attrito intano nella forma 
ai uno sforzo di taglio. Tale attrito interno dipende dal fluido considerato e 
«ai suo stato. II parametro che lo quantifica è la viscosità 
ennti» 1 " df \ finire ,. Ia viscosità di un fluido, consideriamo un recipiente che 
. QU , ld0 quiete " SuIla su P e rfi«e libera del liquido 
fiST galleggiante di area S alla quale applichiamo una 

SLin ° u e , diretta tan 8enzialmente alla superficie del liquido, 
^mmagmiamo che la tavola sia abbastanza grande perché siano trascura- 

baLfin 6 , V ,° rtlCOS1 ai suoi bordi - Glì strati superficiali di liquido 
bafso Hi lt?>T Z p K rocedono , 000 essa ' In modo annoso. ,0 strato più 
ìS?LV qUltJ °' Ch£ bagna 11 fondo del re ^Piente, resta fermo. Gli strati 
variZ >t S1 . muovono con , v « ,ocità che dipendono dalla profondità e che 
sS* i > Ì If' 0 5 e K S? de L f0nd0 ed il valore che com P ete »»« tavola tra- 
niS'Ì effet ? dl attn !,° che il liquid0 viscoso eser <*a sulla tavola si ma- 
Per UtZ^ " e ■ 88e dÌ m0t ° ° he Si 0SSCrva s Perimentalmentc 
Li;, 3 SUa Vel0Clta dl regime v ° e costante. Ciò significa che si 

terS J" ^"i'ijr] 0 dinamico tra la forza Ftd una forza di attrito A. In 
| 'mini di moto del liquido, lo strato liquido che bagna la tavola procede 



Sforzi 



Pressione 



Fluidi in quiete 



Fluidi in moto 



Viscosità e attriti interni 
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^^andc^So^^^ V '^, ia ?" velocità 



Coefficiente di viscosità 



T) S 



N_ 
_m 2 



• m 



s 

m 



Ns 



m s 

L m 2 J [ ' S 2 "^J = (kg m" 1 s" ! ] = [MI- 1 r-'J 

Nel sistema C.G.S., l'unità di misura è il poise (a crrr . . a r . . 
precedente, tenendo conto che il raonnrtn wc a t ™ 2' U re)azi one 
essere scritta anche nella forma: '° Sf ° rZ ° * taglio T ' ^ uò 



COEFFICIENTI DI VISCOSITÀ 


Sostanza 


-[■Sì 


Olio 

di ricino 


~ 1 a 2CTC 


Glicerina 


~ ],5 a 20*C 


Acqua 


1,8 -IO" 3 a 0°C 
0,3 -KT 3 a 95°C 


Olio 

SAE 20 


0,3 a 40°C 



Liquido perfetto: incompressi- 
bile e privo di viscosità 



rfv "lr T * [ix.il 

regime, la forza F scosta il Zmtl JT , ■ Nellese mP'o considerato, a 
senza che la tavola aumen i ? Sì. e ^. uindi com P ìe 

già dissipata si rtoovTalla Ita. i ■ ane ". ca - <? 6 significa <* 6 ''^ 
liquido. * a ""'• '" Wlaaone termica delle molecole del 

A - *t!i2Sf '„ di ™«> sìlà . -ampia 
temperature ^£?%™S££* mi "° r misura - " a 

gli effetT'dìlta'vfsc'Snf 16 lraSCUrarc ' ne "° StUdio del ™'° * «• 

- ogti d !ul T*' 'tr un nu ""' che abbia le «W«k 

SreTcT* fottop'st mi, 6 , qUindÌ dMS " à ' Moderni dalla 

- il ^ . sottoposto (fluido incompressibile)- 
H cotf?c;«fe di vW/d „ sia mìlQ 



Esempio 



Dalla relazione [IX 1] 



av = du 



Per integrazione tra la quota y = 0, in cui v = 0 (strato che bagna il fondo) e la 
quota ft, in cui v = v„ (strato che bagna la tavola), si ha: 



Siccome, a regime, F = A> si ha 

Nel caso di liquido perfetto ti = 0 e non si ha attrito sulla tavola. 

Osserviamo che l'attrito risulta proporzionale ad 5 ed a v 0 . L'inversa proporzio- 
nalità a A discende dal fatto che, in ultima analisi, il fondo, bloccando lo strato di 
liquido che lo bagna, condiziona lo scorrimento relativo degli strati superiori. 



IX.3. Statica dei fluidi 

Consideriamo un fluido incompressibile in situazione di quiete. Poiché 
il fluido non è in movimento, gli attriti interni, e quindi la viscosità, non 
giocano alcun ruolo. Le azioni meccaniche su qualsiasi superficie interna al 
fluido sono riconducibili a sforzi normali (pressioni). 

Prendiamo in esame un elemento di fluido delimitato da una superfìcie 
chiusa a forma di parallelepipedo con gli spigoli paralleli agli assi di un 
sistema di riferimento nel quale il fluido è in quiete. 

Per visualizzare il procedimento potremmo pensare, come abbiamo già 
visto, che questo volume infinitesimo dVsia. delimitato da una sottilissima 
pellicola impermeabile che intrappola la porzione di fluido considerata e ne 
conserva l'individualità all'interno del fluido circostante. 

Su questo volumetto siesercitano forze di superficie (pressioni) e forze 
di volume di risultante dP v) - G dm = G p dV = Gpdxdydz. 

Le forze di superficie, che dall'esterno si esercitano sul volumetto dV 
sono dirette verso l'interno del volumetto, dal momento che il fluido 
esterno, per sua natura, non può esercitare delle trazioni. Di fatto la forza di 
superficie esercitata da un fluido su una parete corrisponde ad una serie di 
numerosissimi urti che le molecole realizzano sulla parete stessa. Per ogni 
urto c'è una certa quantità di moto trasferita alla parete; e questa, sommata 
sugli urti che avvengono nell'unità di tempo, corrisponde ad una forza eser- 
citata sulla parete. 

L'equilibrio del volumetto considerato si realizza se è verificata la con- 
dizione dinamica: 

d¥< s) + df w = 0 , 

d'ove dF s) è il risultante delle forze di superficie attive sulle 6 facce del 
parallelepipedo elementare considerato. 

J Sviluppiamo, per esempio, le conseguenze della relazione vettoriale 
della statica nella sua proiezione'sull'asse y. In questa direzione interven- 
gono solo i contributi delle forze di superfìcie relative alle facce ABCD ed 
cfGff, dal momento che i contributi delle altre facce sono ortogonali 
gl'asse y. Dunque: 
k- 
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Tenendo conto che, per definizione, si può scrivere df s) = p dS, ed indicando 
con (x, y t z) le coordinate del centro della faccia EFGH e con (x, y + dy i z) i e 
corrispondenti coordinate della faccia ABCD, si ha, essendo dS = dxdz, 

p (x, y, z) dxdz- p(x,y + dy, z) dxdz+p G y dx dy dz = 0 

Ricordando che, per definizione di derivata parziale, 

pjx.y + dy, z)-p(x t y,z) = dp_ 
dy dy 



si può scrivere 

(~ "ijy* dy ) dxdz+ p G f dx d y dz = § 

e quindi 



— — = p G y 

dy 



In modo del tutto analogo si scrivono le proiezioni sugli altri assi e si 
arriva alle seguenti equazioni fondamentali della statica dei fluidi; 



Equazioni della statica dei 
fluidi 




P = 



dfn 

dS 



La pressione non dipende dal- 
la orientazione 



dx 

ày 
dz 



= P G* 

= P ^ 

- p G z 



[IX.2] 




Da queste equazioni si evince immediatamente che, per fluidi in equilibrio, 
le variazioni di pressione in corrispondenza di spostamenti in una certa 
direzione sono proporzionali alla componente della forza di volume per 
unità di volume in quella direzione. 

Per esempio, se le forze di volume si riducono alla sola forza peso, che 
è verticale, non si hanno componenti su piani orizzontali. L'equazione fon- 
damentale dell'idrostatica garantisce subito che la pressione non può 
variare su piani orizzontali. 

La misura della pressione in un punto di un liquido presuppone l'indi- 
viduazione di un elemento di superficie dS intorno al punto considerato e 
la misura della componente della forza normale alla superficie dS. Si vede 
immediatamente che, fissato il punto, il valore della pressione non dipende 
dalla orientazione di dS intorno a quel punto. 

Supponiamo di considerare un elemento, avente la forma mostrata in 
figura, di fluido in equilibrio: la faccia ABCD è perpendicolare alla direzione 
y ed ha area dS, la faccia EFGH ha la normale « ' che forma un angolo a con 
Tasse y ed ha area dS\ mentre il volume dell'elemento è dV = dS • Ay .La 
proiezione delle forze lungo la direzione y deve dare somma nulla: 

pdS - p'dS'cosa + p G y dS- Ay = 0 
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Se riduciamo il valore dell'altezza Ay, la relazione precedente resta vera, 
anche quando Ay -> 0. Al tendere di Ay a zero il contributo della forza di 
volume pG y dSAy è infinitesimo di ordine superiore rispetto ai termini 
pdS e p' dS' cosa e quindi può essere trascurato. Dunque, per Ay -»■ 0, 
deve valere la relazione: 

pdS~p' dS' cos a = 0 
Si vede immediatamente che 

dS' cos « = (FG) ■ (FE) ■ cos a = (/C) - (fi) = (BQ ■ (AB) = dS 
e quindi la relazione precedente diviene: 



P = P' 



(quando Ay = 0) 



In ogni posizione, la pressione ha valore indipendente dal! 'orientamento della 
superfìcie su cui essa si esercita. Per questo motivo, anche in precedenza la 
pressione è stata indicata semplicemente con p senza specificare l'orienta- 
mento della superfìcie su cui essa si esercita. 

IX.4. Idrostatica nel campo della gravità 

Le relazioni [IX.2] costituiscono un sistema di equazioni differenziali 
alle derivate parziali che permette di determinare la funzione scalare 
P(x,y, z) una volta note le forze di volume e le condizioni al contorno del 
sistema fluido considerato. 

Consideriamo il caso in cui le forze di volume consistano nella sola 
forza peso. In questo caso la forza di volume su un elemento di massa 
dm = pdV ha l'espressione: 

dP* = GpdV = gpdV 

per cui si ha, nel sistema di riferimento indicato in figura: 

G = (0, O,-^) 

dove g è il modulo dell'accelerazione di gravità nella località considerata ed 
" segno negativo è dovuto all'orientazione scelta per l'asse z. 
Le [IX.2] diventano dunque, in questo caso: 



ìtS- 



Òp_ 

dx 

àp_ 
9v 
àp_ 
3z 



= 0 



" 0 



= - PS 



[IX.3] 




P = P' 



Equilibrio di un fluido pesante 



G= g 



Come già visto, le prime due equazioni impongono alla funzione 
P d ' ^ d ' assumere va,ori umformi su j p [ m \ orizzontali (z = cost). Si 

* ice che i piani orizzontali in un fluido in equilibrio per azione delia gravità Superfici isobariche orizzon- 
tano supetfìci isobariche. tali 
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z 

z E 



Lega e di Slcvino 

pressione 

idrostatica : 
P = pgh 




Pressione almosJ'eriai 




Questa circostanza implica che la pressione dipenda soltanto dalla 
quota z: p = p(z). La terza equazione delle [1X3] diventa allora: 



dp dp 



Òz 



dz 



pg; da cui: dp = - pgdz 



L'equazione precedente, che esprime la differenza di pressione dp tra 
due punti la cui differenza di quota sia dz, può essere integrata per avere la 
differenza finita di pressione (p 8 - p A ) tra due punti B e A interni al liquido 
che abbiano una differenza di quota finita {z b ~ z A )\ 



[-■■* t~« 
d P = - P g dz = - p g dz. 



L'ultimo passaggio, in cui la quantità pg esce dal segno di integrale è 
lecito purché la differenza di quota tra A e B sia abbastanza piccola da non 
generare apprezzabili variazioni di g, e purché la densità p sia uniforme 
ali interno del liquido. Procedendo si ha: 



Pb- Pa = - PgUB- -a) 



da cui 



Pa = Pb + Pgh (legge di Stevino) 



[IX.4] 



La quantità (pgh) corrisponde alla pressione idrostatica esercitata sulla 
base da una colonna omogenea di fluido in equilibrio di altezza li per 
effetto della forza di gravità. Infatti, se consideriamo una colonna cilindrica 
di area di base S ed altezza li, la forza peso del liquido è distribuita sulla 
base e vale mg - pShg. La corrispondente pressione sulla base vale 
mg/S = pgh. 

Dunque, una colonna di fluido in equilibrio esercita, per effetto della 
gravita, una pressione detta idrostatica su ogni punto sottostante. 

be il mudo considerato è Varia e si considera un punto in prossimità 
della superficie della Terra, la colonna d'aria, che va da questo punto agli 
estremi dell atmosfera, esercita una pressione idrostatica che si dice pres- 
sione atmosferica. 

Si tratta di una colonna gassosa che diventa sempre più rarefatta a 
mano a mano che si sale di quota e la cui densità, già intorno a 40 km di 
altezza, si riduce a pochi per mille della densità a livello del mare. 
... Passione atmosferica p a può essere misurata con il semplice dispo- 
sitivo di Torricelli (prima metà del 1600) mostrato in figura e detto baro- 
metro di Torricelli. 

Questo barometro consiste in una vaschetta contenente mercurio, ed 
in un tubo di vetro abbastanza lungo, chiuso all'estremità B ed aperto 
nen estremo A. Il tubo è, all'inizio, riempito completamente di mercurio. 
Una voltafieno 1 apertura A del tubo viene chiusa, il tubo viene capovolto 
l !? 1 0) £d immerso Parzialmente, dalla parte A, nel mercurio 
aeiia vaschetta. A questo punto la chiusura in A viene rimossa, mentre si 
cura cne 1 estremità aperta A peschi sempre nel mercurio della vaschetta. 
mim Ì', ( ce , SI , ^erva e un Parziale svuotamento del tubo, che si arresta 
quando vale A la differenza di quota tra il livello del mercurio nel tubo ed il 
peio libero del mercurio nella vaschetta. A questa situazione statica si può 
applicare la legge di Stevino, tenendo conto che la superficie orizzontale, 
cne comprende il pelo libero del mercurio della vaschetta ed il punto C 
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n n e?rnt?c^ntH"nf PerfidS ^ a pressione P. = Pc La pressione 
*itl ì % alIa press,one idrostatica della colonna di mercurio di 
altezza A essendo praticamente nulla la pressione P D in D (ne»a sommiti 
del tubo v, e solo vapor saturo di mercurio); la misura di £ "pHfor- 
n.sce dunque anche la misura della pressione atmosferica jv 

Po = Pc ~ P g h . 

A livello del mare in condizioni meteorologiche «normali» è /) = /; =76 cm iw n ' , 
per cui: c " "° '° cm, Pressione li tm osi erica in con- 



dizioni normali 



P.'P.-pgh- (l3,596 . 10'-**-) • (9,8 1 -f) . (0,76 m) = 
= 1,012 ■ IO 5 TV/m 2 

^rSto^nif 12 • 105 , Wm3 VÌen£ USata COme unita di misura «Pi- 
tica» della pressione, con il nome di atmosfera (atm): 

1 atm = 1,012 ■ 10'AVmA 

colono S mmHg) ' Ci0è Ia pressione idrostatica di una 

colonna di mercurio alta 1 mm. In queste unità si ha: 

1 atm = 760 torr 

roidi%Z7to°SLTf Crk \ è USUalmente mis "^ta con i barometri anc- 
f 2 » P0 dl barometr o e costituito da una scatola chiusa all'in 

o«/?e tLronau^ 0 f ° " VUOt °' ed Ìn CUÌ Una ^éS^Ll 
deforma nn^nn S i U pre , s ?, ,on , e esterna ' a seconda del su ° valore, 
fìri?™ P ^ en ° ia faccia sottlle della scatoIa - Tali deformazioni ampli 

TtI^L m °'° * IT C T> per esempi0 per confronto con un ^omeuo 

d ma wnetri dl presSi0ne ven S° n ° indicati anche con il nome 



Al mostra 

Definizione: 1 bar = ]fj f N/m : 
Torr 



Barometri aneroidi 



Manometri 



d^,^ bb , Ìam ° ^ ett0 che la Passione atmosferica al livello del mare è 

&e^*,SSS M f d i aria si estende per 

pe^^i. Passione e la densità medie dell'aria hanno l'andamento 

perTsemnio T.n V* ?T ^ la te «™ varia con la quota 
wer esempio, a 10 km di altezza è dell'ordine di - 50°C) 

con FaE, dareforrna analitica semplice all'andamento della pressione 
rZLrlf ' equazì0ne ^Metrica - all'interno di tratti di quota in cui la 
SZl r ZT a "^h 6 considerata Come si vedrà in termodina- 

Stoì 3853 dl gaS abbastanza rarefa »° (schematizzazione di gas 

voYuml mJÌh h! mante ! lu f 0 a Speratura costante, ha la pressione ed il 
P 2 ' e atl da una «"elazione di inversa proporzionalità, cioè è costante il 
prodotto di pressione e volume: 



P v = costante (legge di Boyle). 
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Introducendo la densità p = miV, la legge di Boyle si 



scrive nella forma: 



~7" = costante 
P 



:~ tf^f erazione di gravità * Per tutti ' 



-f- da cui p(z) = Po ^ 

P ° Po 



dW Y: t Po s ° n Y ispettivamente ' la pressione e la densità a livello del mare 

ie qu ^Te^ e ;rsit;r enfe ad una coionna d '- ia ™~ 

dp=- 9 (z)gdz = ~-£<Lg p(z)dz 

Po 



p 



da cui: 



P 0 S , 

dz 

Po 



fife 



Pog 
Po 



dz. 



Po 



Poi 
Po 



contomo XTuìVÌ !!" e ?? one " SÌ ^ rmina in base al,a condizione I 
tiva, ri ha: ~ ^ = A: Ciò implica ^ = A P er cui > in defi ^ 



Equazione barometrica 



Altimetri 



- >f. 



Po£ 



[IX.6J 



negale U P H SS1 °f dUnt,Ue con Ia con legge espi 
la Pres che ' per una variazione di quota pari a z =- k 

U ovio per X Z^^v H' {e = 2 > ?1) ' Nei «velli bassi di atmosfe| 
iroyano per A valori dell'ordine di 7 ^ 8 km ^ 

W eTuoTin S"?™' ° he esprìme un le S ame analitico tra prS 
5emS t ^f S ^ nte accordo con i dati sperimentali medi, pèì 
iisiSto^S r HvZ $ P ressione ' di re alizzare rapide misure di quo» 
*«e Si me 7 ri' nferiment0 - S, '™ti die, con opportuna sisternl 
misura dX lUr *' permettono di determinare la quota mediante J 
misura della pressione relativa, si chiamano altimetri M 



1 
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Esempio 

E.IX.2. In un recipiente cilindrico chiuso ed impermeabile, di raggio di base R = 0,5 

|f m. viene fatto il vuoto. Qual'è la/orza che si esercita dall'esterno sulla base 

\ dei cilindro, quando questo; 

i a) è posto in aria, a livello del mare; 

t" b) è mantenuto a profondità h = 10,33 m in acqua? 

a) A livello del mare la pressione atmosferica è 

X 

l p Q = l atm = 1,01 - 1 0 S Wm ! 

\.'. 

e quindi sulla superficie di area S= x R 2 = 0,785 m J la forza vale: 

t 

jl' F a = p 0 S = 79.440 N. 



Si tratta di una forza considerevole, equivalente al peso di una massa F 0 fg s 8.100 
kg = 8,1 /. 

i 

t: b) Alla profondità h = 10,33 m in acqua la pressione diventa, per la legge di 
Elevino: 

= Po + P S h = |l,01 • IO 5 -j^-) + |l0 3 -^-J (9,8 -jjr) • (10,33 m) = 



= 1,01 ■ 10 



Centro di spinta 



-■' . £ioe la pressione idrostatica di 10,33 m di acqua equivale alta pressione atmosferica. 

j&r .. .La forza sulla base del cilindro vuoto raddoppia rispetto a quando si trova in 
aria a livello del mare. 

III . Con il termine storico di principio di Archimede si indica l' osservazione^ Principio di Archimede 
' i. ^base alla quale un corpo immerso to talm£nje_oj^rzi^ 
■ r^^j^c^^o'd^^g^^j^^^ifa., AM0ata.dLÀLTJìimede)-^e^fi€ale 
Ì'- ff ì 'f? <afa verso l' a h°> M cu ' modulo è pari alla forza peso a ttiva sulla massa 
% flwda spostata e d il cui pu nto di ap plicazi one coincide con il baricentro della 
\ tttas$a fìuid a_ spostat a (centro^ d i spinta). 

y:-. H principio di Archimede si dimostra immediatamente osservando che, 
. jn sostanza, un corpo immerso in un fluido in quiete, si sostituisce, all'in- 
^.terno del fluido, ad una porzione di esso, avente lo stesso contorno del 
i^orpo considerato. Tale porzione di fluido, se fosse lasciata al suo posto e 
$on fosse spostata dal corpo, starebbe in equilibrio per l'effetto congiunto 
^gelle forze di volume agenti su di essa (in questo caso forza di gravità, ma il 
y^gionamento è generalizzabile ad altre forze dì volume) e delle forze di 
ygperfìcie agenti sul suo contorno. 

Dunque il risultante delle forze di volume - forza peso attiva sulla 
BJassa fluida spostata - deve essere uguale ed opposto al risultante delle 
jgrze di superfìcie attive sul contorno. Ma tali forze di superficie non 
Bfwno se, con la stessa superficie di contorno, lo spazio occupato dal 
Uido viene riempito con il corpo immerso nel fluido. Dunque il risultante 
geile forze di superficie agenti sul corpo immerso - spinta di Archimede -, 
^uguale ed opposto al peso del fluido spostato. 



1 



J 



320 Parte prima: IX 



Esempi 




E.IXJ. Ricavare ti principio di Archimede nei caso semplice di un corno hi fn 
densità p,, con le generataci orientale verticalmente. 

Setole ' """" duc r ° r2e sulle basi è «i™>to »» 

voLrS 0 cSrpt''° ™' e f °' Za PCS0 a8entó SU mi a, 




u Punta dell'iceberg 



E.IX.4. Un corpo omogeneo di densità p, = ft* g /,,„-< ( ; ,„ , 

peso^S^^Z C° ^ SPÌma ArChÌmede " ^ " ^ 
dell'ai S^e^r^ Archimede * c »»*™mo trascurabile l'erto 

Parte'treJsrn^r^irirh:^ 113 ^ ™* • - * « volume *»j 



Per l'equilibrio: 



Vi + V, 



Pc(Vì+ K)g = Pi Ki' da cui 



i+ -^- = - £L - da cui = -£^L£<- 

p < y t P< 



:1Ì 



rt 



11 ProbJema^ichiede la frazione emergente che conviene esprjmer i 



funzione del rapporto ^ già ricavato: 

Pj. ~ P< 



= p* ~ p' _ 



1 + 



9L - Pi 

Pi 



Pl 



= 0,11 = 11%. 



(icetSSlnSr?^ 110 VÌdnÌ a ' CaS ° ìn CUÌ " COrp0 sia un b! °«° di * hi 4 



E.IX.5. Un c orpo a forma di mezzo cilindro è immerso in liquido omogeneo di densità 
p L , come mostrato in Mura. Se il raggio de! semìcilindro è R e la sua altezza 
lì, calcolare il momento assiale delle forze dì superficie agemi sul corpo, 
rispetto ad un asse coincidente con la generatrice del semicilindro passante 
per il punto B. 

il risultante delle forze di superficie agenti sul corpo è pari alla spinta di Archi- 
mede, che è applicata al centro di spinta e vale, in modulo: 



1 pi 
A = pz. ■ — it « 



hg 



Il centro di spinta C è situato sulla perpendicolare in 0 al raggio OS, a distanza 
4 R 

OC = —, — (vedi esercizio VI. 12). 



3 71 

11 momento rispetto all'asse passante per B vale 
M = HC ■ | A \ • scn a , con BC sen a 



OC 



Dunque 



M 



4R 
3it 



-j-nR 1 !; g = 



Pi. R J gl> 



il 



E.1X.6. Una nwtgoìfiera piena dì gas di densità p, = 0,2 kg/m è in equilibrio in 
aria, che ha densità p„ = 1,3 kglm ! , sostenendo un carico globale di massa 
M = 300 kg (M include l'involucro del pallone, ma non comprende la massa 
del gas). Quale la massa m k . del gas contenuto nel pallone, nell'ipotesi che il 
carico occupi un volume trascurabile rispetto al volume V dei gas' 

% vv L'equilibrio si realizza perché la spinta di Archimede uguaglia la forza peso 
fcom plessi va: 

Peso totale = A, dove: 

i 

p: Peso totale = Mg + m^g, 

= p^V ed A ~ p„ Vg (trascurando la spinta di Archimede sul carico). 



Mg + p K Vg = p a Vg da cui: 
M 300 



1,3 - 0,2 



300 
U 



== 273 m J 
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massa del gas è dunque: 



p„ K= 0,2 • 273 a 54,5 kg 



P"- 1 Consideriamo un'altra conseguenza delle equazioni dell'idrostatica nel 
j£ampo delta gravità. Con il termine di vasi comunicami si intende un 
^sterna di recipienti collegati tra loro e che presentano verso l'esterno due 
jj£Più aperture, non piccole, cosi che siano trascurabili effetti di capillarità. 

^ Quando un liquido omogeneo è immesso in un sistema di vasi comu- 
l^fcanti, si generano delle aree non contigue di contatto tra liquido ed 
yrnbiente esterno. Nella figura tali aree sono indicate con S { ed S 2 . Se i vasi 




I 
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sono aperti verso lo stesso ambiente esterno (per esempio l'aria dell'almo- 
Vasi comunicanti sfera a pressione p 0 ), allora le superfìci libere ed S 2 , indipendentemente 

dalla loro forma e distanza, debbono trovarsi alia stessa quota, perché piani 
orizzontali sono superfìci isobariche nel campo della gravità. 



Forze dì volume conservative 



IX.5. Statica dei fluidi in campi di forze di volume conservative 

Le equazioni fondamentali della statica dei fluidi [IX.2] sono state rica- 
vate per una generica forza di volume. Gli esempi finora esaminati si riferi- 
scono alla forza di gravità cui, per ovvi motivi, abbiamo dedicato particolare 
attenzione. 

È interessante sviluppare le [IX.2] nel caso in cui la forza di volume sia 
una generica forza consen-ativa. In questo caso esiste una funzione energia po- 
tenziale per unirà di massa U = U (x, >>, z) tale che, data la forza di volume 

dP v) = Gdm 



si può scrivere: 



G = - 



G, = - 



òu 
dx 

òu 
dy 
dU 
dz 



[IX.7] 



La funzione U, così introdotta, ha le dimensioni di un'energia diviso una 
massa; 

[U] = [Joule/kg] . 

Per esempio, nel caso della forza di gravità, si ha G y = <J, == 0, G : = - & 
da cui: 

U(x t y,z) = U{z) = gz+costante 

Le equazioni fondamentali dell'idrostatica in campi di forze di volume 
conservative si scrivono nel modo seguente: 



Idrostatica in campi conserva- 
tivi 



= P G x = ~ P 



dx 

àp 
dy 

dz 



= P G, = ~ P 
= p G 2 = - p 



dx 
ÒU 
dy 
dU 
dz 



[1X.8] 



i. 



Le equazioni [IX.8] permettono di esprimere la differenza di pressione 
esistente tra il punto P = (x,y,z)ed il punto Q = (x + dx,y + dy, z + W 
in termini della corrispondente variazione di energia potenziale: 
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6* 

= - pdU 



p(x + dx,y + dy,z + dz) - p(x,y\z) = dp = 
3z 



+ — + — rfz = - p — dx- p—dy-p — dz = 

ox dy dz 



Dunque 



dp = - pdU 



[IX.9] 



All'interno di un fluido omogeneo, la differenza di pressione tra due 
punti a distanza finita può essere ottenuta integrando la [IX.9]: 



àp = j dp = - j p dU = - p | dU = - pAU 



[IX.10] 



(il penultimo passaggio è lecito se il fluido è omogeneo). Se ne conclude 
che, per forze di volume conservative: 

in un fluido omogeneo le superfici isobariche {Ap = 0) coincidono con le 
superflui eijuipotenziaìi {Ali = 0). 

Questa proprietà generalizza il caso particolare, già visto, della forza di gra- 
vità, per cui i piani orizzontali (equipotenziali) erano isobari. 

Una conseguenza della [IX.10] é il teorema di Pascal; in un fluido omo- 
geneo in quiete, un incremento di pressione, prodotto in un punto qualsiasi del 
fluido, si trasmette inalterato in ogni altro punto del fluido. 

Infatti, dalla [IX.10] si vede che, in un campo conservativo, la diffe- 
renza di pressione Ap tra due punti di un fluido omogeneo in quiete di- 
pende soltanto dalla differenza AU di energia potenziale delle forze di volu- 
me tra i due punti. Ma AU dipende solo dalle coordinate spaziali e dunque 
in particolare non dipende dalle forze di superficie; e quindi ogni pressione 
aggiuntiva non può variare la differenza Ap. In altre parole, il fluido realizza 
una trasmissione idraulica totale degli sforzi esercitati sulla sua superficie. 

Su questo principio lavora la pressa idraulica: una forza /esercitata su 
un pistone a tenuta di area a (piccola) può fare equilibrio ad una forza F 
distribuita su un pistone di area A (grande). Infatti la pressione in a, di va- 
lore p = si trasmette inalterata in A, dove p = FI A. Dunque una forza / 

Può equilibrare una forza ^con F= -y/; se Ala > 1, è Flf= Ala > 1. 

Sul teorema di Pascal si basa anche il funzionamento dei sistemi fre- 
nanti degli automezzi (freno idraulico). La forza esercitata sul pedale del 
tteno viene trasmessa al pistone della pompa P. L'aumento di pressione nel 
liquido del circuito frenante nella zona P viene trasmesso fino alla zona 
fteue ganasce, la cui compressione contro il disco produce, per attrito 
i azione frenante. 

ri fi"- Cert ' CaS ' accade cne ven S a a mancare la condizione di omogeneità 
aei fluido. Questa situazione si realizza in particolare quando sono posti in 
Presenza uno dell'altro due liquidi non miscibili di densità diversa (per 
esempio olio ed acqua nello stesso recipiente). 

Si vede immediatamente che la superfìcie di separazione di due liquidi 
non miscibili in quiete deve essere una superfìcie equipotenziale del campo 
" e He forze di volume (se queste sono conservative). Nel caso di liquidi sot- 
toposti alla sola, forza di gravità, la superficie di separazione è una porzione di 
Piano orizzontale 



Le superfici isobariche coinci- 
dono con le superfici equipo- 
tenziali 



Teorema dì Pascal 



Li 



Pressa idraulica 



freno a 
disco 



w 



Irono ò 
I tambuco 



Limitandoci per semplicità alla forza peso, supponiamo che all'equili- 
brio la superfìcie di separazione di due liquidi non miscibili, di densità p e 
p ; rispettivamente, non sia orizzontale c sia rappresentata dal tratto AB 
delia figura. Le superfici equipotenziali sono porzioni dì piani orizzontali 
Consideriamo due uguali volumetti infinitesimi dV, e dV 2 prossimi tra loro 
e giacenti da parti opposte rispetto alla superfìcie di separazione AB. Le 
forze di volume (gravità) agenti sui due volumetti sono: 

<IF" = G i/mi = g p, dV\ 
ttFì' = Gdm, = gp-,dV 2 

esse sono parallele e concordi ma diverse in modulo perché, pur essendo 
stati scelti uguali i volumi dV, e dV 2 ed essendo uniforme il vettore G (in 
questo caso G è Tacce le razione dì gravità), le densità Pl e p, sono fra loro 
diverse. Le proiezioni di queste forze sulla superfìcie Ali sono diverse c 
pertanto in un fluido incapace di reagire a sforzi tangenziali con adeguate 
forze di attrito interno (viscose), avrebbe luogo uno scorrimento di un ele- 
mento sull'altro. Ma questa situazione non è di equilibrio. Per avere equili- 
brio è necessario che la superfìcie di separazione tra i due liquidi coincida 
con una superficie equipotenziale del campo di forze dì volume. In questo 
caso gli sforzi normali, che la superfìcie di separazione (contorno dei 
liquidi) può esercitare, sono in grado di equilibrare le differenti forze di 
volume. 

Come applicazione delle considerazioni generali esposte, esaminiamo 
il caso di un sistema di vasi comunicanti aperti verso l'atmosfera, per esem- 
pio un tubo ad U, nel quale siano versati due liquidi non miscibili di den- 
sità pi e p 2 rispettivamente. Supponendo che sia attiva la sola forza peso e 
che si possano trascurare gli effetti dovuti al contatto dei liquidi con le 
pareti nelle zone di separazione con l'aria (effetti di capillarità), ricaviamo 
1 1 espressione del dislivello /; che si manifesta, all'equilìbrio. Ira le superfìci 
i] ed S 2 dove si realizza il contatto tra i liquidi e l'aria dell'atmosfera 
esterna. La pressione esterna si può assumere clic valsa p su entrambe le 
aree ed S 2 . 

A11 ' interno del litjuido di dcnsil à Pi (omogeneo), punti di ugual quota 
debbono avere la stessa pressione, per cui, sul piano orizzontale che con- 
tiene i punti A e B deve essere p A = p lt . Questa uguaglianza può essere 
scritta in termini delle pressioni idrostatiche esercitale dalle colonne di 
liquido sovrastanti i punti A e B. Infatti, essendo per la legge di Slevino: 

Pa = P a + Pi g Z\ ; p H = />„ + p, g 
e dovendo essere p A = Ph , si ha; 



Pi %t\ = 9iZ 



Se, per esempio, è nota la quantità di liquido di densità p, essendo data la 
sua altezza complessiva :,, si ha: 



z i — ~ z i e quindi // = 



Pi 
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Esempio 

E.IX.7. Una scatola chiusa ed impermeabile a forma di cubo, di lato a = V) cm con- 
tiene un corpo dì massa m molto maggiore della massa dell'involucro cubico 
La scatola e immersa in un recipiente contenente due liquidi non miscibili 
come acqua (di densità p A = IQ* kg/m 3 ) e olio (p 0 = 0,9 p A ). Ali-equilibrio, 
la parte di scatola immersa nel/ 'acqua ha altezza /> = i on. Calcolare iì 
va/ore delia massa m. 

La spinta di Archimede A deve fare equilibrio alla forza peso a = me II 
modulo A di A e pari al peso della mussa fluida spostata; cioè: 

A = p„ [a 2 (a - li)] g + p , ( U! - /,),_, 

Dovendo essere mg = A, si ha; 

m = a 2 [p 0 (a - li) + p 4 /,] = 7^ kg . 



I D[/;i ui 

non iiii-i 



■-hitìK-dc in heu 




IX.6. Statini dei fluidi in sistemi di riferimento non inerziali 

Tutte le considerazioni già svolte sulla statica dei fluidi si basano sul- 
1 applicazione delle leggi fondamentali della meccanica dei sistemi continui 
m sistemi di riferimento in cui il fluido sia in quiete. Per quanto riguarda le 
torze, in tutti gli esempi, abbiamo assunto che si trattasse di forze reali (per 
esempio, la gravità) e, quindi, che il sistema di riferimento scelto fosse incr- 

, La statica dei fluidi può essere trattata anche in sistemi di riferimento non 
inerziali, purché alle forze reali si aggiungano le forze apparenti o fittizie È 
aa notare che le forze apparenti sono sempre proporzionali all'elemento di 
massa considerato e quindi sono da considerarsi come forze di volume 
Considereremo t casi in cui, rispetto ad un riferimento inerziale ti 
nuido sia; ' 

a) in moto traslatorio accelerato; 

b ) in moto rotatorio intorno ad un asse fisso. 



a ) /-/nido in n:,>io ira\Lii<irio mrcliroio. 

r^i* SUP + POn u an10 di avere un fiuido omogeneo di densità p contenuto in un 
•capiente che S1 muove di moto traslatorio uniformemente accelerato con 
jwejerazione a, rispetto ad un sistema di riferimento in quiete Oxy Se il 
fin SS '? < ? uiete ns P ett0 aI recipiente, conviene considerare la statica del 
Dient T 1 S ' Stema di riferiment0 11011 inerziale O'x'y' solidale con il reci- 
alle f 8gl dinamica si possono applicare al sistema O'x'y' purché 
un e w? ? !■ « s T mÌno vettoria miente le forze apparenti. Considerato 
fDe ^ m , en o dl n " ftl0 dl massa dm, su di esso sono attive la forza reale dine 
Sa ri', 3 ? filtra rfm(-J) (forza d'inerzia), anch'essa proporzionale 
« massa, ed il risultante delle forze di superfìcie sul suo contorno 

«condn IV 1 V °'r e , r , isultante è ^ = (S-S) dm. Tale forza è diretta 
ittioli dia gonalc del parallelogramma avente per lati § e (- 5) Ciò 
effe* n Vi^ f erripl0 » che un cor P° immerso in fluido accelerato riceva per 
V che non dl su P erlìcie da P arte del fluido, una spinta di Archimede 

- gravità 6 Ver " Ca C ° me ne ' sìstemi > nerz 'ali in cui è attiva la sola forza dì 




326 Parte prima: IX 




F mg 



Il campo delle forze di volume cip-** = (g - 3) dm risulta essere un 
campo vettoriale uniforme all'interno del fluido e quindi conseivaiivo. Le 
superfici equipotenziali di questo campo sono porzioni di piani normali alia 
forza F V K 

Per quanto detto a! paragrafo IX.5 a proposito dell'idrostatica in campi 
di forze di volume conservativi, la superficie libera del liquido - superficie 
di separazione tra il fluido considerato ed ti fluido aria a pressione p 0 - 
dovendo essere sede di sforzi di taglio nulli, deve coincidere con una super- 
ficie equipotenziale del campo delle forze di volume. Pertanto la superficie 
libera sarà normale ad F n . 



Esempio 




E.IX.8. Su un piano inclinato fisso, formante un angolo 6 rispetta all'orizzontale, sci- 
vola senza attrito un carrello a forma di cuneo che presenta un ripiano oriz- 
zontale. Su tale ripiano è piazzato un recipiente contenente un liquido omoge- 
neo. Quanto vale, all'equilibrio, l'angolo a che la stipetftcie libera ilei liquido 
forma con l'orizzonta/e? 

La superficie libera deve essere normale alla risultante delle forze di volume 
presenti nel sistema di riferimento non inerziale solidale con il cuneo. L'accelera- 
zione del cuneo è parallela al piano inclinato e vale gsen9; la forza d'inerzia 
sull'elemento dm ha modulo (dmgsenQ) ed è diretta come il piano inclinato nel 
verso della parte alta. La forza di volume reale è la forza peso e vale dm g. La forza 
dì volume risultante è tale che il piano normale alle sue linee di forza è parallelo al 
piano inclinato: dunque a = 6. 




ÓF r — dinotar f 



| * dF? — dmg 



b) Fluido in moto rotatorio 

Un moto rotatorio può generarsi in una massa fluida quando, per 
esempio, il recipiente che la contiene ruota intorno ad un asse fisso. Si può 
realizzare la situazione in cui il fluido è in equilibrio rispetto al recipiente, 
ruotando solidalmente con questo. Si tratta di un sistema in equilibrio in 
un sistema di riferimento non inerziale. 

Per fissare le idee, consideriamo un recipiente cilindrico che ruota cori 
velocità angolare o costante intorno al suo asse, assunto come asse z, e che 
contiene una certa quantità di liquido omogeneo di densità p. 

Il liquido è trascinato nel moto rotatorio ed ogni suo elemento di 
massa dm, nel sistema di riferimento solidale al recipiente, è sottoposto ad 
una forza di volume che è il ri sultante della forza peso dmg e della forza 
centrifuga dm <o 2 rr, dove r = J x 2 + y 2 è la distanza dall'asse di rotazione 
ed r è il suo versore orientato verso l'esterno. '|- 
_ Nel sistema ruotante Oxyz la forza centrifuga ha componenti;! 
dF c = {dm w 2 x, dm w 2 ,y, 0) e quindi le equazioni fondamentali dell'idrostà-f 
tica si scrivono ponendo G = (rfx, « 2 v, - g) nelle [IX.2], ottenendo^ 



dp_ 
dx 





■■1 




■fj 
















- PS 





Si vede immediatamente che il campo vettoriale Gè amwnwìvo con 
energia potenziale per unità di massa data dall'espressione: 

U(x,y,z) = -^w 2 (x 2 +/)+£ Z +costante 

Questa proprietà permette immediatamente di ricavare la differenza di 
pressione tra due parti qualsiasi del liquido omogeneo, per Lmp ice Ste 
grazione della relazione [IX.9]: dp ^ - 9 dU . «mpiice mie 



Esempio 

EJX.9. in u n recipiente cilindrico in rotazione alla velocità anelare u = IO rad/, è 
ZZ cJ^r" 10 , %Z 116 ■ ^ kg/ "' 3) d ' e "<o<a solidamente ™ c . 

pZoF 0 20 W^T'l ^r /ra " 1,1,1,10 A < 0 ' 0. m ed il 
punto u ( w, 20, 10), avendo espresso le coordinate in an. 



con 



Dunque; 



4P - Pa ~ Pb = - p (U A - V B ) = p (U a - V A ) 



Vb y w 2 (x B + y B ) + gz s + costante 



2 w ( x a + yj) + s 2 A + costante 



= ~ IO 2 [- (0,1) 2 - (0,2) 2 ] + 9,8 ■ (0,1 - 0,3) = 
= - 2,5 - 1,96 = - 4,46 Mg 

Pa~P8= PW b -U a ) = (l3,6- 10 ; -Jp-J|-4,46^-J = 



- 60,7 - IO 3 



N 



,ifi*ij*era prevedibile, p B > p A . 

v 

^sume U nrfnV m V; k JU ^V ItIC " ut: / a ~ a ' ^Parazione tra liquido ed aria - 
>taSn, 1°; T es ?. e « faci , Imente Scolata sulla base della con- 



wÌZtZ l "^±^J!.^^ tra liquido ed aria - , 2 



datazione chl T T v Iac ' lmente caJc °^a sulla base della con- v 

e WTdo acontJfn™ C d ' . liquic3o > che s ™° sulla superficie libera, ^> 
^rme » S3??° C0 " Un ambiente estemo a P«»ione praticamente uni^ 
Mecche Ì^ Z v a '° re Ullìforme All'energia potenziale U. Ciò 

f » ica che la superficie libera sia un 'equi potenziale, cioè 




0 ' " ~~2 (x 2 + y 2 ) + g z = costante. 
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Ponendo uguale a zero la costante (cosa che equivale a scegliere l'origine 
del sistema di riferimento in 0, cosicché sia z = 0 quando r = 0' vedi 
figura) si ha l'equazione: 



^t'^^r p ™~ ^TonT reqUaZÌOne dÌ Un ^boloide di rivoluzione intorno all'asse 

È chiaro che, all'equilibrio, la forza di volume risultante è normale in 
ogni punto alla superficie di separazione tra liquido ruotante ed aria. 



IX.7. Idrodinamica dei fluidi perfetti 

L'idrodinamica si riferisce ai fenomeni di movimento di fluidi e tratta 
del modo di descrivere il movimento stesso, e di come questo movimento 
sia correlato alle azioni dinamiche esercitate sul fluido 

E esperienza comune l'osservazione della complessità del moto dei 
luidi: basta pensare al moto dell'acqua in un torrente o alla fuoriuscita di 
liquido da una bottiglia o rubinetto per rendersi conto che si tratta di feno- 
meni complicati, per la cui schematizzazione occorrerà particolare cautela 

Lo studio della dinamica dei fluidi sarà affrontato partendo da situa- 
zioni particolarmente semplici, per esempio ipotizzando l'assenza di attriti 
interni e sviluppando successivamente le conseguenze della introduzione 
di eitetti che avvinano il comportamento del fluido considerato a quello 
del fluido reale. 

Una prima complicazione che viene rimossa riguarda gli effetti termici 
legati a movimenti di compressione e rarefazione dei fluidi. Questi fenomeni 
sono molto rilevanti nei gas, come si vedrà nel corso di termodinamica; ma 
Liquidi incompressibili- S°T "T" ™ e ? trascurati nei sempre assai poco compres- 

pSrcT^nt potis zTi;t^ cì rik rr \ li<!ukti "t*™^ per 1 quali 

potremo porre la densità p costante nel tempo ed uniforme nello spazio, 
indipendentemente dal valore locale della pressione e della temperatura.. 

La seconda ipotesi semplìficativva riguarda le forze di attrito interno, 
cominceremo, in questo paragrafo, col considerarle trascurabili. Ciò com- . 
porta che considereremo nullo il coefficiente di viscosità n e quindi non" 

Liquidi perfetti; MleperT 1 Z^ZT^ ^ , Un HqUÌd ° ™™P« S! *' 

p = cost Dlie p ~ r CU1 sia nul]< > '1 coefficiente di viscosità si dice perfetto. E da osser : : : 

Tj = o " J— 6 H ' " C „ m0t0 di un n q uido Perfetto, saranno assenti gli effetti dissipa-; 

uvi dovuti ali attrito interno. La dinamica dei fluidi perfetti darà luogo a ri* 
suitati limite, che però, in molti casi, si avvicinano notevolmente alla realtà 1 

Descrizione del meo ^XTs^Ì^? eflfettivamente resa abbastanza piccola, 

rcr descrivere un liquido in movimento sono usualmente adoperati 
due approcci diversi: 

a) schema lagrangiano; 

b) schema euleriano. ' 2 

Schema lagrangiano Lo schema lagrangiano consiste nel fissare un sistema di riferirne* 

inerziale e ne] descrivere il movimento delle singole particelle di liquidò 1 ' 
questo sistema di riferimento. 

Lo schema lagrangiano prevede dunque di individuare la posizione in 
saie di un elemento di fluido, tramite le sue coordinate {x 0 , y 0 > /" 



r 



all'istante t = 0, e di seguirne il moto agli istanti successivi con la riarmi 
nazione (per mezzo della soluzione di equazioni differì a Uh" schemi" 

nei tempo dall elemento stesso. Si tratta, in altre parole, di inseguire una 
particella ne suo moto rispetto al riferimento fisso Pe e*mpto nel caso 

si Z^tt^T 0 LV\ Un IC8ger0 «^«««^n^ 

r.M ^ a evoluzione del suo moto rispetto alle rive. Ogni elemento di 
liquido darà luogo a delle equazioni orarie del tipo: element0 dl 

x(t) = x(x o ,y 0 ,z 0 ;i) 
>'(') •= y(x o ,y 0 ,z 0 ;r) 
z(t) = z(x ot }> o ,z 0 ;t) 

r !f. ^^js^^/^ji ™, ^%;tarr 

in ™ ? le traiettorie descritte dalle particelle fluide 

LZ'JS-Jo. veloci,à risul,a tangen,e alla 

visuafereTr. !!L» T slazionario < che fra P"a> definiremo) è facile 
Z mè altl , ' J Corrente '"iettando nel liquido in movimento un 
o tuie metto continuo di liquido colorato. Si osserva che il filetto coS, 

UeziZe ed M ,nc h S , Ua * notevole distanza dal punto dì 

a Hi? 5 F = * s - aJf? r 

mescoLrd v g0n ° 'f, P r0pna indiv idualità, scorrendo nel tempo Snza 

! • punto dl osservazione. E chiaro che auesta vplnrit* 

È ome e r, s T:;l riferiSC ? " parti « lle di ««"""o semprl ì divise tra t '£ 

; Quindi, scrivendo le componenti euleriane della velocità: 

v -- = v.(x,y, z; /) 

SrvaSnf e'con^i/12 SÌ "ff definire Ia posizione de ' Punto di 
Il Punto di vTl i mP ° Mlstante in ™ si effettua la misura. 

fi «che Ì TlTéTZ^ 3 ? PhC t 0vvìai ™> a tutte le grandezze 

Osserv i. ^ 1 flu,d0 ( acce]e ™zione, pressione, densità ecc ì 

è «teriiSrdtìl? e T ,n v I1 l n,mbÌ 8lÌ SChemÌ COnsiderati (frangiano ed 
^nterr^nte /nT," n ', a m ° t0 dì particeIIe od dementi di fluido CoV- 
P^iSint a nT am ° 8,3 d , 1SCUSS0 nell ' aml >ito d «»a statica dei fluidi — 
; cene .ntendtamo un volumetto di fluido abbastanza piccolo rispSto^J 
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Variabili lagrangLinc 



Linee di corre nic 




Schernii euleriano 
S^xi^.z,) 




Sjtxj.yj.Zj] 



/ 2 (t> 

sezioni di osservazione 



ogni ragionevole sensibilità di misura, ma pur sempre contenente un emn 
tomo numero di molecole. Quando si parla di velocità di una pa^E 
fluido, ci si riferisce alla velocità della particella come un ™tto ™ £ e 2 

ÓTe mn^ìTT \ mQ S 2 3gÌtaZÌ0ne termica deI,e ^S™ mole 
cole ali interno dell'elemento fluido considerato. 

r; fl nn Sa iI° contrari \ neI utilizzeremo il punto di vista eule 

nano per descrivere i vari casi di movimento di fluidi 

in ogni punto di un liquido in movimento in un cor.dr.ttn «h ■ 

istante, è definita una velocità euleriana rispetto, per esempk f i \rasS 
solidali con il condotto. Ciò vuol dire che è dehnim P ' trasuardl 
v(x,y,z;t). aeiinito un campo valoriale 

Si dice che il moto del liquido è stazionano se tale campo vettoriale 
delle velocita non varia nel icmpo. veuonate 

in „S Ò o V t U01 dÌ f e Che mÌSUre di veiocità e ^nana, eseguite a tempi diversi 
n uno stesso traguardo, danno sempre Io stesso risultato rw£ 

Dovendo questa proprietà essere valida per ogni traguardo ne conse 

ri P r.i er v ' suaIl2zare Un m odo di costruire una linea di flusso si duo consi- 

Sto te s^ moo ? i ? 8 ° la , direZÌ0 ^ d Ì ha restremo nel Punto in cui, 
Per segmen . fan ; n r ° V r la partlcdla 3 c ™ velocità v,. Cosi, procedendo 

flusso^ un So IsÌ" S,mi SUCC6SSÌVÌ ' " traCda tU " a 13 Hnea di 

c/ono È dt/T,Jt^ ^ CaS ° d '.i"° W sla=iona "o. te lince dì ./lasso non dipen- 
dono dal tempo. Esse coincidono allora con le linee di corrente 

cano siTconTfolTn!" CU '"' eventuaIme ^ Più linee di ilusso si interse- 

stonò di^S «SSS ' hqUÌd °; Sì ^ ratta dì zone in cui coesi " 

Tn , n i P a * lcelle di liquido con velocità diverse 

cons deriamouna !L7 v^To^ 0 ' in Una ZOna P riva di « argenti, 
di™S?£r*ÌT„ d,, '! Sa .'- ^ C Ì aSCUn ° dei punti dì 7 passa una linea ' 
lare eh ^7udT,,„ ? ' ^ dt nUSS0 costìtuis ^ una superfìcie tubo-: 
Un hoffl mS ' eme dl l,nee di flusso ' che si dice mio ' 

prende "il no ™ dffiKtnV-?"*, m ° U0 PÌCCOla (al limite infi"i tesima > 
p «uè n nome di filetto fluido elementare. Come osservato a proposito: 



r 



della visualizzazione del moto del fluido mediante coloranti, i tubi di flusso 
hanno notevole individualità e procedono in regime di sostanziale imper- 
meabilità gli uni rispetto agli altri adiacenti; nello schema di fluido perfetto 
tale impermeabilità è completa considerato che è nulla la componente delia 
velocità ortogonalmente alla superficie laterale del tubo di flusso. 
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Prendiamo in esame un liquido perfetto in moto stazionario in un tubo 
elementare di flusso, eventualmente coincidente' con un condotto. Conside- 
riamo due sezioni di aree Si ed S 2 rispettivamente, normali alle linee di 
flusso e di dimensioni tali che, all'interno di ciascuna di esse, la velocità del 
liquido abbia lo stesso valore. Indichiamo con V[ e v 2 le relative velocità. 

La massa del liquido - o equivalentemente il suo volume per liquidi 
incompressibili -, compresa tra le sezioni S, ed S,, non varia nel tempo. 
Questa proprietà di tviisriruziom' tifila massa sì traduce (in assenza di sor- 
genti o pozzi) nella condizione che la massa, che entra nel tempo di attra- 
verso S, deve essere uguale alla massa che esce, nello stesso intervallo di 
tempo, dalla sezione S 2 : per quanto detto precedentemente, è chiaro infatti 
che non possono esserci trasferimenti di massa attraverso la superficie 
tubolare esterna. La massa che entra attraverso S, è pari alla massa conte- 
nuta nel cilindro di base S, ed altezza v, dr e cioè dm = p S, v, dt\ analoga- 
mente, la massa che 
base S 2 ed altezza v 
zione della massa deve essere: 



}| V| 

esce da S 2 è pari alla massa contenuta nel cilindro di 
2 dt, e cioè dm = p S 2 v, rff. Dunque, per la conserva- 



("onscrv.i/ioi-n: 
CLiiLi/ion^ L li \ 



onimuila 



v,dt 




p Sj Vj dt = p S 2 v 2 di 

da cui, potendosi ripetere il ragionamento per ogni coppia di sezioni del 
tubo di flusso, si ricava: 



vS= invariante (equazione di continuità della massa) 

La quantità v S, che rappresenta il volume che passa nell'unità di 
tempo attraverso una sezione del tubo, si dice portala (volumica) Q; 



Q = v S = invariante |m J /s] 



[1X.11] 



La portata è la stessa in ogni sezione di tubo di flusso, e in regime staziona- 
no essa è costante nel tempo. 

L'invarianza della portata implica che, laddove un tubo di flusso si 
restringe, la velocità aumenta e viceversa. La rappresentazione del moto in 
termini di linee di flusso, in modo equivalente, fornisce addensamento di 
linee dove la velocità v del fluido è alta (campo vettoriale intenso) e rarefa- 
zione di linee dove la velocità è bassa. 

Il teorema dell'energia cinetica applicato ad un liquido perfetto in 
modo stazionario nel campo della gravità dà luogo ad una classica relazione 
c "e prende il nome di n-orema di Bcrmudìì. 

Consideriamo una porzione di un filetto fluido compresa tra la sezione 
di area dS\, posta alla quota z ì ed in cui la velocità vale v ] e la pres- 
erie. p u e ja sezione CD, di area dS 2 , posta alla quota z 2 ed in cut la vclo- 
ja vale v 2 e la pressione p 2 . Il liquido contenuto nella zona ABCD 
J istante t si muove sotto l'azione della forza di volume costituita dalla gra- 
dS e , delle forze di superficie applicate alle superna di base del filetto dS ì e 
2, da parte del liquido esterno al volume ABCD. Siccome il liquido è per- 



AB. 



Velocità: 
Linee di 

flusso 



bassa 



rade 



l alta 

l 



dense 



"koiviii,! di Bernoulli 
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C1 S ° n ° f 0rzi dl ta § 110 P cr attrit0 '"terno sulla superficie tubolare 
aterale che completa ,1 contorno dell'elemento di volume co side alo ma 
sforzi normali da parte del liquido esterno considerato, ma 

ar/h i!? 1 / 0 f ? UeSte f ° rZe ' 11 ,iquido clie ' Gl'istante /, occupa il volume 
ABCD, all'istante (, + ,/,) occuperà il volume A'B'CD' Osserviamo X 

Sari a eq r° ne j!! CC t n,JÌla - la maSSiì contenuta «e' vofumeTfi^ 

nerÌem P ?r e ' lte * 

positivo f 'vale ~ pl/ ^* dalla « uo,a - a,ìa 1"<>ta Tale lavoro è 



di, = dmg(: t - r,) . 



Il lavoro dello forze dì superficie rff 



= Pi dS, V, <// - y; 2 dS 2 \ 2 dt 

in cui i segni tengono conto del fatto die lo spostamento dei punti di appli- 
catone delle due forze è diretto in un caso concordemente e un S ò 
discordemente rispetto alia forza di pressione stessa. Il lavo ri de le forze di 
E r c ' e sul ™" tell ° tubolare di contorno è nullo perd e su questi le 
forze sono ovunque perpendicolari agli spostamenti 

vallo dTIemoorN!?!™™? 0116 dÌ cinetica int «venuta neN'inter- 

sivaVuò e ^« ir?, COnfì * uraz,one ™^ "'energia cinetica comples- 
tenute a S „n ta come 1 sonini ^^,^e termini relativi alle masse con- 
tenute, al tempo nei volumi ^'fi' ed /f'tf'CZ) rispettivamente: 

«ratoVate 0 ^notV" ì0 , è a!FÌStante (/ + in modo atlal °S° Sergia cine- 
ned totale si potrà scrivere come: 

A' |HNJ = K fBW (t + di) + K aK . S! {i + di) 

Sèmbm d?m,ÌIJ Ìrt ? ^ Staz r arieta del moto * ^ quantità al secondo 
membro di queste relazioni non dipendono (fissala la loro posizione) dall'i- 

d U ^ SS!- 0 '*, ^ 7 13 dÌ ' T ^ nZa M Va] ™ Hnale e "ueilo imzia- 
le dell energia cinetica del volume di fluido considerato risulta in definitiva: 



1 



(di I e ^ t0 C ?r!° d ' queSte rela2Ìoni < teorema dell'energia cinetica 
(aL g + dL s = dK) assume la forma: 



dm S (r, - zj) + Pl d.S> v, dt - ft ^ v, di = -1- rfm v ? - — 



(//H vf 



Meccan 



Tenuto conto che 

dm = p dSi v, dt = p rfS 2 v 2 rff , 

per cui 

dS,v.dt = S 2 v z dt = 



si ha 

rffl* ^ m 1 r 2 ^ J ,,2 

rfm g Ui ~ zi) + Pi Pi = ~7~ dm v i " T 1 ' 

p p Z i 

da cui infine: 



pi p ^ 

Data l'arbitrarietà della scelta delle sezioni considerate, il tcon-ma di Ba- 
notilli stabilisce che, per ogni sezione del filetto fluido considerato, è invali- 
dante la quantità: 

p + pgz + ypv 2 = invariante [IX.12] r.quazion 

Osserviamo che i singoli addendi p, pgz ed -ypv 2 dipendono dal 

I punto di osservazione considerato (ma non dal tempo perché il moto è sta- 

zionario), mentre la loro somma è invariante, 
f Questo risultato è estendibile ad un tubo di (lusso finito e magari ad 

| un intero condotto, purché pressione, quota e velocità possano essere con- 

f"'l siderati uniformi sull'intera sezione del tubo. 
t Per meglio chiarire il significato e le implicazioni de! teorema di Ber- 

■i noulli, esaminiamo alcuni esempi. 



Esempi 

^E.lX.10. Consideriamo un recipiente dì sezione di area A contenente un liquido 
jperfetio di densità p per un'altezza li. Supponiamo che all'altezza della base del 
.recipiente laterale, sia praticato un foro di _area a « A, dal quale luoriesca il 
'■ .liquido con velocità inizialmente orizzontale v a . Dopo breve tempo si crea un moto 
praticamente stazionario in cui, eliminando al massimo le spigolosità, abbiamo a 
^he fare con un tubo di (lusso. Il teorema di Bernoulli si scrive: 

1 2 I 2 

Po + P £ I' + — P " A = Po + — P V « 

9ove la pressione esterna alla sezione A è /;„, così come vale ancora p„ la pressione 
Eterna al Toro di sezione a. L'ipotesi che sia A » a implica che la velocita con 
Cui scende la superfìcie libera del liquido nel recipiente sia mollo minore della 
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, 1 2 

Pgli = T pvi da cui 



"nifeLH C °" '" Vt ' 0d,i ChC a " cbbe u " 8 "™ * e «del P neuSo 

lai. (coefficienti di efflusso) sempre minori dell'unità. «-ociiiuLnii labu- 




una X sua sezlTH ti"™,™ 'T'T ^ presen,i U " tappo ^Permeabile ad 
roicne ii liquido non e in movimento, si può scrivere: 



Pi + figli 



Pi 



Tubo di Venturi 




^•"•Consideriamo 1111 condolt ° orizzontale a sezione variabile Sia S, In sezione 

rv s? KsZTi^v" Si ,a se , zionc in una ««^™ ? t ir S 

rate ZJ! , ° a nilsurarc la Pressione nelle varie sezioni consrde- 

Sfintimo miSUra deiri " [eZZa dC " a C0 '° nn;ì di lk ^<> che Tsi Zone 

comSfi'iuSi" 4 dCl '^^N'applicazione del teorema di Bemoullì, non 
comparirà ,1 termme proporzionale alla quota dovuto alla (orza peso e quindi: 

Pi +~ p v; = Pl +~pv\ 



Sappiamo, d'altra parte, che la portat 



a e costante, per cui: 



= v 2 S 2 , da cui v } = v 2 ^- 



e quindi 



Se ne deduce che: 



V 2 = Pi + ~ p 



11 
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da cui, essendo < U si ricava L;i pressione è minore dove la 

sezione e più piccola e la velo- 
fi, - (h > 0 ed anche p 2 < />, <-iiù l lìu srande (elleno Ven- 
turi) 

Dunque, in una strozzatura la velocità è maggiore e la pressione minore (effetto 
Venturi). 

E.IX-13. Una pompa preleva acqua da un pozzo profondo lì = 50 m e la incanala in 
un condotto di raggio R = 3 cm con portata Q = 1200 ilntin. Calcolare la 
potenza necessaria al funzionamento della pompa. 

La pompa deve compiere il, lavoro di sollevamento dell'acqua per un tratto h 
ed inoltre deve fornire all'acqua l'energia cinetica con cui procede nel condotto. 

Nell'unità di tempo viene sollevata una massa d'acqua pari a p Q ed il lavoro 
relativo è pQg h (potenza di sollevamento); con questo lavoro l'acqua arriverebbe 
in superficie a velocità nulla. 

La massa p Q viene dotata di energia cinetica — p Q v 2 , avendo indicato con v 

la velocità dell'acqua nel condotto. Questa velocità è ricavabile dalla conoscenza 
della portata e dell'area della sezione del condotto: 

Q = v S da cui v = Q/S . 




La potenza complessiva vale: 



1 Q 2 
W= p Qgh + -±-p Q-^i- 



= 10 



>■-£■) (T- '0-4) K) 

i('^)(T-- J f) , u 



(20 m) + 
I 



= (3,92 ■ IO 3 + 0,5 • IO 3 ) = 4,42 kW . 



IO" 2 ) 3 m 2 



■y- 



Se un corpo si muove in un fluido con velocità relativa v, tutto va 
| come se il corpo fosse fermo ed un flusso di fluido con velocità (- v) lo 
[investisse. Su questo principio funzionano le gallerie del vento, per lo stu- 
|dio delle azioni meccaniche su parti di macchine destinate a muoversi in 
aria, normalmente con alte velocità. 

j- Nel caso in cui un fluido perfetto investe un corpo in quiete rispetto 
^all'osservatore, le linee di flusso debbono adattarsi alla presenza del corpo, 
[che costituisce un ostacolo impenetrabile. Se il corpo ha un profilo dissim- 
paetrico, come per esempio accade nel caso del profilo di un'ala di aero- 
plano, le linee di flusso si addensano dalla parte con maggiore curvatura, 
[Perché in sostanza è come se incontrassero una specie di strozzatura, dove 
^velocità aumenta. In questa zona dì maggiore velocità di efflusso, la pres- 
pfone diminuisce - come nell'effetto Venturi -, ed in particolare diminuisce 
Capetto alla pressione presente dalla parte opposta, sagomata con minore 
•curvatura. Questa differenza di pressione sui due iati del corpo produce una 
Lìorza risultante non nulla che, nel caso degli aerei, si dice portanza. E 
Superfluo rimarcare che questa forza, dovuta al moto relativo del fluido 
Kppetto al corpo asimmetricamente sagomato, è sostanzialmente diversa 
liMla spinta di Archimede. 



Spinta aerodinamica 



Portanza 
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Esempio 




E.IX.14. Consideriamo un dispositivo costituito da un disco fisso con il centro forato 
collegato ad un tubo attraverso il quale si può soffiare aria. 
Un secondo disco D, di ugual raggio, può essere sostenuto in equilibrio 
contro il disco fisso soffiando aria dentro il tubo (e non aspirando) tvn 
opportuna velocità v. Perché? 

Soffiando dentro il tubo, si crea un (lusso di aria veloce nella zona fra disco 
(isso e disco D. In questa strozzatura la velocità di efflusso è alta e, per effetto Ven 
turi, la pressione locale più bassa della pressione p u dell'aria ferma, che è sulla fac- 
cia inferiore del disco D. Questa differenza di pressione Ap si traduce in una forza 
verticale sul disco D dì area S pari a F = Ap S. Con opportuno valore della velocità 
di emusso si arriva ad avere una forza verticale capace di fare equilibrio alla forza 
peso del disco D (purché ìi peso del disco D sìa inferiore al prodotto p S) 



IX.8. Liquidi reali in movimento 



Regime laminare 
Velocità critica 



Regime turbolento 



La dinamica dei liquidi reali presenta, in generale, notevoli difficoltà 
Infatti, pur potendosi, nella gran parte dei casi, mantenere l'ipotesi di 
incompressibilità, la presenza degli attriti interni (viscosità) rende il com- 
portamento dei liquidi assai complesso e di non agevole schematizzazione. 

Si osserva, innanzi tutto, che il comportamento dinamico di un liquido 
reale dipende m maniera molto vistosa dalla velocità. A basse velocità si 
trova che la presenza di viscosità implica che i vari filetti fluidi, in cui si 
può pensare decomposto un tubo di flusso, scorrano gli uni rispetto agli 
altri con velocita diverse e con sforzi di taglio reciproci, ma mantengano la 
propria individualità, come nel caso del moto di liquidi perfetti. In questo 
caso si dice che il moto si sviluppa in regime di /lusso lanwtare. All'aumen- 
tare della velocita, si osserva che, giunti ad una velocità critica, il flusso 
armnare cessa e si formano dei vortici o si produce un mescolamento di 
liquido inizialmente appartenente a filetti fluidi diversi. Si dice che è 
subentrato il regime turbolento. Nell'esperimento di visualizzazione, 
mediante coloranti, dei filetti fluidi, si vede che, superato un certo valore di 
velocita di efflusso, per esempio ad una strozzatura o ad un ostacolo, il 
metto di decompone di colpo ed il colorante invade tutto il condotto, 
oppure si formano dei vortici, in cui il filetto fluido tende a richiudersi ad 
anello. 

_ Nel seguito tratteremo alcuni casi di regime laminare ed indicheremo 
dei criteri empirici per stabilire a priori i limiti di velocità in cui il regime è 
stabilmente laminare. 



I 



Moto laminare di un fluido vi- 
scoso in un condotto cilindrico 
orizzontale 




Se un liquido viscoso è in moto stazionario in un lungo condotto cilin- 
drico a seztone costante di raggio R, con velocità abbastanza basse da non 
produrre situazioni di turbolenza, il flusso è laminare ed i filetti fluidi di 
particelle in moto con ugual velocità sono costituiti, per la simmetria cilm : 
anca del sistema, da tubi di piccolo spessore, coassiali con il condotto. La 
velocita del generico di questi tubi elementari, di raggio interno re esterno 4 
tr + dr), varia dal valore zero per il tubo che bagna il condotto (raggio R) 1 
r °?f simo valore il tubo che si sovrappone all'asse del condotto; a 
La distribuzione di velocità per i vari tubi è schematizzata in figura (nel 
caso di condotto «capillare» a piccolo raggio R), Se, con opportuni accorgi- 
menti, si mantiene un liquido reale in moto stazionario (portala costante) 
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in un condotto orizzontale si osserva che la pressione nel fluido diminuisce 
a mano a mano che si procede ne! verso di avanzamento del liquido. 
Si osserva quella che si chiama perdila dì carico lungo un tratto di con- 

d0tt °La caduta di pressione che si osserva tra due sezioni di un tubo oriz- 
zontale è diretta conseguenza della viscosità. Infatti, poiché la forza peso 
non interviene in un moto orizzontale, e poiché la portata e quindi la velo- 
cità è costante nel tempo, è evidente che la forza di superficie non nulla 
risultante dalle diverse pressioni presenti alle sezioni S, ed S 2t non produ- 
cendo un'accelerazione nel liquido, è equilibrata dinamicamente, istante 
per istante dalla forza di attrito schematizzata dalla viscosità. 

All'interno del condotto capillare di raggio R consideriamo una por- 
zione di liquido di volume cilindrico, coassiale al condotto, di lunghezza / e 

raggio r < R. . 

Questa porzione finita di liquido, con moto stazionano, e sottoposta al 
risultante delle forze di superficie sulle basi 5, ed $ 2 : 

F*" = p,Si- P 2 Si = (Pi " Pi) t ' - = n > a 

e ad un'uguale ed opposta forza di uttrito A. . 

Per i! calcolo della forza frenante A ricordiamo la [.IX. 1J, in base alia 

_ d\ 

quale lo sforzo di taglio x = dF'^ìdS si può esprimere come x = n — , 

dove (tv indica la differenza di velocità di due strati contigui a distanza dr. 
La forza A, agente sul mantello laterale del cilindro di altezza / e raggio >\ 
risulta allora: 



PcrdiUi di caria> 



A = i • 2 re ;■ / = t 



<ft 
dr 



litri 



dw 



f: 

da cui 

v 



Ap re r 2 + n. 2 it r I = 0 




La situazione di moto stazionario del cilindro di liquidò considerato implica 
che il risultante delle forze applicate sia nullo: 



dv 
dr 



2 ri / 




[1X.13] 



L'aver trovato che la derivata d\/drè negativa è coerente con il fatto che la 
velocità è massima al centro (r = 0) e si annulla sulla parete del condotto 
(/ = R). , . 

L'andamento della velocità in funzione della distanza r dall'asse si 
ricava per integrazione della [1X.13]: 



L*~Ì.1^7 f *"~ 2n/ 



4n/ 



.da 



cui: 



v(r) - v(o) = 



4P 
4n / 
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e quindi: 

V( '' ) = V(0) -77T 2 

dove v(o) indica la velocità nell'asse del condotto. La condizione che la 
velocità si annulli sulla parete del condotto determina il valore di v(o): 

v(«) = o = v(o)-~~ R 2 



4t|/ 



da cui 



Quindi; 



v < 0) =7v R 



4r\l 

È opportuno ricordare che questa deduzione, che nella [IX. 14] prevede 
un profilo di velocità parabolico, si riferisce a tubi capillari, dove il massimo 
della velocità si raggiunge proprio sull'asse del condotto. Per condotti di 
grande raggio, il profilo di velocità v = v(;-) presenta una zona piatta 
intorno all'asse del condotto. Infatti, per grandi raggi, è abbastanza lontana 
la parete del condotto che, in ultima analisi, è l'origine dì quel frenamento, 
che poi i vari filetti fluidi, per viscosità, si trasmettono l'un l'altro. 

Dalla conoscenza del profilo v = v(Y) della velocità discende immedia- 
tamente il calcolo della portata del condotto. Basta suddividere il condotto 
in una serie di filetti fluidi tubiformi di raggio re spessore dr, all'interno 
dei quali la velocità è uniforme con valore v(/*) ed il cui contributo alla por- 
tata è: 

dQ = \(r)dS = v(r) • 2nrdr. 
Integrando su tutto il condotto si ha: 

Q = | v(r)dS = j v(r) -2nrdr = 
Lege di Poiseuille = -àt^ 2 n\ (R 2 -r 2 )rdr = [IX.15] 

4 T| / Jo 



2r\l 



R 2 R 2 R 4 
2 4 



= — Z-R 4 

8 n / 



Osserviamo che la portata in un capillare dipende dalla quarta potenza del 
raggio R e non da R 2 come accadeva per liquidi perfetti. Osserviamo anche ■ 
che la legge di Poiseuille si presta a ricondurre la misura del coefficiente di'; 

v- . viscosità a misure di pressione (A/»), portata volumetrica (Q) e lunghezze ; 

viscosimetri a flusso capillare (R, /). Su questo principio si basa il funzionamento dei viscosimetri a flusso J 

capillare. 1 
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Quando un corpo si muove relativamente ad un mezzo viscoso avviene 
che lo strato d. fluido più prossimo al corpo aderisce al corpo stesso ne 
*nti aT^h* ?"f sto r m ,° strat ° t^de a trascinare altri ad esso Jl 
centt. A seconda della velocità del corpo rispetto al fluido si potrà avere un 
reg.me lam.nare oppure un regime turbolento (con formazione d, se a) d" 
penetrazione del corpo nel fluido 

una r^'chiTpend^ C ° rP ° ^ * "»"" ta w """"> ta «"™ 

a) dalle dimensioni e dalla forma del corpo; 

b) dalla densità e dalla viscosità del fluido; ' 

c) dalla velocità relativa. 

resistt^TInrontrS 1?°'° ^ ^ Ìnt ° m ° al COfpo è "»»'«^ e "* 
potenza della SS ^ 6 d '!; eUamente Proporzionale alla prima 
potenza della velocita, cosi come abbiamo anticipato net cap V 



.1- 

ininarc 



A = 6Ttr\Rv [IXA6] 
per la forza frenante A incontrata dal corpo. 



Esempio 

E4XJ5. Una sfera di massa m e raggio R cade in un fluido in quiete di densità p. 
Calcolate la velocita asintotica della sfera. 



Sulla sfera è attiva una forza risultante del tipo: 



Per la seconda legge della dinamica si ha: 



li 



tri- 



dv 
dt 



^Ve'vhannS 1011 ' 3 rÌ ?Sf Sta PUÒ essere ot,enu,a co " un semplice ragionamento 

pz^tzr^zr diffcrcnzia,e u <™ ~ 

tìneTJl E >artC negat ? Va " CUÌ modul0 cresce con [a velocità. Quando q uesto ter 

ffu^T^r"? 1 CSSere USUa ' e 3 C ''«««te™^ si annuirà eTsfer j 
k\ uniforme con velocità asintotica v,. Dunque: 




4 



cut: 



v„ = 



C 

6 n q R 
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Moto lurbolcnlo 

Formula empirica di Newton 



corpo 


c 




0.2 




0,5 




0.2 




0,02 



Numero di Revnolds 



La formula di Stokes, applicata a casi analoghi a quelli dell'esempio 
E.IX.15, permette di misurare il coefficiente di viscosità tramite una misura 
di velocità limite. Tale metodo è effettivamente usato specialmente nel caso 
di fluidi molto viscosi. 

Per velocità maggiori, quando il regime diventa turbolento, nel caso di 
corpi simmetrici rispetto alla direzione di moto, la dipendenza dalla velocità 
della forza di resistenza del mezzo diventa di tipo quadratico. In particolare 
per velocità al di sotto della velocità del suono in aria (340 m/s), vale abba- 
stanza bene la seguente jurnuda empirica di W-u-tun : ■ 

A = CSpv 2 

nella quale S è l'area della proiezione del corpo su un piano ortogonale alla 
direzione del moto, p è la densità del fluido (non compare la viscosità!) e C 
è un coefficiente che dipende dalla forma più o meno aerodinamica del 
corpo. 

Concludiamo il paragrafo accennando ad un criterio empirico usato per 
stabilire quando il moto laminare è stabile. 
Si considera il parametro adimensionale: 



R, 



p V / 



detto numero dì Reynolds, in cui p è la densità del fluido, ti il suo coeffi- 
ciente di viscosità, v è la velocità del fluido rispetto al corpo od alle pareti 
del tubo, ed / è una lunghezza «caratteristica» del problema (per esempio 
nel moto di fluido in condotto, / è il diametro del condotto e v è la velocità 
media entro il condotto e non la velocità massima sull'asse del tubo; nel 
caso di una sfera che si muove in un fluido / è il diametro della sfera). 

I valori crìtici del numero di Reynolds, per i quali si passa dal regime 
laminare al regime turbolento, dipendono ovviamente dalla forma geome- 
trica dei sistemi. Esistono, tuttavia, dei criteri empirici approssimati del 
tipo: 

- per R e < 1000 il moto è praticamente sempre laminare; 

- per R e < 2000 in tubature diritte di sezione circolare di raggio R il 

flusso è sempre laminare e quindi la velocità critica è 
2000 n 

cri,ica " 2 p R 

- per R e > 2000 in tubature cilindriche diritte si può avere un flusso .; 

laminare o turbolento a seconda di vari fattori, tra cui 
la rugosità della parete del tubo 

- per R e > 10000 il regime è praticamente sempre turbolento. ! 



IX.9. Tensione superficiale 

Un liquido perfetto è un sistema materiale indifferente alla forma: esso- 
assume la torma del recipiente in cui viene posto ma, per suo conto, non ha i 
alcuna preferenza per una forma o per l'altra. Per i liquidi reali, questa prò--, 
pneta vale solo approssimativamente; ad esempio, una goccia di mercurio | 
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disposta su un tavolo orizzontale assume forma approssimativamente sfe- 
rica, benché la configurazione di equilibrio dovuta alla sola forza di gravità 
(configurazione di energia potenziale minima) sia quella col baricentro più 
basso possibile, cioè quella in cui il liquido si spande in un sottile strato 
parallelo al piano. Questa preferenza per la forma sferica, che verrà appro- 
fondita nel seguito, discende dal fenomeno di tensione uiper/ìduh-. Tale 
fenomeno è qualitativamente spiegabile in base alla considerazione micro- 
scopica che ogni molecola del liquido, trovandosi rispetto alle molecole 
adiacenti a distanza leggermente superiore rispetto alla distanza r a di equili- 
brio, è attratta da queste. Per le molecole interne al liquido, completamente 
circondate da altre molecole, il risultante di queste forze si annulla; mentre 
per le molecole che si trovano sulla superficie esterna del liquido, queste 
forze molecolari hanno un risultante diretto verso S'interno del liquido che 
si traduce in una azione di compressione. 

Della tensione superficiale diamo ora, in termini macroscopici, la defi- 
nizione operativa. 

Consideriamo un recipiente contenente acqua saponata; e in essa 
immergiamo una forchetta metallica con due soli denti fra di loro paralleli. 
Estraendo parzialmente la forchetta, si risconta che fra ì denti sì forma una 
pellicola di acqua saponata. Mediante misure dinamometriche, si trova che 
per la presenza di tale pellicola la forchetta è attratta verso il liquido da una 
forza/che risulta indipendente dall'area della pellicola (cioè dal tratto /; di 
cui la forchetta è sollevata), ed è proporzionale alla larghezza L della for- 
chetta stessa. 

Possiamo concludere che la pellicola presente in superficie al liquido 
esercita su un tratto / del suo bordo una forza proporzionale ad /. Nel caso 
della forchetta, la pellicola ha due facce e dunque la forza /misurata corri- 
sponde a un tratto di bordo di lunghezza / pari a 2L: 



f = t /= t2L 



[IX. 17] 



H coefficiente dì proporzionalità t è una caratteristica del liquido, con le 
dimensioni di una forza per unità di lunghezza (t si misura pertanto in 
Newton per metro): esso è detto ivnsìone supcifuialc del liquido in que- 
stione. 

Osserviamo che l'esperimento testé descritto può essere eseguito facil- 
mente in acqua saponata perché l'effetto del sapone è quello di diminuire 
la tensione superficiale del liquido (esso è un «detensivo»). In acqua pura 
la tensione superficiale è così grande che essa spezza la pellicola di liquido 
appena si tenta di estrarre la forchetta. 

Per estrarre la forchetta è necessario esercitare una forza uguale in 
modulo alla [IX.17] e opposta in verso; se la forchetta viene estratta di un 
tratto dh, la forza da noi applicata compie un lavoro positivo dato da: 



dL = fdh = xldh = xlldh = xdS 



[IX. 181 



dS = fdh — 2Ldh rappresenta l'aumento di superficie libera del liquido 
che abbiamo provocato estraendo di dh la forchetta. Poiché per aumentare 
di dS la superficie libera del liquido dobbiamo compiere un lavoro positivo, 
ciò significa che la sua energia aumenta della quantità d2 



Tensione superficiale 

, energia potenziale 
li- 



distanza 
intermolecolare 




repul- \ I /attrazione 
sione Vi. 

equilìbrio 




Tensione superficiale come 
l'oiva per unità di lunghezza 



VTh 



d%= dL= xdS 
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T-:nsi onc superficiale come 
; nci-ain per unilà di superfìcie 




y/s '//////////////////////// 





Dunque la tensione ui/h nhialc t = 



rfS dL 

dS ~ dS ra t ) l ncscnla l'fiifrxia 
per unità di superitele libera che il liquido possiede in virtù delle forze 
intermolecolari. Tenendo conto della tensione superficiale, l'energia poten- 
ziale totale U T di un liquido in equilibrio non è più descritta solo dalla ener- 
gia il per unità di massa introdotta con le [IX, 7]; ma occorre aggiungere il 
termine tS proporzionale alla superficie totale S del fluido: 



U T = \ pUdV+ xS 



[IX.19I 



Qualora, come spesso accade, la forza di volume sia solo la forza peso 
Ccostante su tutto il volume) la [IX. 19] si può scrivere come: 



Ut = P ^" -e. + xS 



[IX.20] 



dove: 



P : 
V : 

S ■ 

t : 
S : 



la densità del fluido 
il suo volume 
l'accelerazione di gravità 
la quota del baricentro 
la tensione superficiale 
la superficie 



L'importanza relativa dei due termini della [IX.20] dipende, ovvia- 
mente, dalla quantità di liquido e dalla sua geometria. Quando si hanno 
grandi quantitativi di liquido, il primo termine domina largamente, abba- 
stanza indipendentemente dalla forma. Per piccoli quantitativi, diviene 
importante invece il secondo termine. Consideriamo ad esempio una goccia 
di liquido (sia esso mercurio) appoggiata a un piano orizzontale. La forma 
sferica è quella che minimizza il secondo termine; benché la goccia tenda 
ad essere schiacciata dal peso, tale schiacciamento resta modesto perché al 
diminuire di z G aumenta S, e il compromesso che minimizza U T si rag- 
giunge senza discostarsi molto dalla forma sferica perché nel caso del mer- 
curio il termine xS è dominante, nella [IX.20), rispetto al termine pVgz c . 
Qualora il liquido abbia forma di membrana {bolle di sapone) il primo ter- 
mine può addirittura essere del tutto trascurato, c la configli razione di equi- 
librio e quella che minimizza la superficie. 



Esempio 

E.IX.16. Una membrana dì acqua saponata è lesa entro una eomieetia C. Sospes 
nella membrana, vi è un filo di cotone f chiuso su sé stesso a formare 
linea chiusa. Forando la porzione di membrana interna al l'ilo, la si rompe 
che configurazione assume il filo slesso? 

Per minimizzare la superficie della membrana è necessario che sia massima. lì. 
superficie del buco in essa formalo, cioè che sia massima l'area di superficie conjk 
presa internamente al filo. Poiché, a parità di perimetro, la figura dì area massi mV. 
il cerchio, il filo assume forma circolare. 
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IX. 1. Una semisfera metallica cava di raggio R = 30 cm è appoggiata lungo la sua 
linea equatoriale su un piano rigido orizzontale. Tramite un foro sul piano ed 
una pompa Pè possibile ridurre al valore p = pjì la pressione all'interno 
deila sfera, essendo p a = 1 atm la pressione esterna. Quale forza F verticale 
occorre applicare alla semisfera per staccarla dal piano? 

(Risposta: 1,9 ■ IO" 1 N) 

JX.2. Un recipiente aperto, a forma di parallelepipedo contiene acqua per un'altez- 
za h. Calcolare la forza esercitata sulla parete ABCD, la cui larghezza è a. 

(Risposta: — \- p g a Ir) 



IX J. Una bilancia, che ha su un piatto un recipiente aperto contenente del liquido 
dì densità pi = 0,9 g/cm\ si mette in equilibrio ponendo sull'altro piatto un 
contrappeso di massa opportuna. In questa situazione viene immerso nel 
liquido un corpo più denso del liquido e di volume V = 30 cm', appeso 
all'estremità di un filo, la cui estremità opposta è ancorata ad un supporto 
fisso in modo che ii corpo non tocchi il recipiente. Di quanto occorre variare 
il contrappeso perché si ristabilisca l'equilibrio? 

(Risposta: + 2,7 • IO" 2 kg) 

1X.4. Un corpo si trova in equilibrio nella zona di separazione tra due liquidi non 
miscibili, di densità p, e p 2 rispettivamente (p, < p 2 ), con una frazione j 2 del 
suo volume totale immersa nel liquido 2. Qual'è la densità p de! corpo? 

(Risposta: p = p, +f 2 (P2 ~ Pi)) 

1X.5. Un pallone sferico, indeformabile, impermeabile e di massa trascurabile, gal- 
leggia in un lago. Sapendo che la densità dell'acqua è p = 1 g/cm 3 e che il 
raggio del pallone è R = 15 cm, calcolare i! lavoro meccanico che occorre 
fare per immergerlo completamente nell'acqua. (Risposta: L - 20,8 J) 

1X.6. Una sbarra rigida, omogenea, a sezione uniforme, di lunghezza L, ha un 
estremo P vincolato a ruotare senza attrito intorno ad un punto fisso solidale 
con il fondo di un recipiente contenente acqua fino ad un'altezza /; = L/2, 
Se, all'equilibrio, l'angolo che la sbarra forma con l'orizzontale è a = 55°, 
quanto vale la densità della sbarra? (Risposta: = 373 kg/nV) 

1X.7. in un ascensore, inizialmente fermo, è posto un recipiente contenente acqua 
(p A = 1 g/cm 3 ), in cui è completamente immersa una sfera di legno di den- 
sità p L = 0,4 g/cm 3 e raggio R = 5 cm, trattenuta da un filo ancorato al 
fondo del recipiente, 

a) Quanto vale la tensione t del filo? 

b) Se l'ascensore si mette a scendere con accelerazione verticale a = 3,27 
m/s 2 , che valore x' assume la tensione del filo? 

(Risposte: x = 3,08 N; x' = 2 N) 

IX.8. Un tubo ad U, sagomato con un tratto orizzontale e due tratti verticali, ha le 
estremità aperte e contiene un liquido omogeneo. La distanza tra i rami ver- 
ticali è L = 30 cm ed il diametro del tubo è mollo più piccolo di L. Il tubo 
ruota con velocità angolare w = 10 rad/s intorno ad un asse aa centrato su 
uno dei rami verticali del tubo. Qual è il dislivetlo /; tra le superfìci libere del 
liquido in equilibrio nei rami verticali? (Risposta: /) = 0,46 m) 



IX.9. Un tubo ad U aperto alle estremità e disposto verticalmente, contiene olio 
{p = 0,9 g/cm 3 ). Le superfici dell'olio nelle sezioni A e B sostengono due 
sferette a tenuta di massa m A ed m B rispettivamente. Il contatto tra le sfe- 
rette ed il tubo non presenta attrito apprezzabile. Se, all'equilibrio, il disli- 
vello tra le sezioni A e B è /; = 10 cm, ed il raggio del tubo è R = 20 cm 
quat'è la differenza di massa Am = m A - (Risposta: A ,„ = QJ3 kg J 

IX.10. Un recipiente cilindrico, di raggio fi = 30 cm, contiene olio (densità p = 0,9 
g/cnv) e, ruotando con velocità angolare w = 12 rad/s intorno all'asse veni- 
cale aa, trascina l'olio in modo che questo sia in quiete rispetto a! recipiente. 
Il manometro M, posto sul fondo del recipiente, come mostralo in figura 
misura una pressione p B = 1,1 atm, mentre Po = p A = l,o atm. Calcolare 
l'altezza h A dell'olio sull'asse del cilindro. (Risposta: 0,48 m) 

I.X.ll. In un tubo orizzontale, la cui sezione è S, e che presenta una strozzatura di 
sezione S 2 < 5, , scorre in modo stazionario un liquido perfetto di densità p. 
La differenza di pressione tra le due sezioni è àp. Qual'è l'espressione della 
massa di liquido che passa in una sezione del (ubo nell'unità di tempo? 



I Risposta: 5j5 2 



W 2 p àp 

V S]- si 



IX.12. Un tubo ad U a sezione costante, aperto alle estremità verso l'atmosfera, 
contiene liquido omogeneo per un tratto di lunghezza complessiva /. Nella 
situazione iniziale un rubinetto di arresto R mantiene il liquido in una confi- 
gurazione asimmetrica in cui il disivello tra le superficì libere A e B vale h. 
Ad un certo istante il rubinetto R viene aperto ed il liquido comincia ad 
oscillare. Nell'ipotesi che il liquido sia perfetto calcolare il periodo di oscilla- 
zione e la massima velocità del liquido rispetto al tubo. 

(Risposte: T = 2n j!/2g; v MAX = I) 

LX.I3. Un tubo ad U è costituito da due rami verticali uguali, di larga sezione di 
area S, aperti verso l'atmosfera, collegati da un sottile tubo di raccordo lungo 
il quale è sistemato un rubinetto d'arresto R ed un manometro M. Inizial- 
mente il rubinetto è chiuso ed uno dei rami contiene un liquido reale ed 
omogeneo, di densità p, per una altezza h, mentre l'altro ramo è vuoto. Ad 
un certo istante il rubinetto viene aperto e, dopo una fase di oscillazioni 
smorzate, il liquido raggiunge la situazione di equilibrio occupando i due 
rami del tubo. Qual'è il lavoro complessivo delle forze di attrito? Di quanto 
varia la lettura di pressione del manometro, passando dallo stato iniziale a 
quello finale? 



(Risposte: L A = AP-PJ-f)." 



1X.14. Un recipiente cilindrico di sezione A e riempito dì un liquido perfetto per: 

un'altezza h. Alla base del cilindro è praticato un foro di area a = ~Jq A Ì- 

dal quale il liquido fuoriesce. Nell'ipotesi che l'area geometrica a del foro 
coincida con l'apertura effettiva, calcolare la velocità di efflusso del liquido e= 
determinare l'errore percentuale che si commette considerando praticamente/ 
ferma la superficie libera del liquido nel recipiente. 
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IX.15. In un condotto orizzontale a sezione costante ed aperto ad un estremo, alle 
cui estremità è mantenuta una certa differenza di pressione, viene fatto fluire 
un liquido di riferimento a coefficiente di viscosità noto All'estremo 
aperto si misura una fuoriuscita di liquido di 3 / in 200 s. Successivamente, 
nello stesso tubo e con la stessa differenza di pressione agli estremi, viene 
fatto fluire un liquido a coefficiente di viscosità T| incognito. Si misura una 
fuoriuscita di liquido di 0,5 / in 400 s. Qual'è il rapporto nAl/t? 

(Risposta: 12) 

IX.16. Una sferetta di raggio R e massa m viene lasciata cadere da ferma in un 
liquido di coefficiente di viscosità ti e densità p. Ricavare l'equazione del 
moto. 

C 

Risposta: v{() = r- (1 - e ") 

6 jt Tj R 

r 4 D3 I 6 TT T| Jg \ 

con C = mg t- n« pj ed a. = 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo IX 

IX.l. Trascurare le forze di volume (gravità). Le forze di superfìcie sono normali 
alla superficie semisferica; di queste forze occorre considerare la compo- 
nente verticale. 

[X.2. Valutare la forza sulla parete come risultante delle forze di superfìcie su ret- 
tangoli elementari di parete a quota costante (isobari). 

IX.3. Applicare il principio di Archimede ed il principio di azione e reazione. 

IX.4. Applicare le considerazioni dell'Esempio E.IX.7, 

IX.5. Conviene riferirsi alla variazione di energia potenziale dell'acqua in corri- 
spondenza alla immersione del pallone. Tenere conto che, a causa della 
vastità del lago, la sua quota praticamente non cambia. 

IX.6. All'equilibrio è nullo il momento risultante della forza peso e della spinta di 
Archimede, rispetto al punto P 

1X.7, L'ascensore fermo è un sistema di riferimento inerziale e le forze di volume 
sono reali. L'ascensore in discesa è un sistema non inerziale c te forze di 
volume includono contributi di forze apparenti; anche la spinta di Archi- 
mede risente di forze apparenti. 

IX.8, Procedere analogamente all'esempio E.IX.9. 

All'interno del liquido, in equilibrio nel campo della gravità, superfici alla 
stessa quota sono isobare. 

■K.10, Riferirsi all'esempio E.IX.9. 

fX-H, La quantità richiesta è p Q, dove Q = vS è la portata del condotto. Proce- 
l',"- dere come nell'esempio E.IX.12. 
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IX. 12. 



Prendere come livello di riferimento (z - m n„»n„ * , 
nella situazione iniziale, opp™,XiSdente m en£ l?TV'% ^ A ' B 
per liquido in quiete a ribiSEttò apX 7ppS?j'sicÌ!3S 0 B 

,x -' 4 - .«urj: «~ » - - 

IX.15. Usare |-, qila2 i„ ne di Poiseuille []XJ5] pef k po[U|i ^ ^ ^ 

tX.16. Ricordare la formula di Stnkes riY iai ^ i 

mica come „ell?sem P o E ilX K rlooTilf^J 3 ^r"^ kgSe dd,a dina " 
laminare). ( ipoteS1 ' da verificare, che il moto sia 



Capìtolo decimo 

Onde in mezzi elastici 



In questo capitolo ci occuperemo di una vasta categor.a di fenomeni 
caratterizzati dal fatto che una perturbazione, esercitata su una qualche 
grandezza fisica in una regione limitata di spazio, si propaga nello spazio 
circostante con modalità che dipendono di norma dal tipo di perturbazione 
e dalle caratteristiche del mezzo che riempie lo spazio. Per esempio, e espe- 
rienza comune osservare come un sasso lanciato in uno specchio d acqua 
inizialmente in quiete produca nell'acqua ™ P*™^™ ™ d ?"*;™ 
manifesta con l'apparire di una serie di anelli concentrici di liquido pertur- 
bato, che si allontanano regolarmente dal punto dove e caduto il sasso. 

In questo caso, la grandezza fìsica che viene perturbata e la »ocalizza- 
zione delle particelle di liquido intorno alla loro posizione di equilibrio, rer 
I convincersene basta porre sulla superficie del liquido delle particelle (ad 
' esempio segatura) che ci consentano di individuarne ' .movimento. ! 

osserverà come l'arrivo dell'onda produca nelle particelle di liquido via v a 
^ interessate al fenomeno un moto oscillatorio su orbita ch.usa centra a 
>i intorno a una posizione fìssa; passata l'onda le particelle tornano in quiete 
nella stessa posizione di equilibrio che occupavano prima dell arrivo 
dell'onda stessa. Si osserva in sostanza che ciò che s, propaga non è mate- 
ria, ma solo // movimento di materia prodotto dalla caduta del sasso. Nel 
caso in esame potremo considerare l'onda come propagazione d, uno stato 
di moto nella materia. Osserviamo che la propagazione dell onda (cioè della 
perturbazione nello stato di moto del liquido) comporta trasferimento di 
energìa- sia di energia cinetica, perché le particelle via via interessa e 
dall'onda acquistano una certa velocità; sia di energia potenziale percn6 le 
tesse particelle cambiano di quota nel campo della gravità. 
tic Gli anelli che si osservano rappresentano luoghi geometria di punti 
dotati ad ogni istante della stessa velocità; o, più sinteticamente, di punti 
si muovono in fase. Tali luoghi geometrici si dicono fronti d onda 
Nell'esempio in esame, è fronte d'onda una circonferenza centrata nel 
Punto di impatto del sasso, e costituita da punti che si trovano ad avere in 
sincronismo un certo stato di moto (ad esempio quello proprio della cresta 



Perturbazione ondosa 



onde in uno stagno 



Propagazione dell'onda 



Fronti d'onda 



Velocità di propagazione 



Onde sieriche e onde piane 



Onde elastiche 



Onde smorzate 



Propagazione dei suono 
Onde elettromagnetiche 



Si osserva sperimentalmente che la distanza relativa fra due fronti 
donda resta mvariata con l'evolversi della perturbazione- i vari fmn 
d onda si allontanano dal centro tutti con la stessa velocità di propagazioni 

Nel caso di propagazione nello spazio (ad esempio nel caso di onde 
sonore), se il mezzo è isotropo e non ci sono ostacoli i fronti d'onda sonn 
sferici; si dice allora che si ha a che fare con onde sferici,?. Spesso la por 
zione di fronte d'onda che ci interessa è assimilabile a un piano- ciò accade 
soprattutto quando ci troviamo lontani dal punto dove l'onda è 'stata sene 
rata Si d.ce allora che si ha a che fare con ungula piana. Noi limiteremo 
qui la nostra attenzione sostanzialmente a onde piane 

Come abbiamo già detto, le modalità con cui il fenomeno ondoso 
evolve dipendono dalle proprietà fìsiche del mezzo, e in particolare dalla 
natura delle forze di richiamo delle particelle di fluido pertXto verso 
loro posizione di equilibrio. Il caso più semplice si ha quando tale forza di 
richiamo può essere schematizzata come una forza elastica. In questo capì- 
tolo noi ci limiteremo per l'appunto a studiare onde elastiche, cioè perturba- 
zioni meccan.che in mezzi elastici. In realtà, la forza elastica di richiamo è 
sempre accompagnata da una forza dissipava; noi supporremo che i rela- 
tiv. effetti siano trascurabili. Quando questi non sono più trascurabili le 
onde divengono onde smorzate. Se gli effetti dissipativi divengono domi- 
natiti, i fenomeni d. propagazione ondosa non si manifestano più- è quanto 

H eSemp, ° se Un sasso viene ianciat0 ^ "no stagno di fango 

anziché d acqua; s. manifesta solo un disturbo localizzato nello spazio e nel 
tempo, passato il quale si ripristina la situazione di quiete iniziale ' 

t.,t J£ °H 6 aSt ' C ? e ' benChé costituiscan ° una schematizzazione, sono 
Ottavia adegua e a descrivere con sufficiente approssimazione molti feno- 

En l n ? l ntereS ?f : Ìn particoIarc > ia Propagazione del suono in un 
un solido partlC0lare nel1 aria ; « le onde meccaniche in una corda tesa o iri 

riPll/f^ 1 " 61 ^- propagazio " e ondosa si manifestano anche in altri campi, 
flun ™S' Y ìr f f m fondamentale sono le onde etotmmagnetichei 
ZZ™ m 7 6 radl °' ecC ' } che per ie Particolari proprietà del campo; 
elettromagnetico possono propagarsi anche in assenza di un mezzo di supv* 
porto, cioè nel vuoto. Di queste ci occuperemo in un altro volume. 3 - : 



Onde longitudinali 



X.l. Forma matematica delle onde elastiche 



rfi J2 1 mtZZ ? e]astico consente la propagazione di due tipi fondamentali 
ai onde: onde ^ longitudinali e onde trasversali. j;i ' 

™;i„™ nda » , dice l0R SHu<f/nale se il moto delle particelle del mezzo Si 
sviluppa parallelamente alla direzione di propagazione f 
A . . me . 2Z0 ?! sosteg no di un'onda longitudinale monodimensionale pu 

come una sequenza rettilinea di particelle materi 

. vi' n f:,7 iegate luna alle adiacenti da un'interazione di tipo elastico* 

vincolate a muoversi lungo l'asse x. ,3 

DfKiSUS"!? unaparticeI,a viene spostata lungo l'asse x rispetto alla s 
t eq " lIlbno e poì rilasciata, il suo stato di moto oscillatorio: 
fonn fd I T aSS f X 6 coinvolge »e masse via via adiacenti, che si me; 
tono ad oscillare a loro volta intorno alle rispettive posizioni di equilibrio 
*iv a r™ r esempi0 > 51 Propaga per onde longitudinali una perturbazione impu 
siva impressa con una martellata a un estremo di una sbarra lunga (è mess 
in gioco in questo caso il modulo di Young E); oppure il suono nell' ' 



% Un onda si dice invece trasversale se il moto delle particelle del mezzo 
% si sviluppa in direzione perpendicolare alla direzione di propagazione 
£■ II mezzo di sostegno di un'onda trasversale può essere schematizzato 
£ come una sequenza di oscillatori armonici vincolati a muoversi ad esempio 
£ lungo I asse y, e collegati fra di loro da molle. Lo spostamento verticale di 
p uno degli oscillatori e il successivo rilascio provoca la trasmissione del suo 
i, stato di moto oscillatorio agli oscillatori accoppiati adiacenti. La propaga- 
tone avviene nella direzione dell'asse x, mentre il moto delle particelle 
£. avviene lungo l'asse y. Un tipico esempio di onda trasversale si sviluppa 
p nella corda vibrante. Le onde trasversali in un mezzo elastico mettono in 
:, gioco i modulo di torsione G; o nel caso di una corda, la tensione x che 

tende la corda stessa, 
t Le onde superficiali in un liquido sono un esempio di un caso misto- le 
.v particelle di liquido compiono traiettorie chiuse, di forma praticamente cir- 
% : colare, e lo spostamento è una sovrapposizione di una componente loneitu- 
■ : v dinale e di una trasversale. 

I Indichiamo con a la grandezza fisica la cui perturbazione si propaga 
I ungo 1 asse x in un mezzo elastico. Quindi a potrà indicare, di caso in caso 
|. la quota >• nel caso della corda vibrante; la pressione locale del gas in cui sì 
| propaga il suono; oppure lo spostamento lungo l'asse x, rispetto alla posi- 
li zione di equilibrio, nel caso in cui si propaghi un'onda longitudinale 
| consideriamo, per esempio, un'onda impulsiva trasversale impressa ad 
™- una estremità di una corda tesa lungo l'asse x, mediante un singolo e 
rapido movimento alto-basso (effetto frusta). Il sistema carrucola- peso P 
garantisce una tensione costante alla corda. 

; Se si trascura l'attenuazione della perturbazione durante la propaga- 
zione (iorze non dissipative), a vari istanti successivi equidistanti (t ■ 
'Lh' 0 - n h = ' 0 + 2A/ ; 'i-'o + 3A/ ; ecc.) la configurazione della 
n ra PP resentata '1 figura (si immaginino fonografie istantanee 

f 3 aglì ÌStantÌ successivi 'i, '2,-). La perturbazione 
procede con forma invariata nel verso positivo dell'asse delle x con velo- 

, Ad ogni istante r, la grandezza a che rappresenta la forma della corda è 
Jùnque ^ variabile *; e tale forma cambia al cambiare di /. Sarà 

*=f(x*Q [X.3] 

:.t>ase a considerazioni di carattere generale, si stabilisce che la (unzione 
fife ÈSSere dd tip0 f(x ~ v l) per onde Progressive e f(x + v /) per 
■HfeHmfr 6 ' °, Ve V è la velocita di P^Pagazione (in modulo), e il verso 
perimento per la progressività o regressività è quello positivo dell'asse 

^Consideriamo infatti una generica perturbazione progressiva; all'istante 
Jn^V^- • appam C0si come mostr ato in figura (tratto continuo) In 
iL • f' paZlone (cÌoè 'POti^do che la forma della perturbazione 
E', ™'',, 3 Propagazione) all'istante t 2 > la configurazione 
sarà quella riportata in tratteggio. E come dire che tutta la figura 
do t ! T ° C ' ta v nel verso positivo deII 'asse delle x; nell'intervallo di 

£ LcriuTS u tf f laU di Un tratt0 Hh ~ ''>■ In termini matematici, 
K,ucscntto dalla funzione: 

il. . - 

«(*,') =f(x-vt) [x.2] 
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Infatti, supponiamo che l'argomento a della funzione [X.2] abbia un certo 
valore a ottenuto specificando x = x all'istante t = r, 

a = x - v r , 

All'istante / = r 2 Io stesso valore 3 per l'argomento lo si ottiene in una posi- 
zione x 1 tale che: 



Onda regressiva 



Equazione delle onde 



x'-vr, = x-vr, [X.3] 
Aflìnché valga la [X.3] deve essere 3? - x = v/ 2 - v/, = v(r 2 - r,), cioè: 



/) - /. 



- V 



[X.4] 



/.a posizione x corrisponde/ne a un assegnato valore dell'argomento della 
[X.2J si sposta con velocità pari a v. La [X.2] rappresenta dunque una per- 
turbazione che procede con velocità v e forma invariata nel verso positivo 
dell'asse delle x. Analogamente, la 



a(x,l) = f(x+vt) 
rappresenta un'onda regressiva. 



[X.5] 



Una proprietà generale di una funzione del tÌpo/(x + vi) è quella di 
soddisfare la seguente equazione differenziale del secondo ordine alle deri- 
vate parziali: 



a 2 / _ i a 2 / 

dx 1 v 2 dt 2 



[X.6] 



Questa equazione differenziale si dice equazione delle onde (nel caso di pro- 
pagazione monodimensionale). Per verificare che la [X.2], ad esempio, sod- 
disfa la [X.6], effettuiamone le derivate seconde rispetto a x e a t, ricor- 
dando le proprietà di derivazione delle funzioni di funzione e indicando con 
un apice la derivazione della funzione rispetto all'intero argomento: 



dx 
dx 2 

a/<*, o 

dt 

&f(x t l) 

dt 2 



a a 

-fo/ix-vt) =_/« — (jc-vO -f'(x-vt) 



= /'-^-(*-v/) = (-v)./(jc-v/) 



= v)./(jf-v/)] = (-v)-r 

= v 2 /"(x-vr). 



9r 



(x-vt) - q 



O>nfrontando la seconda con la quarta di queste relazioni, vediamo che 1 
X.2] verifica in effetti la [X.6]; allo stesso risultato si perviene anche pe 
l onda regressiva. 
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Tutte le volte che, studiando la dinamica di un sistema perturbato, si 
perviene a una equazione del tipo: 

d 2 a „ 6 3 a 

= c ~^3~ con c costante [X.7] 



la soluzione sarà dunque rappresentata da un'onda a = a(x + vt) che si 
muove lungo l'asse x con velocità tale che v 2 = 1/C 



X.2. Onde sinusoidali 

È di particolare interesse il caso in cui la funzione ce(x, t) che rappre- 
senta la perturbazione ondosa sia di tipo sinusoidale (o, equivalentemente, 
cosinusoidale): 



a(x, t) = A - sin 



1% 



(x + vt) 



[X.8] 



La costante A rappresenta V ampiezza dell'onda. Il fatto che A sia indipen- 
dente da x e da / indica l'assenza di dissipazione (l'onda non si attenua 
mentre si propaga). La presenza del fattore (jt t v/) nell'argomento della 
[X.9] garantisce che essa rappresenta un'onda che si propaga lungo l'asse x 
con velocità ± v. 



Ampiezza delle onde 



Esempio 

,f'X.l. Verificare che la funzione 

/) = A sin 



2n 



(x + vi) 



^soddisfa l'equazione delle onde (X.6J (ovvero (X.7J). 



1f 





do 




6x 








dx 1 




da 




Òt 




3 2 a 




■ ~òF 



~ A — cos [~ 
- r --^l__j sin ^_ 



- A • — — ( + v) • cos 



(jc v 0 
(x + vt) 

(x + vt) 



3 2 « 4 (2n\ 2 



r_2_K_ 



v" • sin 



2n 



(x + vt) 



Ti PCf yi ru,tima di queste relazioni, si ha 



v/) 



£oprio l'equazione delle onde. 



a?" 
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Lunghezza d'onda 

Periodo dell'onda 
id(i.t) 




Pulsazione to 



2 TE 

Il fattore — — nell'argomento della [X.8], con X avente le dimensioni 

di una lunghezza, rende adimensionale l'argomento stesso. Esso garantisce 
inoltre che per ogni assegnato valore del tempo (/ = () la perturbazione 
a(x, t) e le sue derivate assumono lo stesso valore in posizioni la cui coordi- 
nata spaziale x differisca per multipli interi di X (x = x; x = x + X; ... 
x = x + nX; .„). Infatti in posizioni diverse per multipli dì X l'argomento 
delle funzioni trigonometriche viene modificato per multipli interi di 2 n; 

2 1 , - 2 tc 

— — (x+ nX + v() = ~~^~( x + vr) + « • 2 ti 

La costante X è detta lunghezza d'onda. Essa rappresenta, in sostanza, il 
perìodo spaziale della perturbazione ondosa. 

Un'onda sinusoidale ammette anche un perìodo temporale T = — . Si 

v 

verifica infatti facilmente che in ogni posizione x l'argomento delle funzioni 
trigonometriche differisce per multipli interi di 2 tc a istanti di tempo t 

diversi per multipli interi di T = — ; infatti: 



T /- « X \\ 2 tc 

=Fvlr + — — 1 = — — (x + v/) + fl-2it : 

--i. J 



Fra il periodo temporale Te la lunghezza d'onda X sussiste dunque la rela- 
zione 

X=wT [X.9Ì! 
Se ci si fissa in una certa posizione x = x la [X.8] si può scrivere corni 

a(x, 0 = A sin (or + tp) [X.10I 



con 



co = 



2 TtV 

X 

2 TI 



2tc 




(ù = 



<P = —£-x+jit (J = 0,1 a seconda che x + vf) '| 

In un punto fisso x la perturbazione è di tipo armonico con pulsazix 
2 ti 



A titolo illustrativo, nella figura è riportato l'andamento spaziale della: 

turbazione sinusoidale a vari istanti successivi / = 0, — , — , — 1* 

4 2 4 

punto pieno inizialmente nell'origine 0 oscilla di moto armonico in ac> 
con la [X.10] (ponendo in essa <p = tc in corrispondenza di x = 0 
onda progressiva). Il cerchietto M, che rappresenta un massimo della fpl 
d'onda, si muove con velocità v; infatti si sposta di un tratto X nel tenr 

È superfluo rimarcare il fatto che la forma d'onda trasla con vel 
lungo x, mentre il mezzo elastico ha velocità mediamente nulla 
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[2 ^ 
~J~( X + v ') può essere scritta 

anche in altre forme sostanzialmente equivalenti; ad esempio: 



a(x, t) = A sin {kx T w/ + <p) 

2 TE 



[X.ll] 



dove la costante k = — — è detto numero d'onda; q è la pulsazione già Numero d'onda 

definita |o> = — * v = -^r-j; e <p è una costante additiva, detta ./iw, dipen- Fase 
dente dalle condizioni iniziali (nella [X,8] era <p = 0) ovvero: 



a(x, t) = A sin 



+ (P 



[X.12] 



Esempio 

|E.X.2. Uno strumento musicale emette un suono di frequenza v = 524 Hz (armonica 
^ detta nota do). Sapendo che la velocità di propagazione del suono nell'aria è 
v = 340 m/s, quale è la lunghezza d'onda del suono emesso? 

| . La frequenza è definita come il numero di oscillazioni compiute nell'unità di 
jjempo; essa si misura in Hertz (Hz) equivalenti a s H . La frequenza è legata al 

periodo e alla pulsazione dalle relazioni v = — = 



Per. il suono considerato, si ha dunque T = 



1 



iLa lunghezza d'onda vate pertanto: 

A=vr= ^O-j-j-fl^l - 10T 3 s) = 0, 



524 s" 



1:91 



10" J s 



,65 m 



E da osservare che un'onda sinusoidale come la [X.8] (detta anche armo- 
nica) rappresenta una schematizzazione estrema: oltre che avere forma rigo- 
rosamente sinusoidale, una armonica dovrebbe svilupparsi per un tempo infi- 
rmo (-«></< + co) e occupare tutto l'asse delle * (- co <x< + co). 

Una porzione limitata di onda armonica si dice treno d'onda sinusoi- 
dale. L'onda armonica, a parte la sua capacità dì descrivere con buona 
approssimazione fenomeni sinusoidali caratterizzati da treni d'onda abba- 
stanza lunghi (temporalmente e spazialmente) rispetto al periodo Ted alla 
lunghezza d'onda A, riveste importanza notevole in virtù del principio di 
\sovrapposizione e del teorema ili Fourier. 

Il principio di sovrapposizione stabilisce quanto segue: 

T k Se ' n Un mezzo e l ast Ì C0 si inviano simultaneamente uno o più per- 
turbazioni ondose M*, /), a 2 (*,0, ... il risultato è una perturbazione 
ondosa descritta dalla funzione 
ti 

a(x, 0 = ai(x, () + a 2 (x, t) + ... 

-i : " 

Piò vale a condizione che le singole perturbazioni componenti siano sufiì- 
.«.entemente piccole perché la perturbazione risultante non porti il mezzo a 
lavorare oltre il limite di elasticità. 




Armonica 



Treno d'onda 



Principio di sovrapposizione 
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II principio di sovrapposizione discende dalla linearità della equazione 
delle onde [X.6], nella quale il coefficiente v rappresenta una caratteristica 
del mezzo (ed è dunque indipendente dalle modalità della perturbazione). 

Infatti per ipotesi, essendo cti ed a 2 due perturbazioni ondose che si 
propagano nel mezzo, esse soddisfano l'equazione [X.6] 



Òx 2 
Òx 2 



1 9 2 a) 

v 2 Òt 2 

1 Ò 2 a 2 

v 2 Òt 2 



Sommando membro a membro si ha: 

3 



ovvero: 



Òx 2 



3 2 q ; _ J_ / 3 2 «| Ò 2 a 2 \ 
dx 2 v 2 \ Òl 2 + Òt 2 J 



6 2 (q 1 + q 2 ) 
9^ 



1 3 i («| + g ì ) 
v 2 3/ 2 



eorema di Fourier 



relazione che dimostra che la funzione a = et] + a 2 soddisfa l'equazione 
delle onde caratteristica del mezzo considerato. Ovviamente, come si vedrà 
nel seguito, le modalità con cui si svolge il fenomeno ondoso risultante 
(cioè le proprietà della funzione a(x, t)) dipendono dalle caratteristiche 
(ampiezza, pulsazione, fase, direzione di oscillazione) delle varie onde com- 
ponenti. 



Il teorema di Fourier si enuncia come segue: 
Un'onda periodica di periodo T e lunghezza d'onda X 

2 n 



[e dunque di pulsazione w = 



7" 



e numero d'onda k 



2n \ 
X I 



e di forma peraitroa.ua/unajte. sìa essa a(kx T tot), sotto opportune ipotesi* 
può essere espressa nella seguente forma (serie di Fourier) : 




armonica 



u(kx ^ vi) = A 0 + A l cos (kx + tot) + B { sin (kx ? wi) + 
+ A 2 cos [2 (kx ; ul)) + B 2 sin [2 (kx. + <o 0] + 
+ /Ijcosp (kx + tot)] + £ 3 sin [3 (kx hF tot)] + 



ili: 1 ; 
ai: 



[X.13]' 



, u 

I coefficienti A oy A t , A 2 ... B u B 2 , ... sono calcolabili a partire dalla conci- 
scenza della funzione periodica a(kx + wr); di solito il loro valore dè 
cresce al crescere dèi numero d'ordine del termine dello sviluppo. Lo svi 
luppo di Fourier [X.13] viene anche detto analisi armonica della funzion 
periodica a(x, /). ■ ^ 

Qualche dettaglio sul calcolo di una serie di Fourier è presentato ne 
seguente esempio E.X.3. /s 



Esempio 

E.X.3. Esplicitare ì primi coefficienti dello sviluppo di Fourier dell'onda quadra di 
perìodo 2 n rappresentata in figura. 

Osserviamo che, data una qualunque funzione periodica g(.v) di periodo À, essa 
può essere facilmente trasformata in una funzione g(z) di perìodo 2tc; basta effet- 
tuare la sostituzione 
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+ a 



A = Z ~2~k~ V 



ovvero z = _v - ■ 



In virtù della [X.13], lo sviluppo di Fourier della g(z) può essere scritto sinteti- 
camente come: 



g(z) = A a + £ [Aj cosjz + Bj sin/z] 
Integrando la IX.14) fra 0 e 2n, e tenuto conto che 

\ cosjz dz ~ \ sin/7 dz = 0 



[X.14] 



(per ogni ,/ ^ 0), si ha 



,-2n 



g(z) </z = A 0 2 ti ; 



da cui: 



/lo = 



2 ti J 0 



IX.15J 



(valor medio delia funzione g{z) nell'intervallo di un periodo). 



■ !; Per trovare i coefficienti Aj {j # 0), molliplichiamo la [X.14] per cosw: 



f (n + 0) e integriamo fra 0 e 2it. Tenuto conto che: 

sin/z cos«z rfz = 0 (per ogni valore intero di j e n) 



k 

% £t ottiene 



2ji 



cosjz cosnzdz = 0 (per j ^ ti interi) 



cosj z cos ti z dz = n (per y = » interi) 



*n - —\ gU)cQ%nzdz [X.I6] 

■ gelosamente, moltiplicando la [X.14] per sinwz e integrando fra 0 e 2 ti, si ottiene 

1 [ u 

B„ g(z)smnzdz [X.17J 



2.1 



3.1 
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Mettendo insieme la [X.iS), la [X.16] e la (X.17] si ha in definitiva: 

l 



2lT Jg 



g(z) dz 



1 



2% 



#(z) cosa: <iz (n ^ 0) 



[X.18] 



1 [ 2r - 

B» = #(z) sin nzJz (/? ^ 0) . 

7t 



Calcoliamo ora esplicitamente !e [X.18] nel caso particolare che la g(z) rappresenti 
Tonda quadra mostrata in figura: 



g{:) = + a 0 < z < ti 
g(-) = - a n < z < 2tc 



Si ha: 



2n 



In -'o 2 ti 



a<7z + | (-a) c/2 = 0 (valor medio nullo) 






wi dt< pumi Ire l*rn»i*" 




n 




0 l ! . 3 






.. 







^ = vi JC0SZ ' /; + vS„ <" ^Jcosz^z = {[sinz]S - [sinz]^) =0 

Analogamente /I 2 = A } = ... = 0; lutti i cocITicicnti dei coseni sono nulli. 

B ì = ~T K (z) sinrc/z = sin z </z + (- a ) sin z</z = 

= -r-|[-cosz] u -[-cosz^} 



2it 



B i = "T a sin (2 z) rfz + — \ {- a) sin (2 z) rfz = 



ji \T V 



cos(2z)]S-^[-cos(2z)];' t 



= 0 



Analogamente, si trova che gli altri coefficienti dispari valgono: 

a * l > *>5 ? ; ■■■ a„ = ... 

mentre tutti i coefficienti pari sono nulli: B 2 = B A = B b = ... = 0. 

Lo sviluppo di Fourier dell'onda quadra di ampiezza a e periodo 2n assume 
dunque la forma: 



*(z) « 



sinz +— sin (3 z) + 



-j- sin (5 z) + „,j 



Nella prima figura sono riportati separatamente i valori dei primi tre termn| 
dello sviluppo (curve I, U, IH rispettivamente); si vede che i relativi coni 
decrescono ai crescere dell'ordine del termine dello sviluppo. 

Nella seconda figura è stata eseguita la somma dei primi tre termini dello ivj|jj 
luppó. Come si vede, già con tre soli termini si raggiunge un discreto livello::* 
approssimazione della funzione data. 



■ 
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Onde t-'hìsiicho Eo!t^i(udìnati 

Consideriamo una sbarra eli materiale elastico omogeneo, di sezione 
costante S Le dimensioni longitudinali della sbarra (lungo cui si sceglie 
l'asse delle x) siano molto maggiori delle dimensioni trasversali. 

Supponiamo clic nella sbarra si propaghi una perturbazione longitudi- 
nale a(v s) Un elemento della sbarra, di lunghezza imperturbata dx, a 
causa deìla dislocazione a(x, 0 rispetto alla sua posizione di equilibrio, 
viene richiamata verso la posizione di equilibrio stessa dalle forze dFó\ rea- 
zione elastica su di esso agenti. 

Per tale elemento, potremo scrivere il secondo principio della dinamica 
(proiettato sull'asse .v) nella forma 



JF = dina = p Sdx- a = pSd> 



Q 2 a 
Òr 2 



[X.19] 



c- 



■^v^^^.f.:■*'■■♦l»£J:■^^p^rtar■É^ta■:.■ 



dm è la massa dell'elemento; a è la sua accelerazione \a = -^Tf P e la 

densità del materiale. . 

La forza di richiamo F(x) che agisce sulla sezione della sbarra di coor- 
dinata x può essere scritta, in virtù della legge di Hooke (eq. V.31), come 

F(x) = - £■ £-7-; nel nostro caso: 



F(x)= -E-S- 



da 

~a7" 



IX.20] 



Infatti — rappresenta l'allungamento per unità di lunghezza — che la 
òx , 
sbarra subisce. La forza dF subita dall'elemento compreso fra .v e x + dx e 
data dalla differenza fra la forza agente sulla sezione x+dx e la (orza 
agente sulla sezione x: 



dh 



dF= F(x) - F(x + dx) 



ÒF 

Òx 



dx 



e tenendo conto della [X.20]: 

ÒF 



a 2 « 



dF= — t— dx = E ■ S ■ -f-y- dx. 
dx o>- 



Sostituendo al primo membro della [X.19]: 



Siti- 

■ Sw 

É- 



Elda cui in definitiva: 
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pagatone 6513 equaZlone delIe onde ' caratterizzata dalla velocità di pro- 

\ "elocìtii di probazione- del- r-rr 

rond;i longitutiinnJc V = ]j~ [X 22] 

Notiamo che tale velocità dipende dalle caratteristiche del mezzo, ma non 
dalla particolare perturbazione a(x, t). 

Risolvendo la [X.21] con le opportune condizioni iniziali, si può deter- 
minare la forma esplicita della perturbazione 

a(x,t) = a(x + v/) 
La conoscenza della funzione a(x, r) permette poi, quando ciò interessi di 
ricavare tramite la [X.20] l'andamento spazio-temporale del campo di forze 
presenti lungo la sbarra; ovvero del campo dì pressione 



lnv,/ )| _ „ da_ 
9.v 



P(, M) =-_L = £ [X23] 



Esempio 



E.X.4. Calcolare la velocità di propagazione delle onde lonymdmaii elamiche 
sbarra di allumìnio {E = 7 • 10 lo N/m 2 ; p = 2,7 g/cm 1 ). 

Usando la [X.22] si ha: 



in una 



N 



m 



2,95 ■ 10 



l m J 



2.7 - IO' kg 



5,1 .10'^- 

s 



5,1 



km 



Ptx.t) 



P(x + dx.t) 




Poniamo ora la nostra attenzione sulla propagazione di onde longitudi- 
nali in un materiale elastico omogeneo che occupi uniformemente lo spa- 
zio. In questo caso la legge della elasticità è espressa in termini più conve- 
nienti nella forma: 



dV 1 



[X.24] 



dV , 

dove -p-e la variazione di volume per unità di volume che il mezzo local- 

™I e SU ? ì , SCe; d f è ,a varia2i0ne di Pressione; e MK è il coefficiente di 
3,l7/ f 'v?n T°- dd materi3le consìd erato. La [X.24] è del tutto ana- 
loga alla [ vj 1]: in effetti, anche nel caso di una sbarra omogenea la legge dì 
Hooke può essere scritta nella forma [X.241. Dividendo infofti r,. r r« JL™ 



Ioga tuia l y_j i J: in elletti, anche nel caso di una sbarra omogenea la legge dì 
Hooke può essere scritta nella forma [X.24]. Dividendo infatti per la sezione 

S ambo i membri della relazione dF- - ES — si ottiene — = - E~ 

ft S Sh 

che ha la stessa forma della [X.24] (essendo — = d P; S dh = dV; 



h « V; E= K). 



I 



\V ■ 
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Mediante considerazioni e sviluppi del tutto identici a quelli utilizzati 
nel caso della sbarra, anche nel caso della propagazione di onde longitudi- 
nali in un mezzo isotropo e uniforme si perviene alla stessa equazione 
[X.2 1], con il coefficiente di compressibilità K al posto del modulo di Young 
E. La velocità di propagazione risulta pertanto: 



[X.25] 



Riveste grande interesse il caso in cui il mezzo omogeneo e isotropo sia 
rappresentato da un gas (e in particolare dall'aria). 

Quando in un gas, inizialmente in quiete, un oggetto è posto in vibra- 
zione (corda di violino; corda vocale; diapason; membrana; ecc.) nello spa- 
zio immediatamente adiacente all'oggetto vibrante si generano variazioni 
periodiche locali dP di pressione del gas. Queste variazioni di pressione 
provocano delle variazioni locali della densità (o, equivalentemente, varia- 
dV 

zionì percentuali ~~~~ di volume). La relazione fra le variazioni dP di pres- 



sione e le variazioni percentuali 



dV 



di volume è, come vedremo fra un 



attimo, del tipo [X.24]. Anche in questo caso, dunque, la perturbazione 
obbedirà all'equazione delle onde; e nel gas si propaga per conseguenza 
un'onda longitudinale {suono) con velocità data dalla [X.25], 

Non ci resta dunque che mostrare che un gas obbedisce in effetti alla 
[X.24]; la relazione che troveremo fra il coefficiente di compressibilità K e 
le caratteristiche fisiche del gas ci consentirà inoltre di calcolare tramite la 
[X.25] la velocità del suono in quel gas. 

Vedremo in termodinamica che un gas (perfetto) sottoposto a trasfor- 
mazioni nelle quali siano trascurabili gli scambi di calore con l'esterno (tra- 
sformazioni adiabatiche) soddisfa la seguente equazione 



Onde longiludinaM clastiche in 
un uas 



P- V< = costante 



[X.26] 



dove jPè la pressione del gas e V\[ suo volume. Il coefficiente costante adi- 
mensionale y dipende dal tipo di gas: per un gas monoatomico che si com- 

5 7 
,;; porti come un gas perfetto è y = ™; per un gas biatomico y = — . 

-Differenziando la [X.26] si ha: 

* P y ■ K*-' • dV+ V*dP= 0 



ovvero 



da cui 



P- y • dV+ V- dP = 0 



dV 



yP 



dP. 



[X.27] 



.Come si vede, il gas obbedisce in effetti alla [X.24]; il suo coefficiente di 
compressibilità volumica K vale K = yP t cioè è dato dal prodotto fra il coef- 
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^loeiià de! suiinu :n lui uas fidente y e la pressione Pdeì gas. La velocità di propagazione del suono in 

un gas vale dunque 



[X.28] 



Può essere conveniente esprimere la velocità del suono [X.28] anziché in 
termini della pressione Pe della densità p del gas, in termini della sua tem- 
peratura T e del suo peso molecolare M. A tal fine si usa la equazioni: dì 
siato^ dei gas perfetti che lega fra di loro, come vedremo meglio in termodi- 
namica, la pressione P, il volume Ve la temperatura assoIutaTdi un gas 
perfetto: 



~RT= P V 
M 



ovvero 



RT 
M 



P_ 
P 



[X.29] 



dove: 
P 

P ■ 

T 

M 
R 



m 



pressione 
densità 

temperatura assoluta 

[T (gradi Kelvin K) = / (gradi centigradi °C) + 273,16] 
peso molecolare del gas 
costante universale dei gas 

,057-10-* IÌtrÌ / atm =8,314 J ° ule 



(r = 82,C 



mole • K " mole • K 

Sostituendo la [X.29] nella [X.28] questa diviene 



r) 



[X.30] 



Anche nel gas, la perturbazione della pressione (onda di pressione) asso- 
ciata all'onda di spostamento <x(x, t) può essere calcolata ricorrendo a una 
espressione analoga alla [X.23]; precisamente: 



dx 



dx 



[X.31] 



dove AP rappresenta la variazione di pressione dovuta alla perturbazione^ 
P la pressione in assenza di perturbazione; ovvero: i 

[X. 



AL 
p 



da 

dx 



32] 



Esempi 

E.X.5. Calcolare la velocità dì propagazione di un'onda sonora in aria e in idrtì. 
alla pressione di i alni e temperatura di 0"C : 



Il calcolo può essere effettuato usando la [X.28], Le proprietà fisiche di aria e 
idrogeno rilevanti ai fini del calcolo sono: 



Gas 


Tipo 


Y 




aria 


biatomico 


1,4 


1,29 


H 2 


bialomico 


1,4 


8,93 ■ IO" 2 



Sostituendo nella [X.28] si Ila: 

Varia = 331,6 m/s 
v Mj = 1260 m/s 



E.X.6. in una colonna di gas di densità p si propaga un'onda sonora di tipo sinusoi- 
dali' di pulsazione w. La sua velocità di propagazione è v. Se in un punto della 
colonna un ricevitore acustico misura un 'onda di pressione di ampiezza AP (I , 
qual'è l'ampiezza dello spostamento longitudinale associato all'onda? 

L'onda di spostamento ha la forma: 

a(.v, t) = A sin (A*- - co/) 
L'onda di pressione corrispondente è, usando la [X.31J: 

àP = - y P-^r = - y P A k cos(A a - u /) 

L'ampiezza dell'onda di pressione è dunque: 

AP 0 = y PA k 

Poiché v = si ha y P = pv z . 

Inoltre: 



2n 



.Dunque: 




2 TI 



V 



AA 



y PA k = pv 2 /l— = pv/lw 
v 



pvw 



|X.4. Onde trasversali elastiche 



Flun In - unonda trasversale elastica il moto delle particelle del mezzo si svi- 
1 zione m dÌre2Ìone orto S° nale ( sia essa y) rispetto alla direzione di propaga- 



Osservando ad esempio le onde trasversali elastiche in una corda tesa 

ènsione 1 II ìltcZ^ * m * S 

tensione dei filo Oo e comprensibile se si pensa che proprio la tensione è 

responsabile delle forze elastiche che richiamano gli elem nt della corda 

verso la posizione di equilibrio, e quindi gioca un ruolo ana ògo a cuelìo 

™ J^S d, I°T g E ° del Adente di compressibilità volumìcaTn | 
caso delle onde longitudinali. ■ A1,ei 

Deriviamo ora l'equazione dinamica di una corda tesa- vedremo che 
questa assume la forma di una equazione delle onde, e resp^ssione c^e in 
tale equazione assume il coefficiente di in f unzione dei parametH 

?rgorosi! StÌd dd Pr0b ' ema CÌ consentirà di P° rre °- ue ^ analogia in termini 
Consideriamo una corda sottile e omogenea, e scegliamo l'asse x parai- 

en°,i a n n a , C(ìnfi f m2ì0ne Che " aSSU ™ ^P™ ili V rtù'de a 

tensione t ad essa applicata (si trascura l'effetto della forza péso) Sìa 
^ = !a densità lineare della corda. 

Prendiamo in esame la dinamica del tratto dì corda compreso fra x e 

riti 6 "h - = ^ X 6 Che ' alPÌS,ante è ^slocata dTuna quan- 

tita y - a{x t t) perpendicolarmente all'asse x 

tratto Pe ida fl l^lf ? 'n"' 0, èU ^ dillamici ««rcitati sul 

ratto dx da parte del rimanente della corda possono essere schematizzati 

Aerato ^ ™ ' * ( * + aPP ' ÌCa,e 3gH 6Stremi A efiTeS 

A causa della curvatura del tratto /!£ le due tensioni, pur uguali in mo- 

nrnLT M ^ eq 1 uilibrio perché 110,1 50110 aliate U legge/" Za 
proiettata perpendicolarmete all'asse x diventa: 

Tsin(6 + rf6)-t(sine) = rfma - M*-^- 



In pratica, l'angolo 6 è sempre molto piccolo; per 



cui si potrà scrivere: 



t(9 + J6)-T:e = xdd = u. 



3/ 2 



dx 



[X.32] 



D'altra parte l'angolo 6 non è altro che la pendenza della curva a(x t) (a t 
costante) riportata in un diagramma cartesiano di ascissa™ ciS * 



6 = tg0 = ^ 

óx 



e differenziando rispetto a jc 



Sostituendo nella [X.32] si ottiene infi 



ne: 
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che rappresenta per l'appunto l'equazione delle onde, con una velocità di 
propagazione 



[X.34] 



Ancora una volta vale la pena di osservare che per piccoli segnali (cui si è 
limitata ta nostra trattazione) la velocità di propagazione dipende dalle 
caratteristiche del mezzo e non dalla forma dell'onda che si propaga. 



Velocità di propagazione del- 
l'onda trasversale 



Esempi 



E.X.7. 



Un filo collegato ad uno dei rebbi di un diapason è mantenuto leso da un peso 
di massa ni - 0,4 kg attraverso una eamieoia priva dì attrito. I! filo ha den- 
sità lineare \jl = IO g/m. Se il diapason vibra di moto armonia) alia frequenza 
v = 5 s ! , eaieolare la velocità di propagazione e la lunghezza d'onda della 
perturbazione. Considerare solo ta presenza di onde progressive, 



r = mg = 0,4 kg - 9,8 



-IrT 



m 



3.92 N 



X = v7 



3,96 ni . 



E.X.8. Se l'ampiezza di osculazione del diapason dell'esempio precedente è A = l 
etn, quale è la forma esplicita dell'onda trasversale che sì propaga nel filo? 

L'espressione dell'onda trasversale sinusoidale è 

a(.v, 0 = r(.v, /) = A stn(A.v - w() 



con 



A = l cm = IO" 3 in 

k — ^ 71 - ^ K 
~ ~ ~ 3,96 m 

w = 2jtv = 2rc(5 s~') = 31,4 s _l 



= 1,6 m 1 



mi 



B - 



Accenniamo finalmente alla propagazione di onde di superficie in un 
liquido. Abbiamo già affermato che le particelle di liquido prossime alla su- 
perfìcie si muovono su orbite chiuse; la perturbazione ha dunque componen- 
te sia trasversale che longitudinale rispetto al moto. Nella figura è riportata a 
tratteggio la superfìcie imperturbata del liquido: le circonferenze rappresenta- 
no le traiettorie di singole particelle. I centri di queste traiettorie sono fissi nel 
tempo e disposti sulla superficie imperturbata. Quando la profondità del 
liquido è molto grande rispetto alla lunghezza d'onda e all'ampiezza della 
Perturbazione che si propaga nello strato superficiale, e qualora siano tra- 
scurabili gli effetti dissipativi, sì trova che la velocità di propagazione vale 



2 TI 



[X.35] 




È interessante osservare che la velocità di propagazione non dipende in 
questo caso dalle caratteristiche del mezzo; essa dipende però dalla lun- 
ghezza d'onda (fenomeno della J;:-pcr< ::<;rn ■). 



Esempio 



E.X.9. In mare, a una disianza di 5 km dalla costa, esplode una mina. 

a) Dopo quanto tempo sì vede da riva la colonna d'acqua che si forma per 
l'esplosione? 

b) Dopo quanto tempo percepisce il fenomeno un pesce vicino alla costa? 

e) Dopo quanto tempo viene udita l'esplosione a riva? 

d) Se nell'acqua sì formano onde superficiali di lunghezza d'onda X = _f m, 
dopo quanto tempo arrivano le prime dì queste onde? 

(Velocità di propagazione: luce in aria: 300000 km/s 

suono in acqua: 1500 m/s 
suono in aria: 340 m/s) 



a) luce in aria: 



A/ = 



5 km 



3 • IO 1 km/s 



1,67 ■ 10" 5 s = 16,7 us (1 us = 10" b s). 



Il segnale luminoso arriva dunque in tempi brevissimi (decine di microsecondi), 
b) Suono in acqua: 



Ar = 



5 - 10^ m 
1,5 • IO 3 m/s 



3,3 s 



11 pesce percepisce l'esplosione dopo poco più di tre secondi, 
c) Suono in aria: 

5 ■ IO 3 m 



Ar 



3,4 ■ IO 2 m/s 



14,7 s 



L'orecchio dell'uomo a riva percepisce l'esplosione quasi 15 s dopo che l'occhio ha 
visto, e più di 11 s dopo che il pesce si è allarmato. ■> 



d) Onda liquida superficiale in mare aperto: la velocità di un'onda con X = 3 m vale| 
v = il— = 1/19,8.^-1 (3 m)*-^- = 2,2 m/s 1 



Pertanto 



A ' = V? 0 *;" 1 = 2,3 • IO 3 s = 38 minuti. 
2,2 m/s 



4 
4 



L'onda liquida generata dall'esplosione arriva con più di mezz'ora di ritardo.! 



X.5. Aspetti energetici della propagazione ondosa 1 

Quando in un mezzo elastico inizialmente in quiete si produce 
un'onda, il mezzo comincia a muoversi in un campo di forze, acquistando 
così energia cinetica e potenziale; si è già accennato che per tal motivo la 
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propagazione di un'onda è accompagnata da un trasferimento di energia fra 
parti diverse del mezzo. 

Diamo ora l'espressione esplicita del contenuto energetico dell'onda 
elastica, partendo dall'ipotesi che ogni elemento del mezzo possa essere 
considerato come un oscillatore armonico vincolato ad oscillare intorno a 
una posizione fissa. La legge del moto di ogni elemento è pertanto: 

a(x, t) = A sin(A'x - «/) . 

Ricordiamo (vedi Es. E.V.7) che l'energia di un oscillatore armonico di 
massa m che oscilli con pulsazione to e ampiezza A si mantiene costante nel 
tempo, e può essere scritta nella forma 

E = 4" KA 2 
2 



ovvero (tenuto conto che = — , e dunque À' = mw ! ): 

m 



i .ìviria ili un ijscilliiiorc armo- 



E = — mix) 1 A 1 



[X.36] 



Consideriamo, per fissare le idee, una sbarra molto lunga di materiale ela- 
stico. Se un estremo della sbarra viene sollecitato da una sorgente oscil- 
lante, nella sbarra si propaga un'onda. Vìa via che l'onda si propaga, una 
nuova porzione della sbarra, precedentemente ferma, comincia a muoversi 
ed acquista dunque energia. Questa energia viene rifornita dalla sorgente, e 
per arrivare fino al fronte del treno d'onda fluisce anche attraverso ogni 
sezione della sbarra già interessata dall'onda. 

In generale, data un'onda piana che si muova nella direzione dell'asse 
x, ci proponiamo di calcolare Venerea meeeanna e!;e jiuisee nell'ialini di 
tempo attraverso una sezione dì atea unitaria disposta perpemliivhirme.'in 
alla liìix-ztvne ai propagazioni'. Tale grandezza 



/ = 



dE 



dSdt 



[X.37] 



sì. 



viene^ detta intensità dell'onda e si misura nel sistema SI in watt/m 2 . 

È evidente che la quantità di energia dE che fluisce nel tempo dt attra- 
verso una sezione elementare di area dS ortogonale alla velocità v, è pari 
all'energia contenuta in un volumetto di base dS e di altezza vdt; e può 
dunque essere scritta come 

dE = w ■ dS - vdt 

dove con w abbiamo indicato l'energia per unità di volume posseduta dal 
mezzo elastico interessato dall'onda. Abbiamo dunque: 



/ = 



dE 



dSdt 



w 



[X.38] 



D'altra parte il calcolo dell'energia per unità di volume w può essere effet- 
tuato facilmente tramite la [X.36]. L'energia dE posseduta dalla massa dm 



Iniei'isiUi di un'onda 



^1 / 







vdt 
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del mezzo elastico (sia dV il volume della massa dm) è infatti semplice- 
mente, secondo la [X.36J: 



e dunque 



dE 
dV 



dE = -~~ dm <s> 2 A 1 



l dm 1 



dove p è la densità del mezzo. Sostituendo nella [X.38] abbiamo infine 



/ = iv • v = — pù) 2 A 2 v 



[X.39] 



L'intensità dell'onda è propor- Fissato il mezzo (cioè fissati p e v) Yintensìtà dì un'onda è proporionalc al 
zionale al quadrato della sua quadrato della sua ampiezza A e al quadralo della sua pulsazione w (o della 
ampiezza e al quadrato della sua frequenza v). 



sua pulsazione 



Sogli» di udibilità di un suono 



Decibel 



Soglia della sensazione dolo- 
rosa 



L'intensità serve, in particolare, per caratterizzare suoni e rumori in 
rapporto alle sensazioni uditive. Per esempio la soglia di udibilità, cioè la 
mìnima intensità che viene percepita da un orecchio umano normale, 
dipende dalla frequenza e vale: 

Ao B ii, = 3 ■ IO"' 2 watt/m 2 a v = 1000 Hz 
Aojiì, = 1 ■ IO" 12 watt/m 2 a v = 400 Hz 

Specialmente in acustica, si trova comodo misurare l'intensità in decibel 
(db). A tal fine si introduce una intensità di riferì memo I 0 = IO - 12 watt/m 2 ; 
I intensità in decibel è quindi definita dalla relazione 

Ut = 10 log 10 (I/fJ [X.40] 

Espresse in decibel, le due soglie di udibilità sopra citate valgono: 

4>ni a (db) = 10log, 0 (3) = 4,77 db a 1000 Hz 
Aogiia (db) = 10Iog ul {7) = 8,45 db a 400 Hz 

Il sistema nervoso umano reagisce con sensazione di do/ore a un 
eccesso di intensità sonora. Valori tipici della soglia dolorosa si aggirano 
intorno a 120 db. 

Esempi dì intensità sonore tipiche 



Soglia di udibilità 


5 -r- 10 db 


Conversazione a voce normale 
(distanza 1 m) 


50 db 


Traffico intenso (distanza qualche metro) 


80 db 


Aereo al decollo (distanza decina di m) 


> 120 db 



Esempio 



E.X.10. Qual'i' l'ampiezza AP,, dell'onda di pressione che subisce un timpano quando 
arriva, in aria, un suono di intensità pari alla soglia della sensazioni' dolo- 
rosa? 

Usando la [X.31] (vedi anche l'esempio t.X.6) si ha: 

àP 0 = p v co A 

D'altra parie la [X.39] ci consente di esprimere il prodotto ut A in funzione dell'in- 
tensità / 

che inserita nella espressione precedente fornisce 

AP t > = pvV-^- = [X.4I] 

V p v 

relazione che esprime l'ampiezza àP v dell'onda di pressione in funzione della 
intensità / del suono e delle proprietà p e v del mezzo. 

L'intensità corrispondente alla soglia di dolore può essere calcolata dalla 
relazione 

120 = lOlogio-™ 

da cui: 

'0 

/,/ = /„• IO 12 = (10" |: watl/m 3 ) ■ 10 IJ = l watt/m 2 
Inserendo questo valore di al posto di / nella [ X .4 1 ] abbiamo infine: 

I - - H'£)-('*»-K) - ■ 

Osse/razione, Consideriamo una sorgente puntiforme Sdì onde sferiche. 
La potenza W della sorgente sia costante: ciò vuol dire che nell'unità di 
tempo viene inviata nello spazio una quantità costante di energia pari a W. 

Consideriamo ora due sfere C, e C 2 centrate in 5, di raggi rispettivi r, 
ed r 3 . In assenza di effetti dissipativi nel mezzo, sia ia superficie sferica C, 
che la superficie sferica C 2 saranno attraversate a regime, nell'unità di 
.tempo, da una quantità di energia W. D'altra parte per definizione di inten- 
sità tali quantità di energia possono essere scritte rispettivamente come 
prodotto fra le intensità che l'onda ha a distanza r } ed r 2 da S e le superfici 
• 47r./-f e Anr\ di C, e di Q. Dunque: 



W = 4*H/i = An ri I 2 
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Da cui 



4*r\ 1 4nr 2 , 



misura immmncim r rap,„da,wl r alla ,//.„„„.-„ ,,„„„ ',„.,,„;„, " "' 
onda sferica j 

senza dissipazione A ^ ~7" [X.42] 



X.6. Fenomeni di interferenza 

Supponiamo che in una certa regione dello spazio si propaghino nella 
stessa direzione, due onde elastiche sinusoidali di pa i LE d'ondi e 

onTe Z m ' ,,n) ' ' sem P iidtà ' apponiamo che le due 

T: ss ^:LT,tl L s So a 7Scni? ndìzione ' quesruItìma ' non 

«i(*»0 = ^sin {kx-b>t) 

a 2 (x, t) = A sin (ft* - w/ - 6) [X43J 

L 0 onde^^ "' A> " 0W ™ (> < wW '■»■""«»"' dalla sovrapposizione di queste 
due onde ha mtensua non uniforme nello spazio, nonostante le intensità (fra 

di loro uguali) delle due onde siano uniformi: /,=/, = ~A^ 2 pv. Ciò 

implica in particolare che il fenomeno ondoso risultarne Jx r) (che ner il 
pr.ncip.0 ■ d. sovrapposizione può essere scritto come « £<) ^ / + 

mente S^fiSH? ™ l ? f- iìn °™ di P«* essere facil- 

mente giustificato dal punto di vista matematico 

Interferenza Sommando le [X.43J, calcoliamo l'onda risultante; 

a(x,t) = A &in(kx - a>t) + A sin(kx - a>t - Ò) [X.44] 

Se ^? e ?o m Sn S r S Ì 0n H d f lla J X -44] non risulta immediatamente evidente 

appare comT funz'on^ ' SW Un fen ° men0 ° ndosa Infatti Ja «<* ') non 
zionTaue^t^mrr * Un ""' co a i? omem ° del tipo kx - <*t + <p; condì- 
Sppresent uniV??^ ^ente affinché la funzione in oggetto 
per mostre chet kIT* ^ una . sem P ]ice elaborazione matematica V 
comò d iuL L.J X f 4 l ra PP r ^enta in effètti un'onda. Tenendo infatti ; 
secondo la quate ' ^ prostafcresi " ùntiti trigonometrica ; 



sin a + sin b = 
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j a [X.44] può essere scritta nella forma 

a (a; f) = {2 A cos-j-j- sin (kx- cor--^-j 



[X.45] 



La forma della [X.45], e più in particolare il fatto che in essa la dipendenza 
spazio-temporale sia condensata nell'unico argomento (kx - w/ - 8/2), 
mostra ora chiaramente la natura ondulatoria della a(x,i). Più precisa- 
mente, si tratta di un'onda caratterizzata dalla stessa lunghezza d'onda 

X = e dalla stessa pulsazione w rispetto alle onde componenti. Tutta- 



via l'ampiezza 



2 A cos -~ 



dell'onda risultante non è pari alla somma 2 A 

delle ampiezze delle due onde; oltre che dalle ampiezze delle onde compo- 
nenti, l'ampiezza dell'onda risultante dipende anche dal loro sfasamento 6 

fi 

tramite il fattore cos—. L'ampiezza dell'onda risultante va da un massimo 
pari a 2 A quando cos — = ± 1 (e dunque 6 = 0, 2 ti, 4 tc, ...) a un minimo 



ti, 3 ti, 5 tc, ...). 

Secondo la [X.39], l'intensità I R dell'onda [X.45] risulta 



pari a zero quando cos— = 0 (e dunque 6 



/„ = yp« ! v(4yl ! COS 2 -y ) = 4 7 C0S2 \ [X - 451 




dove / = — aia 2 Ah è l'intensità delle onde componenti. Vediamo dun- 
2 p 

que che nemmeno l'intensità 1 R è pari alla somma 21 delle intensità delle 

5 

onde componenti. ! R va da un valore massimo pari a 4 / per cos — - + 1 

(£> = 0, 2tc,4tc, situazione di interferenza costruttiva); a un valore mi- 
nimo pari a zero per 6 = tc, 3 ti, 5 ti, ... (situazione di interferenza distruttiva). 

Poiché l'intensità di un'onda rappresenta l'energia (per unità dì tempo 
e per unità di superficie ortogonale alla direzione di propagazione) che 
Tonda trasporta, quest'ultima conclusione può apparire in contraddizione 
con il principio di conservazione dell'energia; in particolare, non appare 
immediatamente comprensibile la possibilità che sommando due onde, cia- 

'■ scuna di intensità /, si possa ottenere in certe condizioni |cos— = + lj, 

un'onda di intensità 41. Per comprendere, almeno qualitativamente, come 
ciò possa accadere, approfondiamo un poco il significato fisico dello sfasa- 
mento 6. 

.;, ■ Consideriamo le due onde [X.43] ad un certo istante, ad esempio 
all'istante t = 0. L'espressione che esse assumono (e che ne rappresenta la 
( configurazione spaziale all'istante / = 0) è: 

I a,(x,0) = A sin kx 

I- ' / 6\ 

Mjc.O) = As\n(kx-b) = /l sin Ma-- — I 



imcrlcivn/a costruttiva 
Interferenti distruttiva 




Si tratta di due sinusoidi aventi stessa ampiezza e stessa lunghezza d'onda 
e traslate spazialmente, l'una rispetto all'altra, di un tratto ± Quando là 
traslazione relativa è nulla, o pari a un numero intero di lunghezze d'onda 

(A. 5 * \ 

[ k = ~YiT = cioè 6 = « -2ji) 

le ampiezze si sommano e si ha interferenza costruttiva- quando la t™i a 
none relativa è pari a un numero dìspari di mezze iuThez- dS a ' 

l k 2n ~ (2 " + 1)_ 2~ ; cioè 6 = ( 2fl + Diti 

le ampiezze si sottraggono e si ha interferenza distruttiva Al cassare H<=1 
empo, hntera figura (data dalla somma di a ìM) e « ( " olì troia 
l asse x con velocità v. ^ l lrasIa 'ungo 

Oltre che ad una traslazione spaziale a un istante /mm i* f Qt .„ x x 
sando la * nelle fX.43J (per semplic.tà poniamo x = 0 ) esse divengono: 
«i(0, 0 = - A sin co/ 
«2(0,0 = - A sin co {t + -~-J 

SHratta di due oscillazioni ritardate l'una rispetto all'altra di un tempo 
x - w . Nella pratica, le due onde saranno generate da due sorgenti coe- 

^™m^ 

in un'altra posizione /> esse arriveranno con un ritardo relativo diverso 

reni!! coSvf in°"f t del '° spazi .° .circostante alle sorgenti si ha interfe- 
biS SSoX ™ n' regI ° n . S V Ka ìnterferen ^ distruttiva. Sarebbe pos- 
sano in mnd^! i ,°' n ° n , 10 faremo) che 1 due fen ^eni si compen-* 
S i fenomeno SU ° com P les *°> la conservazione dell'enei 

^é^^^l™? 1 ?™"* C ° mp0rta ^P^mente un aumenti 

che s^TeSno e nn fa H Ìg ! Ìa ^ eÌ fen ° meni interf erenziaii anche ì battimenti: 

2one anz Sf i2S nd ° , dU Ì S0rgemi hanno numero d ' on ^ ( e P ulsa " 
aone) anziché rigorosamente .dentiche fra di loro, diverse di una quantità 

Percentualmente piccola; ad esempio *■ ~ * J » in -2 



Siano le due onde: 

a,(x, t) - A sin (A, A" - o> L /) 
«2(*> t) = A sin (A 2 a- - t-V) 

L'onda risultante può essere scritta, usando ancora una volta le formule di 
prostaferesi: 

0E(jf, t) = aj(x, f) + a 2 (a-, r) = 



= lAcos 



[X.46] 



Nell'ipotesi che i numeri d'onda e le pulsazioni delie due onde differiscano 
poco fra di loro, possiamo porre: 
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(O, + Ci) 2 

Qj = o 2 ~ - g> ; 



A , = A 2 - 



Al + k-, 



= A 



La [X.46] diviene: 



a(x, /) = 2/lcos 



sin (A a* - ai 0 



Questa espressione può essere scritta come: 

a(x, t) = B(x, t) • sin (kx - cj/) 



[X.47] 



I dove 



Z?(a-, t) - 2 A cos 



^Scrìvendo la a(x, /) nella forma [X.47], la interpretiamo come un'onda con 
fumerò d'onda k e pulsazione o> pari alla media dei numeri d'onda e delle 
pulsazioni delle onde componenti, la cui ampiezza B(x,t) dipende a sua 
lyolta dalla posizione x e dal tempo r. Più precisamente, la [X.48] ci dice che 
^ampiezza «modulata» B(x, /) è a sua volta un'onda, anche se di numero 

| Pari a ^ * 2 j e pulsazione |pari a ■ ^ ^ j molto pìccola: cioè 

Scaltri termini di lunghezza d'onda molto grande e di frequenza molto pic- 
ela (rispetto a quelle delle onde componenti). 

$?! Va notato che l'ampiezza modulata B{x, /), che costituisce un invi- 
ti?? 0 . Gl'onda di alta frequenza, è un'onda che si muove con velocità \ 8 
JOtficidente con la velocità v, = v 2 = v delle onde componenti. Si ha 



Ampiezza modulata 




(ì)i - Ci), 
v = — ! i. 

" *, ~ k 2 
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ed essendo-^— - = v , possiamo sostituire nella precedente relazione 
co, = A,v; u 2 = k 2 v; ottenendo: 



t0| ~ (D 2 

A, - A, 



A | v - A-jV 
A', - A"? 



A*, - A, 



= v 



Onde 



sia/ionane 



Il fenomeno delle onde ■uanonuiic nasce dalla sovrapposizione di onde 
componenti aventi la stessa frequenza, la stessa lunghezza d'onda e la 
stessa ampiezza che si propagano in iù-t-Jvm ..,. 7 w,-< . II modo usuale per 
realizzare onde stazionarie consiste nel far sovrapporre un':.'//,/,/ ,-// ; /,/, -, w 
con la sua <»:<ui ri/'h-.'.ut contro qualche ostacolo o vincolo. 

Per onde sinusoidali, per semplicità supposte in fase, si ha: 

dì(x, t) = A sin (A-jf - <o/) 
« 2 U, /) = A sin (A* >' + co/) 

La perturbazione risultante sarà (usando ancora una volta la formula di pro- 
state re si): 



a(x,t) = a [ (xj) + a 2 (x,ì) = 

= 2 A cos (- io/) • sin kx = 2^cos co/ sin kx . 



[X.49] 



Tale perturbazione non rappresenta un'onda che si propaga, dal momento 
che la funzione non dipende da un argomento del tipo (x + v/). Di fatto la 
dipendenza temporale e quella spaziale compaiono in due fattori separati di 
tipo sinusoidale. Ciò significa che il punto di coordinata generica x oscilla 
di moto armonico con pulsazione co, e con ampiezza lA&inkx costante 
rispetto al tempo e dipendente dalla posizione ,v. È questo tipo di perturba- 
zione che prende il nome, per l'appunto, di ,.,ndu Madamina. 

Ci saranno dei punti sempre fermi, cioè punti che oscillano con 
ampiezza nulla: sono i punti in cui sin A a- = 0, condizione che si verifica 
per kx = tisi cioè per 



Nodi dell'onda stazionaria 



Ventri dell'onda stazionaria 



x - 



nn n • n A 

a ~ "T ( " intero) 



[X.50] 



Questi punti, detti nodi dell'onda siazionuria, hanno dunque coordinata pari 
a multipli interi di A/2. 

Ci saranno punti che oscillano sempre con ampiezza massima pari a 
ZA: sono i punti in cui sin Ax = I, condizione che si verifica per 
kx = (2/i + 1) ti/2 cioè per 

„_ <2 B +l)ft/2) A A A v •, 

iiUx) — = (2 " + = "T + T ( " inter0) [X ' 51 J M 

Questi punti sono detti ventri dell'onda stazionaria; essi sono distanti'' 

~Y runo dall'altro a partire dal punto di coordinata x = — . 

à 
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La pulsazione <o con cui ogni punto oscilla è la stessa; essi oscillano 
tutti ali unisono con la pulsazione propria delle due onde componenti pul- 
sazione legata dunque alla lunghezza d'onda X dalla relazione ' 



io = Av = 
ovvero, in termini dì frequenza: 



2tiv 



v 

T 



v = ~ [X.52] 




Un caso notevole di onde stazionarie si verifica in una corda vibrante bloc- 
cata agli estremi da due fermi rigidi A e B. Nei punti A e B un'onda gene- 
. rata ad esempio pizzicando la corda, si riflette; e si realizzano cosi le 'condi- 
zioni richieste afriche si generi un'onda stazionaria. 

Le condizioni al contorno, rappresentate dal fatto che i punti A e B 
devono rappresentare due nodi (trattandosi di punti bloccati, in essi l'am- 
piezza di oscillazione dell'onda stazionaria non può che essere nulla) 
impongono precisi vincoli alle lunghezze d'onda consentite per l'oscilla- 
zione. Più precisamente, deve essere 

X 2L 
L-n — ; ovvero X = — („ intero) [X.53] 

La conia può conu-ticre u>h un nuinuv innru ( ,7 nnzze /,■///,«// crr. tivium. 
Se n = 1, allora — = L\ la corda contiene una sola mezza lunghezza 

deX'LV * e 8 sono scompagnati da un solo ventre al centro 

della corda. Sé dice allora che la corda vibra sulla sua m ,h « jwdomai- 

„,5 \ = ì la ,. corda contiene un'intera lunghezza d'onda (X = L). Oltre 
rkltr AeBs \ ha un nodo al ^ntro C e due ventri (fra A e C e fra C e B 

Sf ™ ente) - , E C ° SÌ VÌa Per " > 1 10 questi casisi di «^e la corda 
viDra su armoniche superiori. 

iraltT^! a ! C, Aw nd ° Una ? rda Vibra ' i] modo di ^trazione dominante 
armoni dal! armonica fondamentale, con un contributo minore di 

■ : ' E ? SUPeri0n (C dl eventuali aItri modì n °n multipli dovuti al fatto che 
' : coS > C ngor ° samente stazionaria). Il mescolamento dei vari modi 

: : g come e reso alla nostra sensazione uditiva anche dalla amplificazione 

■* Ebbene f St ! tU } SCQ J l cosiddetto umbro di uno strumento. Timbro di uno strumento 

n^'è det!^ t !f £ ° he 3 Iun S hezza d 'onda di una oscillazione staziona- 
ria^ il V !T h puramente geometrici (lunghezza della corda). 
r ^eL?dW ? Ia corda trasmette (e dunque anche la 
WazhrSr, T i r qU£St0) ' ''^'""'"^ <Mfa frequenza della oscillazione 

ffeal li.' s fr ^ uen2a > ^ondo la [X.52] è collegata non solo a A (e ! 
« S n lì 8eomet 1 na deila corda > ma ^ che a »a velocità v con cui nella 

fÌò eL rP Paè T l£ ° nde elastiche - 111 effetti, usando la [X.34], la [X.52] ; 
essere scritta come- 

kK"- I 

g^ 1 -' F 

1 ifT" e. .... 4 



Arinoli tei 1 .;; superiori 



■4-VT 



[X.54] 



Frequenza del suono emesso 
da una corda 



I 
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Accordatura di uno strumento 
B B 





A 

armonica 
fondamentale 



A 

prima 

armonica 

superiore 



Lunghezze d'onda consentite 
in una canna d'organo 



Ciò consente, mediante opportuna scelta della densità lineare \i della 
corda e soprattutto regolandone la tensione t, di accordare uno strumento 
musicale. La tastiera, mediante la quale intervenendo con le dita si varia la 
lunghezza L del tratto di corda interessato alla oscillazione stazionaria, con- 
sente poi di variare X entro certi limiti traendo dalla stessa corda' note 
diverse. 

Anche negli strumenti musicali a fiato (ad esempio in un organo) si 
realizzano onde stazionarie. Si tratta in questo caso di onde longitudinali di 
pressione, la cui trattazione matematica è del tutto simile a quella svilup- 
pata sopra. 

In una canna d'organo chiusa da una parte A e aperta dall'altra B, le 
condizioni al contorno impongono che si abbia un nodo in A e un ventre' in 
B. Per conseguenza, le lunghezze d'onda consentite per le oscillazioni sono 
espresse dalla relazione: 



L = (2/r+ 1) — 
4 



ovvero X = 



4L 



(2« + 1) 



(n intero o nullo) [X.55] 



La canna chiusa a un estremo può 
lunghezza d'oncia. 



contenere un numero dispori (fi quarti di 



X.8. Il principio di Huygens-Fresnel 



La propagazione di una perturbazione ondosa in un mezzo elastico 
continuo avviene, in generale, nello spazio tridimensionale. L'equazione 
delle onde, che nel caso monodimensionale abbiamo visto avere la forma 



6 2 « 
dx 1 



1 Ò 2 a 

v 1 dt 2 



Equazione tridimensionale 
delle onde 



Fenomeni di eco 
Rifrazioni 



assume nello spazio la forma più generale 



Va = 



6 2 a d 2 a Ò 2 a 



3jc 2 



Òz 2 



i a 2 a 

v 2 Òt 2 



[X.56] 



La soluzione a(x,y, z, t) che questa equazione ammette è diversa di caso in 
caso a seconda delle condizioni al contorno che vincolano fisicamente la pro- 
pagazione del fenomeno ondoso. Ad esempio, nel caso della corda vibrante, 
abbiamo visto che il vìncolo rappresentato dai punti A e B che bloccano la 
corda ai suoi estremi, impone alla soluzione dell'equazione monodimensio- 
nale delle onde di avere dei nodi in quei punti; per conseguenza la lun- 
ghezza d'onda poteva avere in quel caso solo un insieme di valori discreti. 
In modo analogo, dobbiamo aspettarci che la soluzione dell'equazione delle 
onde [X.56] sia fortemente condizionata dalla presenza di pareti assorbenti 
o riflettenti, da fori, passaggi fra mezzi diversi, ecc. 

E esperienza comune osservare che un'onda che si propaga in un 
mezzo tridimensionale, quando incontra un ostacolo può subire riflessioni 
rimbalzando parzialmente all'indietro sotto determinati angoli {fenomeno di 
eco); oppure rifrazioni che le consentono di cambiare la direzione di propa- 
gazione penetrando in zone d'ombra; ecc. 
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Di norma, risultano notevoli le difficoltà di integrazione analitica della 
[X.56] in presenza di condizioni al contorno che non abbiano geometria 
estremamente semplice. 

Torna particolarmente utile pertanto, nella maggior parte dei casi, il 
ricorso ad un metodo approssimato che va sotto il nome di Princìpio di 
Huygens-Fresnel; metodo che può essere elaborato anche con tecniche gra- 
fiche. 

Consideriamo dunque a un certo istante ( i fronti d'onda della pertur- 
bazione, cioè il luogo dei punti Snello spazio in cui la perturbazione arriva 
con la stessa fase. Per calcolare la configurazione della perturbazione 
all'istante /+ dt, si ipotizza che ogni elemento di area dS di S generi delle 
onde sferiche secondarie tutte fra di loro in fase (onde secondarie coerenti). 
Le onde secondarie sono emesse in avanti rispetto a quella che, in ogni posi- 
zione, è la direzione di provenienza del fronte d'onda. Ciò si impone mediante 



1 



cos 6), 



un fattore direzionale all'ampiezza, fattore del tipo /(6) = — (1 

dove 0 è l'angolo fra la direzione ?di osservazione e la normale fi al fronte 
d'onda. Il fattore /(6) privilegia evidentemente l'emissione in avanti, visto 
che f(o) = 1 (in avanti) mentre /(%) = 0 (all'indietro). 

Il fronte d'onda S' all'istante t + dt è dato dall'inviluppo delle onde 
secondarie che sono state emesse al tempo / dal fronte d'onda S. 

La base fisica del metodo di Huygens-Fresnel è appoggiata sul fatto 
che in un mezzo elastico continuo ogni elemento di volume, in movimento, 
trasmette il suo moto ai punti circostanti, e quindi può essere assimilato a 
una sorgente puntiforme di onde sferiche. A causa di fenomeni di interfe- 
renza con le onde secondarie emesse dai punti adiacenti, si hanno effetti 
distruttivi all'indietro e effetti costruttivi in avanti. 

Il metodo di Hugens-Fresnel troverà maggiori approfondimenti e appli- 
cazioni nella trattazione delle onde elettromagnetiche. 



Principio di Huygens-Frusne! 




Esempi 



EXll. Un'onda elastica piana incìde su una superfìcie piana riflettente; la sua dire- 
zione di propagazione forma un angolo 0 con la normale ti al/a superfìcie 
riflettente. Usando il principio di Huygens-Fresnel, determinare la direzione di 
propagazione 8' dell'onda rtflessa 

^Consideriamo un tratto AB del fronte d'onda net momento t A in cui il suo 
jOOrdo A tocca la superficie riflettente. Il punto A diverrà sorgente di un'onda 
nfiessa mentre il punto B deve ancora percorrere il tratto BC prima di toccare la 
.^perfide riflettente in C All'istante t B in cui il punto B del fronte d'onda arriva 
$ìv& ''onda sferica emessa in A all'istante t A ha assunto un raggio A A' pari a 
&S l ^~ M = v i( = BC; in quell'istante anche il punto C s B' diviene sorgente di 
£n° nda ri[1essa > che tuttavia ha ancora dimensioni puntiformi. Il fronte dell'onda 
~ " sa è dato in quell'istante dal segmento A'B'. In virtù dell'uguaglianza fra i due 
l*|"£ 0ÌÌ rettangoli ABC e AA'C (essi hanno l'ipotenusa AC in comune; inoltre 
jfe=' = ^A' - vi/), si ha 8' = &, L'angolo a cui l'onda viene riflessa è pari all'angolo 
Incidenza. 





Un'onda elastica piana, procedente con velocità v nel mezzo [}J, incide con 
angolo Q sulla superficie piana che separa il mezzo fi] da un secondo mezzo 
(mezzo [2]), in cui la velocità di propagazione dell'onda è V (per fissare te 
idee, si ponga V < v). L'onda incidente produce due onde secondarie: 
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Uyge di Sivll 



un'onda riflessa, che si propaga con angolo 6' nei mezzo {lì- e un'onda 

In base al ragionamento fatto nell'es. t.X li si ha 8' = 8 

Neil intervallo dì tempo Ar richiesto perché l'onda incidente percorra il i™i tn 

S5TSKS f"""" ass T l'ondV'r 

messa ancn essa in A a f - / 4 ) assume raggio KA/. Sì ha dunque 

AA' = vA( 

^nl c" " 5 "r rapprese ' Uano i f ™nti dell'onda riflessa e rifratta rispettivamente 
Da semplici considerazioni geometriche si ha: nspeinvamente. 



sin 8' = 
sin 8" = 

Facendo il rapporto membro a membro; 



A A' 
AC 

AA" 
AC 



v ài 

AC 
Vài 
AC 



sin87sìn8' = VN (Legge di Snell). 



X.9. Effetto Doppler 



che s^proptTin un mei*' ^ *** sinusoidale, 
cne 4i propaga in un mezzo elastico omogeneo. Essa è generata Ha i. na 

yvi/o, cioè da un sistema meccanico vibrante (diapason mem^ana corda 
elastico, trasmettendogli un movimento locale che poi si propaga in virtù 

ùKItoSS « °' SeC ° nd0 16 ! ' ggi fin ^iscus^ 

Un onda elastica cosi generata può essere rivelata da un opportuno 

nvckuorc meccan.ee (timpano, membrana vibrante, ecc ) che è a con aSo 

con ,1 mezzo elastico perturbato dall'onda, e che da questo riceve imS 

dinamici sincroni con l'onda di spostamento P 

il nuSero d df Sì^h 3 tr * sor ? ent « e osservatore è costante nel tempo, 
deTon il n Z I V, ?t *?T S e "Ì! nità di tempo dalla sor ^ nte c <^ 

rtV^tiri^Z Tn^ d ° nd , a neH0 StCSS0 ÌnterVaJ1 ° dÌ tem P° 

Sisto Cin^n. e h qU ! nd ; °° n nUmer ° di vibr ^oni che il rivelatore 

crindda còn S! Che ' a fre 3 u ™ za V * deironda emess * dalla sorgente 
coincida con la frequenza v„ dell'onda rivelata 

della soTemei^ì 0 SÌ PUÒ 9ì Che ia frequen2a di emissi ™e da parte 

iimiJS Si?™??!. JfT ro dl fronti d ' onda emessi neI tem p° unitario - 

m H meSSÌ d f ila SOrgente nel tem P° A' è dunque 

Afl* v 5 Ar. Tali front, d'onda disiano l'uno dall'altro di una quantità pari a 

X e procedono con velocità v « ± = Avj . « numero Mr di fromi d , onda 

sSno^n^nnr tÌV w t0Fe * ° el tempo At è » ari a tanti ^"ti d'onda quanti 
teZo A T c^ n traU ° VAf dÌ CUÌ tUUÌ [ frontì d ' onda si ^ostan'o nel 



* x — ~ = v * Ar 
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La frequenza rivelata v R è dunque: 

v * = ~ = " = Vi ' 

e coincide pertanto con quella emessa. 

Se invece la sorgente e il rivelatore sono in moto relativo, la frequenza 
percepita dal rivelatore non coincide più con la frequenza emessa dalla sor- 
gente; questo fenomeno va sotto il nome di dì a io Doppici- (1842). UTcìio' Doppk-r 

Trattiamo separatamente due casi: a) il rivelatore R è fermo rispetto al 
mezzo elastico (solidalmente al quale scegliamo il sistema di riferimento) e 
la sorgente S è in moto di avvicinamento o di allontanamento; b) la sor- 
gente S è ferma rispetto al mezzo elastico (e rispetto al sistema di riferi- 
mento) mentre si muove il rivelatore. 



a) Sorge/ile in molo e osservatore Jenna 

Supponiamo che la sorgente S si avvicini al rivelatore R con velocità v s 
diretta come la retta che congiunge S con R; v è la velocità dell'onda 
rispetto al mezzo elastico. 

Consideriamo un certo istante i = t A , e sia la posizione che la 
sorgente ha a tale istante. Sia l B ristante in cui il fronte d'onda emesso a t A 
in S A giunge al rivelatore R; indichiamo con A/ l'intervallo di tempo 
ir = h~ 'a- Durante tale intervallo dì tempo la sorgente ha emesso un 
numero di fronti d'onda A« s pari a An s = v 5 Af, dove v s è la frequenza pro- 
pria della sorgente stessa. 

All'istante t = i B , tutti questi fronti d'onda si trovano contenuti nello 
spazio Al = vi/ - v s Af compreso fra R (posizione in cui è arrivato il fronte 
d'onda emesso in S A all'istante t A ) e S B (posizione dove si trova la sorgente 
all'istante t = t B ). Dunque la lunghezza d'onda X R dell'onda elastica che la 
sorgente genera nel tratto di mezzo elastico che la separa dal rivelatore Rè: 



A/ 

A/7<- 



v At - v$Ar 
vcAt 



- Poiché tali fronti d'onda procedono verso il rivelatore R con velocità v, la 
^frequenza v R misurata dal rivelatore stesso è (vedi eq. [X.52]): 



V V / v \ 

v» - — = vcl (S si avvicina) 

(v - v s )/v s \ v - v 5 / 



[X.57] 



;// rivelatore R percepisce una frequenza \< R magiare rispello a quella \ s 
'^emessa dalla sorgente che si avvicina (suono più acuto). 

Analogamente si trova che qualora la sorgente si allontani (rivelatore 
[Posto in R') la frequenza percepita è minore rispetto a quella v s emessa, 
^essendo espressa da 

(S si allontana). [X.58] 



vAt 




Fa parte dell'esperienza comune il constatare che il suono da noi per- 
eto, emesso dal clacson di un'automobile in corsa, subisce un brusco 



spostamento da toni acuti a toni più gravi nel momento in cui l'automobile 
passandoci accanto, cessa di avvicinarsi per cominciare ad allontanarsi- si 
tratta di una riprova sperimentale delle [X.57] e [X.58], 

bj Sorgente ferma e osse/nitore in moto 

La sorgente ferma emette fronti d'onda la cui distanza relativa è X s Se 
il rivelatore si avvicina alla sorgente il numero An R di fronti d'onda che esso 
incontra nell'intervallo di tempo A; generico è pari al numero An 0 di fronti 
che comunque lo raggiungerebbero se fosse fermo, e cioè An = v,Ar 
aumentato del numero di fronti An' che si trovano nello spazio v R At di cui 
fi rivelatore si è spostato nel frattempo verso la direzione di provenienza 

dell'onda: An' = — - — . In totale si ha dunque 

A«„ = A« 0 + An' = v 5 A; + = | Vj + j^j At 

Tenuto conto della [X.52J, la frequenza osservata sarà dunque 

_ An R v R \ ! v \ 

V *~ At ~ V5 + 17 = V5 + V Vs= V5 (' + v ) si avvicina) [X.59J 

Quando / osservatore si avvicina a/la sorgente, la frequenza v,, osservata è 
maggiore della frequenza emessa v s . 

Analogamente, nel caso in cui il rivelatore si allontani dalla sorgente, 
la frequenza v s osservata è minore della frequenza v s emessa, essendo 
espressa dalla relazione: 



v* = v 5 |] - -^-J (R si allontana) [X.60] 



Esercizi del capitolo X 



X.l. Calcolare la velocità di propagazione di un'onda elastica trasversale che si 
propaga in un filo di lunghezza L = 10 ni, mantenuto teso da un peso di 
massa M = 5 kg, come mostrato in figura. La massa m del filo è 100 g. 

(Risposta: v = 221 m/s) 

X.2. Un'onda longitudinale di spostamento si propaga in una sbarra omogenea di 
densità p = 2,7 g/cm 3 . L'onda é di tipo sinusoidale, con numero d'onda 
k = 0,5 m" e pulsazione w = 2530 rad/s. Quanto vale il modulo di Young 
del materiale? 



|Risposta: E = 6,9 . 10 10 -^J 



X.3. Supponiamo che l'onda longitudinale elastica di cui al problema 2 abbia 
ampiezza A = 2 . 10 6 m. Calcolare il valore massimo dello sforzo normale 
in una sezione della sbarra. 



X.4. Un altoparlante emette onde sferiche nello spazio omogeneo e trasparente 
(cioè privo di smorzamento). La potenza della sorgente è W = io w. Calco- 
lare l'intensità dell'onda acustica, /, alle distanze d x = 3 m e d l = 6 m. 

(Risposte: /, = 8,84 • IO" 2 w/m 3 ; / 2 = 2,21 ■ IO" 3 w/m 2 ) 

X.5. Due onde piane longitudinali, di tipo sinusoidale, aventi la stessa ampiezza e 
la stessa lunghezza d'onda X = 50 cm, si propagano nella stessa direzione e 
verso in un mezzo trasparente. Le rispettive sorgenti hanno la stessa fase e 
distano di un tratto L = 3,25 m. Calcolare l'intensità risultante dalla sovrap- 
posizione delle due onde. „ , 

(Risposta: / = 0) 

X.6. Una corda, di densità lineare u = 0,5 g/m e di lunghezza L = 40 cm, è tesa 
fra due punti fissi mediante un peso di massa m = 2 kg. Pizzicando la corda, 
quale è la frequenza del suono che ne esce? (Si supponga che la corda vibri 
sull'armonica fondamentale). (Risposta; v = m ^ 

X.7. Uno zufolo è costituito da una canna di legno di lunghezza I = 40 cm, 
chiusa a un estremo. Qual'è la frequenza dell'armonica fondamentale che 
esso emette? (La pressione P 0 e la temperatura T 0 dell'aria sono rispettiva- 
mente P a = 1 Atm; T a = QTC). (Rjsposta; v = 207s -i } 

X.8. Q ua ] e variazione percentuale subisce la frequenza emessa dallo zufolo di cui 
ai problema 7 se la temperatura dell'aria varia di 15°C? 

(Risposta; Av = 5,7 s~ l ) 

x -9- Un'automobile passa vicino a un pedone suonando il clacson, alla velocità v s 
di 108 km/h. Quale variazione percentuale nella frequenza del suono del 
clacson percepisce il pedone nel momento in cui l'automobile lo sorpassa 7 Si 
trascuri la velocità del pedone. , 

(Risposta: = 17,8 • 10" 2 J 

II Do medio ha una frequenza v = 261,6 Hz. In un concerto all'aperto, spira 
un vento dal palco verso la platea alla velocità v 0 = 6 m/s. Quale variazione 
della frequenza del Do viene percepita dagli ascoltatori? 

(Risposta: v R - v s ~ 4,5 s" ! ) 
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Suggerimenti per la soluzione degli esercizi dei caphoio X 

Ricordare (o ricavare) l'espressione della velocità di propagazione di onde 
trasversali in una corda tesa in funzione della tensione applicata e della den- 
sità della corda (par. X.4). 

Dati k e w, è nota la velocità v dell'onda; d'altra parte v è funzione, per 
un'onda longitudinale, del modulo di Young E e della densità o (vedi 
par. X.3). 

X.3. La forza F sulla sezione della sbarra è legata al modulo di Young E e alta 
derivata dello spostamento a(x, t) (vedi par. X.3). La funzione k(*, /) è data. 

X-4. L'energia W emessa dalla sorgente nell'unità di tempo, transita, nel tempo 
unitario, attraverso ogni superficie sferica centrata nella sorgente. 

X.5. SÌ tratta di un fenomeno di interferenza, per il quale va calcolato lo sfasa- 
mento fra le due onde; va quindi usata la [X.45]. 

X.6. Si tratta di una oscillazione stazionaria, la cui lunghezza d'onda X è dunque 
direttamente legata alla lunghezza L della corda. La frequenza è poi legata a 
/ e alla velocità di propagazione dell'onda nella corda (vedi par, X.4). 

X.7. Si tratta di una oscillazione longitudinale stazionaria, la cui lunghezza / è 
dunque direttamente legata alla lunghezza L della canna. La frequenza è poi 
legata a X e alla velocità di propagazione delle oscillazioni longitudinali in 
aria (vedi eq. [X.28J). 

X.8. La variazione di frequenza è dovuta alla variazione della velocità del suono 
in aria con la temperatura; variazione descritta dalla [X.30] 

X.9. Prima del sorpasso la sorgente si avvicina al pedone; dopo se ne allontana. Si 
realizza pertanto un effetto Doppler (vedi eqs. [X.57J e [X.58]). 

X.IO. La velocità con cui i fronti d'onda arrivano all'orecchio degli ascoltatori è 
pari alla velocità v del suono in aria più la velocità v 0 con cui l'aria si 
muove verso gli ascoltatori stessi. Si realizza pertanto un effetto Doppler 
(vedi eq. [X.59]). 



] i Capitolo undicesimo 

Teoria della relatività ristretta 



La meccanica classica, di cui ci siamo occupati fino a qui in questo 
libro, è una teoria che descrive correttamente la maggior parte dei feno- 
meni con cui abbiamo a che fare nella vita di tutti i giorni. Come abbiamo 
visto, essa impiega a tale scopo molte equazioni. Tuttavia, a ben guardare, 
dal punto di vista concettuale le basi su cui si fonda possono essere ridotte 
a un numero assai limitato di princìpi. 
? I; Infatti già il solo principio dì relatività, associato alle trasformazioni di 
ì. Galileo (che ci dicono come le coordinate che descrivono un punto mate- 
s pi riale cambiano passando da un sistema di riferimento a un altro) rende 
\ p immediata l'ipotesi che le forze debbano essere poste in relazione con l'ac- 
1 S frazione; e porta dunque alla formulazione del secondo principio della 
dinamica. Se infatti le forze fossero in relazione con la velocità, poiché 
t questa viene modificata dalle trasformazioni dì Galileo, avremmo una legge 
H della dinamica non covariante passando da un sistema di riferimento a un 
| altro in moto traslatorio uniforme rispetto al primo; e ciò sarebbe in con- 
trasto con il principio di relatività. Va notato anche che quando nella legge 
delle forze compare una velocità v (ad esempio nel caso della resistenza del 
> mezzo esercitata dall'aria) questa rappresenta la velocità del punto telativa- 
niente a qualche altro sistema coti cui il punto interagisce; e dunque v viene 
lasciata inalterata, dalle trasformazioni di Galileo, passando dal primo 
sistema di riferimento al secondo, e con ciò resta preservata la coerenza col 
Principio di relatività. 

s. D'altra parte le trasformazioni di Galileo (sinteticamente enunciabili in 
termini della regola di somma delle velocità) oltreché essere coerenti con 
lesperienza quotidiana sono anche facilmente deducìbili in base a semplici 
^siderazioni geometriche una volta accettata l'ipotesi che /"/ tempo sìa una 
fyandezza assoluta, cioè che esso abbia valore indipendente dal sistema di 
^ferimento. Possiamo dunque dire che i principi basilari della dinamica Principi basilari della 
.Classica del punto materiale siano il principio di relatività e il principio di nica classica 
^varianza del tempo rispetto al sistema di riferimento. 

Passando alla dinamica dei sistemi, è necessario introdurre in più il 
incìpio c/i eonsenazioue della quantità di moto e del momento angolare per 



mecca- 
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t sistemi isolati (terzo princìpio della dinamica); questo rappresenta in 
effetti il terzo grande pilastro della meccanica classica. Ci limitiamo qui ad 
affermare (il dimostrarlo ci porterebbe lontano) che questo principio equi- 
vale all'ipotesi assai ragionevole che lo spazio vuoto non abbia posizioni né 
orientamenti privilegiati. 

L'elegante teoria rappresentata dalla dinamica classica fu messa in crisi 
verso la fine del secolo scorso, prima a livello teorico e poi sperimentale, 
dalla osservazione di una particolare circostanza relativa alla propagazione' 
della luce. 

Secondo le equazioni di Maxwell, che sintetizzano in termini molto 
compatti le leggi relative ai fenomeni elettrici e magnetici, il campo elettro- 
magnetico è descritto da una equazione in cui compare una costante uni- 
versale la cui interpretazione fìsica è la velocità di propagazione di ogni 
onda elettromagnetica (e dunque anche della luce) nel vuoto. La circo- 
stanza singolare è che tale costante (indicata usualmente con c; il suo 
valore èc = 300.000 km/s) descrive una velocità assoluta; non dunque una 
velocità relativa a qualche sistema fisico partecipante al fenomeno di propa- 
gazione e atto a individuare - così come accade tutte le volte che una velo- 
cità compare in una equazione meccanica - un sistema di riferimento 
rispetto al quale misurare quella velocità. 

c tardi un famoso esperimento (compiuto per la prima volta da 

ferimento di M,chelson Michelson nel 1881) indicava che la velocità con cui la luce proveniente dal 

Sole arriva sulla Terra è la stessa sia quando la luce procede parallelamente 
al moto della Terra rispetto al Sole, sia quando essa viene deviata ortogo- 
nalmente a tale moto. Benché la velocità della Terra rispetto a un sistema 
di riferimento con origine nel Sole sia dell'ordine di un decimillesimo della 
velocità della luce, la precisione dell'esperimento era sufficiente a mettere 
in evidenza l'effetto di somma delle velocità previsto dalle trasformazioni di 
Galileo; effetto che invece non si dimostrava a livello sperimentale. 
_ Su basi teoriche, si poneva dunque il problema di quale fosse il 
sistema di riferimento in cui la luce avesse la velocità prevista dalla teoria; 
su basi sperimentali vi erano indicazioni a favore dell'ipotesi che tale velo- 
cità avesse valore indipendente dal sistema di riferimento in cui la misura 
veniva eseguita. 

La tendenza generale nel mondo della scienza era quella di rinunciare 
al principio di relatività (che del resto era stato enunciato da Galileo solo in 
relazione ai fenomeni meccanici) ipotizzando l'esistenza di un mezzo impal- 
atesi dell etere pabile (l'«etere») che riempiva uniformemente lo spazio «vuoto», e indivi- 
duava fra tutti ì sistemi di riferimento inerziali un sistema privilegiato: 
quello cioè in quiete rispetto all'etere stesso. In questo schema la velocità 
della luce aveva valore pari a c rispetto all'etere-, e i risultati dell'esperi* 
mento di Michelson potevano essere interpretati, se pure in termini piut- 
tosto macchinosi, ipotizzando una perturbazione indotta dalla Terra, al suo 
passaggio, nell'etere («vento d'etere»). 
Teoria della Relatività Histret- Fu a questo punto (1905) che Einstein propose la sua teoria della rela- 
tività ristretta-, teoria basata su una riaffermazione del principio di relatività 
enunciato da Galileo, con l'estensione di tale principio a tutti i fenomeni ) 
p . . . ,. . „ "? 1C1 ' e non soJo dunque a quelli meccanici. Si rinunciava invece alla legge ; 
Prmcp.o di costanza della ve- di somma delle velocità affermando al suo posto il principio di costanza 
° Clla deMa luce àeìÌQ veloa J a Mia Utee, secondo cui la luce si muove sempre con velocita 

pari a c indipendentemente dal sistema di riferimento in cui ci si ponga a 
misurarla. Secondo questo principio - ormai ampiamente consolidato a 
livello sperimentale - sia quando ci si muove verso la direzione di proveV 
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nienza della luce, sia quando ci si allontani - a qualunque velocità - dalla 
sorgente, si osserva sempre per la luce la stessa velocità di propagazione. 

Evidentemente questo principio è, come già accenato, in contrasto con 
la legge di somma delle velocità, cioè con le trasformazioni di Galileo. Ein- 
stein osservò però che tale legge di trasformazione era stata verificata speri- 
mentalmente solo nel caso di velocità molto piccole rispetto a quella della 
luce; e non vi è alcun motivo sperimentale per ritenerla valida anche nel 
caso di sistemi in moto con velocità confrontabili con quella della luce. 

In effetti, nella teoria della relatività, a partire da una analisi critica del 
concetto di tempo, le trasformazioni di Galileo vengono sostituite dalle 

cosiddette trasformazioni di Lorena, che si riducono alle trasformazioni di Trasformazioni dì Lorena 
Galileo quando la velocità Kdel sistema di riferimento «mobile» sia molto 
piccola rispetto alla velocità c della luce, cioè nel limite Vjc « 1. In realtà 
tutte le leggi della relatività di Einstein, che pure forniscono risultati diversi 
e per certi aspetti sorprendenti quando Ksia confrontabile con e, si ridu- 
cono alle leggi della meccanica classica nel limite Vie « 1. 

Qualche anno più tardi (1916) Einstein pubblicò anche la sua Teoria Teoria della Relatività Gene- 
della Relatività Generale; teoria nella quale le forze gravitazionali vengono raie 
interpretate in termini di proprietà geometriche dello spazio nei sistemi di 
riferimento non inerziali. In questo corso di fisica noi non tratteremo nem- 
meno marginalmente la Teoria della Relatività Generale. 



•XI.l. Il tempo nella relatività ristretta. La sincronizzazione degli 

'■*>■ orologi 

■ ai;.-- 

I principi su cui si basa la relatività ristretta sono dunque i seguenti: 

Princìpio dì relatività. Qualunque esperimento, a proposito di qualsivo- 
? Ka fenomeno fisico, fornisce gli stessi risultati quando venga eseguito 

#;i in due sistemi di riferimento dotati di moto relativo traslatorio rettilineo 

.^ed uniforme. 

^Principio dì costanza delia velocità della luce. La velocità c con cui si pro- 
' paga un segnale luminoso (così come ogni altra onda elettromagnetica) è 
sempre la stessa, indipendentemente da quale sia il sistema di riferi- 
£iento in cui ci sì pone per effettuare la misura. 

Principio di conseivazione della quantità di moto e del momento delia 
quantità di moto. In un sistema di riferimento inerziale, la quantità di 
.fiioto totale e il momento angolare totale di un sistema fisico isolato 
^stario costanti nel tempo. 

jll primo e il terzo di questi principi sono presenti anche nella mecca- 
V; las sjca. Il principio di costanza della velocità della luce non è invece 
gsente in fisica classica; anzi al suo posto abbiamo in meccanica classica 
frigge di trasformazione delle coordinate («trasformazioni di Galileo») 
contrasto con il principio di costanza della velocità della luce, 
^chiamiamo brevemente le trasformazioni di Galileo, cosi come le ab- 
Ejq introdotte nel par. III.6. Consideriamo dunque un sistema di riferi- 
ti, - 0 xy z e un secondo sistema di riferimento £' = 0' x'y' z' che 

^iT e iÀ rÌSpeU0 al prìm ° d ' m0t0 traslatorio rettilineo ed uniforme (con 
n rispetto a £. Per semplicità, supponiamo (ciò non toglie genera- 
li ragionamento) che all'istante / = 0 sia 0 = 0', e che la velocità Ksia 
yeia all'asse x 
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Deduzione de ile mislornmzio- 
:i; di Galileo 



Definizione operaliva Ui Ictn- 
po 



Sincronismo 



Come 



mporaneiiy e casualità 



Considerato un punto P, sia ?il vettore posizione di P rispetto aYe? 
il suo vettore posizione rispetto a £' . Si ha: 



? = ? + 00' = ? + Vt 



[XI.l] 



avendo tenuto conto del fatto che 00' = Vt (nell'ipotesi da noi fatta che 
per ( = 0 sia 0 = 0'). Proiettando sugli assi (e ipotizzando che il tempo r' 
nel sistema £' coincida con il tempo / nel sistema Jj possiamo scrivere; 



x = y + Vt 

y = y 

2 = / 

/ = v 



[XI.2] 



che rappresentano le trasformazioni di Galileo. 

Derivando la [XI.2] (o la [XI.l]) rispetto al tempo t = f, si ha: 

v = v' + V [XI.3] 

dove v è la velocità di P in £ e v' la sua velocità in Questa legge è 
incompatibile con il principio di costanza della velocità della luce: non può 
essere infatti, secondo la [XU], v = v' altro che quando V = o, cioè 
quando il sistema di riferimento X' è fermo rispetto a £. 

La deduzione delia [XI.3] mostra che questa legge, oltre che essere in. 
accordo con gli usuali esperimenti di meccanica (esperimenti eseguiti tutta- 
via per valori delle velocità v, v r e V molto minori di c) è anche ricavabile 
mediante semplici considerazioni geometriche una volta accettata l'ipotesi 
che il tempo sia lo stesso nei due sistemi di riferimento. 

L'assunzione del principio di costanza della velocità della luce deve 
pertanto necessariamente comportare un riesame critico del concetto di 
tempo; perché esso possa valere, ci aspettiamo che sia t ('. 

La definizione operativa della grandezza tempo (così come l'abbiamo' 
presentata nel par 1.4) è concettualmente basata su due assunzioni: 

a) l'individuazione di un orologi a f cioè di imo strumento che compie cicli, 
rigorosamente' ripethiri; cosicché il tempo che separa due eventi A e B\ 
possa essere misurato contando il numero di cicli che l'orologio compie ; 
fra l'evento A e l'evento B\ 

b) la capacità di giudicare la contemporaneità (o sincronismo) di due eventi:] 
in modo da essere in grado di far partire il conteggio delle oscillazionij 
dell'orologio («start») in sincronismo con l'evento A, e di fermarlo.! 
(«stop») in sincronismo con l'evento B. 

Cominciamo con l'analizzare meglio il concetto di sincronismo. Questòl 
concetto è definibile in termini semplici, almeno in linea di principio, nelj 
caso di eventi A e B che abbiano luogo nello stesso posto. Diremo chef 
l'evento A è avvenuto prima di B se A è in grado, almeno in linea di prino-j 
pio, di influenzare B. A è avvenuto invece dopo B, se almeno in linea .i 
principio B è in grado di influenzare A. I due eventi sono dunque contèm, 
poranei se non è possibile, nemmeno in linea di principio, collegarli fra' 1 
loro con alcuna relazione di causa-efietto. 

Se i due eventi avvengono in luoghi diversi, tuttavia, la semplice def 
nizione di sincronismo testé data non è praticabile tale quale. Se ad eserfe 
pio i due eventi A e B avvengono in due stanze diverse, non è possibil^ 
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II. 



un osservatore confrontare direttamente i tempi in cui essi avvengono. Due 
osservatori a e b che osservino rispettivamente Ae B giudicano usualmente 
la contemporaneità confrontando gli istanti in cui A e B avvengono con due 
orologi posti vicino ad A e a B rispettivamente. Si pone però, evidente- 
mente, il problema di sincronizzare \ due orologi; cioè di assicurarsi non 
solo che essi misurino il tempo allo stesso ritmo (che non vadano né avanti 
né indietro uno rispetto all'altro), ma anche che la loro origine dei tempi sia 
stata aggiustata rispetto a uno stesso evento di riferimento per entrambi. 
Notiamo che la procedura comunemente usata nella pratica per sincroniz- 
zare orologi fra di loro lontani è quella del segnale orano; procedura consi- 
stente nelPinviare agli orologi un segnale costituito da un treno d'onda elet- 
tromagnetica (un segnale radio), in modo che gli orologi possano essere 
fatti partire in sincronismo con l'arrivo ad essi del segnale orario stesso. 
Questa procedura è adeguata alla maggior parte delle esigenze pratiche, 
perché il tempo impiegato dal segnale orario per viaggiare fino alla posi- 
zione degli orologi è irrilevante rispetto alla precisione con cui di solito 
interessa sincronizzarli. Tuttavia questa procedura non è concettualmente 
esatta; né è adottabile in relatività, quando si ha a che fare con sistemi che 
si muovono con velocità prossima a quella della luce, e il tempo impiegato 
dal segnale orario a compiere il suo viaggio dall'emettitore di segnale ai 
luoghi dove gli orologi sono posti è confrontabile con i tempi in gioco nei 
fenomeni di nostro interesse. 

Dati due orologi a e b, un modo concettualmente corretto per sincro- 
nizzarli consiste nel disporre un emettitore di segnale elettromagnetico (per 
semplicità ci riferiremo a un segnale luminoso) nel punto di mezzo C del 
segmento che congiunge a e b, & avviando i due orologi quando il segnale 
arriva in a e in b. 

Vediamo ora come questa procedura di sincronizzazione degli orologi 
funziona quando venga osservata da due sistemi di riferimento diversi in 
moto uno rispetto all'altro con velocità Knon trascurabile, ma confronta- 
bile, rispetto alla velocità c della luce. 

Consideriamo dunque i due sistemi di riferimento già definiti £ e e 
supponiamo che due orologi, a e b, siano solidali con £' : a è disposto 
nell'origine 0', e b si trova sull'asse x = V a una distanza AV da O'. Uno 
sperimentatore S' disposto solidalmente a attua la procedura di sincro- 
nizzazione degli orologi facendo partire dal punto di mezzo C un segnale 

..orario. Quando il segnale orario arriva in a e in b i due orologi partono, per 

Jui, in sincronismo. 

fr- Un secondo sperimentatore S osserva, dal sistema di riferimento £, 
.Quello che è successo. Mentre il segnale orario procede da C verso gli oro- 
logi, il sistema di riferimento (e con esso i due orologi) si è mosso, 
poiché la luce, benché emessa da una sorgente in movimento in si 
muove anche rispetto a £ con velocità c (principio di costanza di c), lo spe- 
rimentatore S non vede il segnale orario arrivare contemporaneamente ai 
£ue orologi: quando esso arriva nella posizione a' nella quale l'orologio a si 
5 nel frattempo portato, dall'altro lato esso arriva nella posizione b" simme- 
trica ad a' rispetto a C; mentre nel contempo l'orologio b si è portato in b'. 
ì&h orologi, sincronizzati in V, non appaiono dunque sincronizzati quando 
si guardi da £; visto da V, l'orologio b è stato fatto partire in ritardo 
.rispetto ad a. 

// sincronismo degli orologi non è una loro caratteristica assolata, ma 
gw/va; orologi sincroni in un sistema di riferimento, se localizzati in posi- 
_pni diverse appaiono non sincroni quando osservati da un sistema di rife- 
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Il sincronismo di due orologi è 
una loro caratteristica relativa 



rimerito in moto rispetto al primo. Naturalmente, come è facile verificare, i 
due orologi appaiono sincroni da entrambi i sistemi di riferimento qualora 
essi siano dislocati uno rispetto all'altro in direzione ortogonale al moto 
relativo dei due riferimenti. 

Non è difficile, in base a semplici considerazioni cinematiche, quantifi- 
care la relazione esistente fra la dislocazione spaziale Av' e la differenza 
temporale A/' marcata dai due orologi. Si ha infatti: 



considerato che rappresenta il tempo che il segnale luminoso 



impiega (visto da £) a percorrere in £' il tratto Ca = -~ che separa 
l'emettitore di segnale orario dall'orologio a. E quindi: 



. , 2aa' KAY 
Af = = 



c 7 



[XI.4] 



Vedremo che la [XI.4] è coerente, come deve, con le trasformazioni di 
Lorentz che sostituiscono, nella teoria della relatività ristretta le trasforma- 
zioni di Galileo. 



XI. 2. Dilatazione del tempo e contrazione delle lunghezze 

Non solo la sincronizzazione degli orologi, ma anche le misure degli 
intervalli temporali e delle distanze spaziali divengono, accettando i principi 
della relatività di Einstein, quantità relative; cioè dipendenti dal sistema di 
riferimento (inerziale) in cui ci si ponga per effettuare la misura stessa. 
Discutiamo perché ciò accada. 

A tal fine consideriamo un orologio 0 solidale col sistema «fìsso» £ e 
un orologio O' identico ad 0 ma solidale con e dunque in moto con 
velocità Scostante rispetto a £. Visto da £, l'orologio 0 batte il tempo / 
caratteristico del sistema £; per il principio di relatività, l'orologio 0' (che è 
identico a 0) quando venga osservato da batte esattamente lo stesso 
tempo i che O batte in 2,. H nostro problema è quello di stabilire quale rela- ! 
zione intercorra fra il tempo t che 0 batte in £ (uguale al tempo che 0' ' 
batte in 2.'; questo tempo t, battuto dall'orologio solidale con l'osservatore, 
viene detto tempo proprio) e il tempo /' che 0' batte quando viene osser- ! 
vato da 2, (uguale al tempo che 0 batte quando venga osservato da £')• /' è 5 
dunque il tempo battuto da un orologio in moto con velocità V rispetto ' 
all'osservatore. 

In meccanica classica, le trasformazioni di Galileo consentono di calco-'r 
lare come un qualunque sistema meccanico (e in particolare un orologio) 
viene visto muoversi da un sistema di riferimento in moto rispetto ad esso;- 
il risultato è che il tempo battuto dall'orologio è lo stesso sia rispetto all'os-,. 
servatore jìsso che rispetto all'osservatore mobile, come è ovvio, conside-f 
rato che l'invarianza del tempo è il punto di partenza per dedurre le trasfor-. 
inazioni di Galileo. 
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Noi qui tuttavia, volendo assumere il principio di costanza della velo- 
cità della luce, siamo costretti a mettere in discussione le trasformazioni di 
Galileo. Solo il principio di costanza della velocità della luce (insieme al 
principio di relatività) può essere il punto di partenza del nostro ragiona- 
mento sulle proprietà dì trasformazione del tempo. 

Immaginiamo dunque che l'orologio 0 (cosi come l'orologio 0') sia un 
orologio basato non su un pendolo meccanico né su qualunque altro feno- 
meno di tipo meccanico; ma sulla oscillazione di un segnale luminoso, così 
come mostrato in figura. In esso il segnale luminoso S emesso dalla sor- 
gente S viene rivelato dal rivelatore R dopo essere stato riflesso dallo spec- 
chio M. 

Benché ciò non appaia dal disegno, immaginiamo che S ed R siano 
spazialmente coincìdenti. 

Visto da un punto di osservazione solidale con l'orologio, il tempo At 
impiegato dai raggio s a compiere una oscillazione è dato evidentemente da 



At = 



21 



[XI.5] y 



Guardando invece l'orologio che si muove, si vedrà che il raggio luminoso 
(che procede comunque, da qualunque punto di osservazione, con velocità 
c) compie un percorso più lungo, perché mentre il raggio s si muove da S a 
R passando per M il rivelatore si sposta di un tratto RR" = SS". Si ha per- 
tanto 



At' = 



2SM' 



^^rfnTss 7 ^ 



[XLó] 



Essendo d'altra parte SS' = VA? | e dunque SS' = -~^J quadrando la 
[XI.6] sì ottiene 



*< " (il 



l 2 + 



VAt' V 



V 2 

= At 2 + — - A;' 



avendo usato la [XI.5]. Da questa relazione si deduce 
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At' = 



At 



[XI.7] 



La (XI.7) mostra che il tempo At' battuto dall'orologio mobile rispetto all'os- 
^atore scorre più lentamente dei tempo proprio, cioè del tempo At battuto 
dall'orologio solidale con l'osservatore (fenomeno della dilatazione del 
tempo). 

Il ragionamento che abbiamo fatto per arrivare alla [XI.7] non è altro 
cne una analisi dei risultati che in base ai principi generali della teoria ci si 
aspettano per un esperimento che non è stato effettivamente eseguito, e 
che anzi a causa di difficoltà pratiche (connesse con l'esigenza di far muo- 
vere un orologio a velocità confrontabile con la velocità della luce) difficil- 
mente potrà mai essere eseguito (esperimento concettuale 0 , in tedesco 
.gedanken experiment). ' 



Dilatazione del tempo 



Esperimento concettuale 
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In base alla analisi di esperimenti concettuali Einstein dedusse la strut- 
tura delle leggi fondamentali della sua teoria; leggi che hanno poi trovato 
innumerevoli conferme sperimentali, non sempre così dirette come gli 
esperimenti concettuali di partenza, ma non per questo meno stringenti. In 
particolare il fenomeno della dilatazione del tempo è stato sperimental- 
mente verificato anche direttamente osservando che le particelle instabili 
(caratterizzate cioè da una vita media r, dopo la quale mediamente esse 
«muoiono» decadendo in particelle diverse) vivono di più quando sì muo- 
vono rispetto all'osservatore: l'allungamento misurato per la loro vita media 
è in effetti descritto dalla [XI. 7]; esso è cioè coerente con il fenomeno di 
dilatazione del tempo previsto dalla relatività ristretta. 

AI fenomeno della dilatazione dei tempi si accompagna, necessaria- 
Conirazione delle lunghezze mente, il fenomeno della contrazione de Ih lunghezze. Il modo più semplice 

per mostrarlo consiste ne U'ana lizzare un esperimento concettuale di misura 
indiretta delle lunghezze, basata su una misura di tempo e una misura di 
velocità. 

Supponiamo dunque che due diversi osservatori S e S\ che si trovano 
- rispettivamente in I e in vogliano misurare la lunghezza di una sbar- 

retta AB solidale con £ e disposta parallelamente all'asse x = y. 

O* i + Posto un traguardo dotato di cronometro solidalmente a £' (ad esem- 

^ Pj° tale traguardo sia disposto nell'origine 0'), la lunghezza della sbarretta 

~ B x " viene misurata misurando l'intervallo di tempo che intercorre fra quando il 

traguardo passa, rispettivamente, davanti ad A e a B. 

L'osservatore S misura per la sbarretta (solidale con sé) la lunghezza 
propria L; il risultato della sua misura è: 

L = VM [XI.8] 

Va notato infatti che per S l'orologio si muove con velocità K insieme a 
e dunque l'intervallo di tempo da esso segnato non è un tempo proprio. 

Per l'osservatore S,', invece, l'orologio è fermo e la sbarretta si muove 
con velocità V\ il valore V della lunghezza misurata da S' è dunque: 

V = VAt [XI.9] 
Essendo infatti l'orologio fermo rispetto a S' esso misura per lui un tempo 
proprio. Facendo il rapporto fra la [XI.9] e la [XI.8] si ha ~- = -~r; e 
dunque in definitiva, tenendo conto della [XI.7J: 

L' = Ljl - V'/c 2 [XI. 10] 

Vista d all'osserva tore mobile, la lunghezza L' appare dunque eomraua per un 
fattore -J 1 - KVr rispetto al valore L misurato clal/'osseiraiore fermo rispetto 
alla sbarretta stessa, eioè rispetto alla lunghezza propria (contra-ione delle 
lunghezze) 



XI.3, Trasformazioni di Lorentz, spazio-tempo e trasformazioni 
relativistiche della velocità 

J ^ na '' Z * Z£ ^ nC ' 0 ' ' n ' 5ase aI P rmc 'P'° di relatività e al principio di costanza 
della velocità della luce, esperimenti concettuali come quelli discussi nel 
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precedente paragrafo, Einstein fu portato ad assumere nella sua teoria, al 

posto delle trasformazioni di Galileo, le cosiddette trasformazioni dì Lorena, Trasformazioni dì Lorentz 

che rappresentano le uniche leggi di trasformazione coerenti coi suddetti 

princìpi. 

Nel caso, cui qui continuiamola limitare la nostra attenzione, che il 
sistema £' s ' muova con velocità V (costante) parallela all'asse x = xf, le 
trasformazioni di Lorentz hanno la forma 



x- Vt 
V 1 - W 



y = y 

i = z 



[XI. II. a] 



t' = 



t - ( Vie 1 ) x 

4 1 - Wc 1 



X ~ V 1 - W 

y = y 

z = 1 

t' + (V/c 2 )^ 



[Xl.ll.b] 



t = 



J 1 - W 



È facile rendersi conto, in particolare, che queste leggi di trasformazione 
contengono le equazioni [XI.4], [XI.7] e [XI.10]: lasciamo al lettore la facile 
verifica. 

Per rendere le equazioni dimensionalmente omogenee, è usuale, in 
relatività, introdurre il vettore a quattro componenti (quadrivettore): 



X = C*l) X 2i X 3) X i) 



[XI.12] 



definito dalle relazioni 



Xi = x 

x 2 = y 

Xj = 2 



[XL13] 



Esso viene detto quadrivettore posizione degli eventi nello spazio-tempo, Quadrivettore posizione nello 
Notiamo che x A rappresenta la distanza percorsa dalla luce nel tempo /; la spazio-tempo 
chiameremo talvolta anche coordinata temporale. 

In termini del quadrivettore posizione nello spazio-tempo, mediante 
) facili passaggi le trasformazioni di Lorentz [XI.ll] possono essere poste 
nella forma 



X? 2 — Xj 



x 2 = y 2 



[XI.14.a] 

A = - Py*i + y*4 
.dove, secondo notazioni usuali, abbiamo posto 

1 



*3 = *J 

*4 = PY*1 + TT*4 



[XL14.b] 



Y = 



TT^W 



[XI. 15] 



I coefficienti P e y hanno le dimensioni fisiche di numeri puri. 
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Usando le notazioni matriciali introdotte nel par Ili le fXI 141 r,™ 
sono essere scritte anche nella forma: 



Invarianza della distanza spa- 
zio-temporale 



Y 


0 


0 


- Py, 




0 


ì 


0 


' 




0 


0 


ì 






-Py 


0 


0 


y 


\ 


Y 


0 


0 


Py , 




0 


i 


0 




Ù 


0 


0 


ì 


'•) 


(■ 


Py 


0 


0 


Y 


■*4 



[XI.16.3) 



[Xl.ló.b) 



IXI.17.bJ 



ovvero, in forma più compatta: 

* - À * [Xl.n.a] 

dove x (e analogamente _V) rappresenta la [XI. 1 2] (disposta in riga o in colon- 
> A Hdeut ! CaS ' ); A rappresenta la mat "^ che compare nella [XI.16.a] 

Le m nf y rfvTw n ' m T" } 13 matrice che com P are ^lla [XI.16.bJ 
Le [XI.11], le [XI 14] e le [XI. 16] (tenendo conto delle defin zioni 

rasr riSr dd modi rra di jor ° equivaienti - 

Hict an „„ - i 7- r ' ' - tA| ' - x 2, -v 3 , .v 4 ). Il quadrato della 

d.stanza spaziale As fra . due eventi, calcolata usando il teorema di Pitagora, è: 

(Asy « t&xtf-Hàxtf + ^y = (x l -x ì f + ( Xl -S 2 f + ( Xì -Sc ì y [XI.18J 

mentre il quadrato della loro «distanza temporale» A(a) = Ax 4 è; 

(Art) 2 = (Ax A y = C i ( /- ?y [xi.19] 

iì la „, dÌ ? n n SP3ZÌale A? Che la distanza tem Porale Art (e dunque anche i 

mentn in ' } relative ' d ° è dì P etldenti da ' di riferi- 

l^.'V" 1 misura: co è conseguenza, rispettivamente, del feno- 

temn °fr de ! Je iun S hezze e del fenomeno della dilatazione 

dei tempi. Tuttavia è facile verificare che la quantità: 

(&S? = (Asf - (Act) 2 = Axi + Axj + Ax 2 - Ax 2 [XI.20] 

nJr^i^ P V t L asf0 ™ aZÌ0nÌ di ^ rentz ' essa ha doè '0 stesso valore sia 
nel sistema l che nel sterna £ Si ha infatti, usando le [XI.14J, 

(AS') 2 = (Ax'i) 2 + (Ax-tf + (A*^ - (Ay<) i = (yAX| _ p 7 ^ + (AXi)2 + 
+ (A* 3 ) 2 - (- p Y A*, + Y Ax<) 2 = Y 2 (Ax,) 2 + PV(Ax 4 ) 2 - 

- 2 p A*, Ax< + (Ax 2 y + (Ax 2 ) 2 - p Y 2 ( Ax,)* - Y 2 ( Ax 4 ) 2 + 
+ 2p Y 2 A* ! A* 4 = Y 2 (l - P 2 )(Ax,) 2 + (Ax 2 ? + (Ax,y - 

- y 2 (i - p 2 ) (Ax,y = (A*,) 2 + (Ax 2 y + (A Xj y - (Ax 4 y . 

avendo tenuto conto del fatto che y 2 (l - p 2 ) = 1 come risulta dalle [XI.15]^ 
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La quantità (AS) 1 è ciò che viene detto il quadrato della disianza spa- 
zio-temporale fra i due eventi, che dunque risulta essere lo stesso indipen- 
dentemente dal sistema di riferimento (inerziale) in cui ci si pone a misu- 
rarlo. 

I due eventi hanno distanza spazio-temporale nulla quando (AS) 2 = 0; Disianza spazio-icmporalc 
in tal caso si ha, usando la [XI.20], nulla 

(A*) 2 - c 2 (At) 2 = 0 

ovvero: 



ffi- 



c 2 



I due eventi si trovano cioè a una distanza spaziale As tale che il rapporto 
fra As e l'intervallo temporale At che li divide è pari alla velocità della luce. 
In altri termini, se i due eventi hanno distanza spazio-temporale nulla, un 
raggio luminoso che parta dalla posizione del primo evento quando questo 
si verifica giunge nella posizione del secondo evento esattamente quando 
quest'ultimo si verifica. 

Va notato che contrariamente a quanto accade al quadrato della 
distanza spaziale As 2 (che è necessariamente positiva o nulla), il quadrato 
della distanza spazio-temporale AS 7 può assumere anche valori negativi. 
Più precisamente, risulta immediatamente dalla [XI.20] che quando 
AS > 0 è (As) 2 > c : (Af) 2 ; e ciò accade quando la distanza spaziale As fra t 
due eventi è maggiore dello spazio cAt che la luce percorre nell'intervallo 
di tempo Ai che separa i due eventi. 

Un segnale di luce emesso dal luogo del primo evento quando questo 
avviene, giunge sul luogo del secondo evento dopoché quest'ultimo è avve- 
nuto; per conseguenza, non può esservi fra i due eventi alcuna relazione di 
; ■ causa-effetto. Quando AS 2 > 0 si usa dire che la disianza spazio-temporale Distanza spazio-lemporale di 
; fra i due eventi è di lipo spaziale. tipo spaziale 

_ Al contrario, quando AS 2 < 0 si dice che la distanza spazio-temporale 
;sv fra i due eventi è (// tipo temporale: un segnate luminoso emesso dal luogo Disianza spazio-temporale di 
jp: del primo evento quando questo avviene giunge sul luogo de! secondo tipo temporale 
%' P r ' m a che quest'ultimo avvenga, cosicché le modalità di questo possono 
M^A s . sere influenzate dal primo evento. 

Discutiamo ora quale legge di trasformazione delle velocità discenda 
gialle equazioni di Lorentz come legge di trasformazione delle coordinate 
^Pazio-temporali. 

Consideriamo dunque un oggetto che si muove con velocità ? nel rife- 
i/jmento mobile ci proponiamo di trovare la relazione fra v* e la velocità 
con cui l'oggetto è visto muoversi da un osservatore solidale col sistema 
Per definizione, si ha: 



dx 




dx 1 


dt 




dt' 






dy' 


dt 




dt 1 


dz 




di' 




dt' 


dt 
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Principio della velocità limite 



Differenziando le [Xl.U.b] si ha: 

dx f + Vdt' 



dx = 



v* 1 - V^/c 2 
dy = dy' 
dz = di' 

d, di' + (V/c 1 )dx' 
/l - F/c 2 

Dividendo ciascuna delle prime tre di queste relazioni per la quarta si ha: 

dx dx? + Vdt' 



v,. = 



v. = 



dì 

dy_ 
dt 



di' + (V/c 2 ) dx' 
dy'/ì - yi/c 2 



v. 



di' + (V/c 2 )dx' 
= jh_ = d£ 7 1 - y*i(à 
dt ~ di' + (V/c 2 ) dx' 



e dividendo numeratore e denominatore per dt' si ottiene infine: 

v'„+ V 



v, - 



v, - 



v. - 



e analogamente: 



< = 



vi = 



i + v; v/c 2 

y;/i - v 2 ^ 2 
i + < vie 

vjì - V l lc 2 
i + < V/c 2 



1 - v x V/c 2 

y,yi - Wc 2 

1 - v, V/c 2 

y,yi - v 2 /c 2 

1 - v r V/c 1 



[XUl.a] 



[xni.b] 



Notiamo che nel caso che sia Vie « 1 e -3^ « i, | e [XI 21] si riducono 

alle [XU], cioè alla legge di somma delle velocità. 

Quando tuttavia Vsi avvicina alla velocità c della luce, qualunque sia V 
la velocita v si avvicina indefinitamente alla velocità c della luce senza mai 
superarla, come si verifica facilmente eseguendo nelle [XI.21] il limite per 
deìi» , - 7 1 conten S° no dunque anche quello che si chiama principio 
dDio //rZ[ a J m Tu°^ conse § uenza del principio di relatività e del prin- . 
apio di costanza della velocità della luce (a partire dai quali principi in deli- 
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nitiva le [XI.21] sono state ricavate) segue l'impossibilità che, da qualunque 
sistema di riferimento, si possa osservare un oggetto (o un segnale) muo- 
versi a velocita maggiore di quella della luce. 

poco" PrÌndpÌ0 della velocità limite verrà esteso e generalizzato di qui a 



XI.4. Covarianza a vista delle leggi fisiche 

Accettando i principi della relatività, è necessario modificare non solo i 
concetti di spazio e di tempo, come abbiamo visto nei precedenti paragrafi- 
ma occorre rivedere anche la definizione delle grandezze dinamiche e le 
relative leggi. InfatU le leggi della dinamica newtoniana classica non sono 
coerenti con tali principi; in altri termini, mentre esse sono covarianti per 
trasformazioni d, Galileo (come abbiamo mostrato nel par III 6) esse non 
sono per contro covarianti rispetto alle trasformazioni di Lorentz Per con- 
vincersene basta ad esempio calcolare (con procedimento analogo a quello 
da noi usato nel precedente paragrafo per il calcolo delle leggi [XI 211 di tra- 
sfonde delle velocità) le leggi di trasformazione dell'accelerazione si 
troverà che 1 accelerazione di un punto materiale non è la stessa in due 
diversi sistemi di riferimento inerziali, il che rende l'equazione fili 51 
v{h, 11 \v m covariante J ispetto alle trasformazioni che le grandezze coin' 
XXStm n!? Ua2 , 10ne sublscono P assand0 ^ un sistema di riferimento 
zTnnn, °i,T mostreremo nel prossimo paragrafo, nemmeno il 
terzo principio della dinamica, così come enunciato nel par. VI 2 risulta 
covariante rispetto alle trasformazioni di Lorentz; ed anzi il nostro punto dt 
partenza per stabilire le leggi della dinamica relativistica sarà proprio quello 
riante conservazione della quantità di moto in forma cova- 

ri«,i^ r arrivare , a ciò ; c °™nciamo con l'enunciare in termini più generali ì 
risultati raggiunti nel precedente paragrafo. 
Consideriamo una quaterna di numeri; 

a = (a u a 2> a^a 4 ) 

Condizione affinché essa costituisca le componenti dì un quadrivettore è 
che passando da un sistema di riferimento inerziale a un altro essa si tra- 
stormi secondo le trasformazioni di Lorentz; 

£' = A l [XL22] 

Ovvero, più esplicitamente: 

= Z a <j°j [XL22.a] 
dove A = {A 0 \ è la matrice di Lorentz 



A = 




[XI.23] 
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Un quadrivettore verrà da noi indicato da una lettera minuscola sottoli- 
neata a; mentre useremo la nostra usuale notazione 5 per indicare i vettori 
tridimensionali (o spaziali). 

Ad esempio la posizione spazio-temporale dì un evento (eq. [XI. 13]) è 
Quadrivettore un quadrivettore. Considerato che la legge di trasformazione [XI.22] è una 

relazione lineare, segue immediatamente che la somma di due quadrivet- 
tori è un quadrivettore; formalmente, se a e b sono quadrivettori, anche 
c= a + b è un quadrivettore. Infatti: 

_ = - + *' = Aa + Ab = A(a + b) = A e [XI.24] 

relazione che dimostra l'asserto. Ad esempio la distanza spazio-temporale 
fra due eventi AS = ^ - x 2 è un quadrivettore. 

Anche la combinazione lineare di due quadrivettori: 

£/=«£+ pi 

costituisce un quadrivettore, a condizione che i coefficienti a e fi siano inva- 
rianti passando da un riferimento all'altro, cioè siano invarianti per trasfor- 
mazioni di Lorentz. La dimostrazione è del tutto analoga alla [XI.24], 
Dati due quadrivettori a e b, si definisce il loro prodotto scalare 
S= a-b mediante la relazione; 

S = a • b = afbj + a 2 b 2 + a : ,b 2 - a A b A [XI.25] 

In particolare, se a = b si ottiene il modulo quadrato (prodotto scalare per 
sé stesso) del quadrivettore a 

a 2 = a\ + a\ + a\~ a\ [XI.26] 

Il prodotto scalare fra due quadrivettori (e dunque in particolare il modulo 
quadrato di un quadrivettore) è invariante relativistico, cioè non cambia per 
trasformazioni di Lorentz: la dimostrazione è del tutto identica alla dimo- 
strazione di invarianza della distanza spazio-temporale di due eventi (eq. 
[XI.20]). Un invariante relativistico è detto anche uno scalate spazio-tempo- 
rale. 

Come abbiamo già visto nel caso particolare della distanza spazio-tem- 
porale fra due eventi, il modulo quadrato di un quadrivettore non è neces- 
sariamente positivo. Quando esso è positivo il vettore si dice di tipo spa- 
ziale; quando è negativo esso è di tipo temporale. 

Ciò premesso ricordiamo che condizione necessaria e sufficiente 
affinché una legge fisica' (espressa in termini di una equazione che lega fra 
di loro due membri) sia coeretite con i principi della relatività di Einstein è 
che i suoi membri siano covarianti rispetto alle trasformazioni di Lorentz. 
In base a quanto fin qui detto, risulta che affinché ciò accada è sufficiente 
che i suoi membri siano esprimibili entrambi attraverso le stesse operazioni 
(con coefficienti scalari) eseguite su quadrivettori. 

In particolare, è certamente covariante {covariante a vista) una legge 
espressa come uguaglianza fra due quadrivettori. Supponiamo ad esempio 
che una legge sia scritta nella forma 



Prodotto scalare di quadrivet- 
tori 



Scalare spazio-temporale 



Condizioni per la covarianza 
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Se £, b, c e d sono quadri vettori (e solo in tal caso), moltiplicando ambo i 
membri dell'equazione [XI.27] per la matrice di Lorentz A si ottiene: 

d + b' = d + d 

L'equazione è dunque covariante per trasformazioni di Lorentz. Notiamo 
che l'equazione [XI.27] riassume in se quattro equazioni, una per ciascuna 
componente spazio-temporale: 

, a, + b\ = e, + d\ 
a 2 + b 2 — c 2 + d 2 
«3 + b } = Cj + dj 
a 4 + è 4 = c 4 + d 4 

Passando ad un altro sistema di riferimento inerziale, il valore dei due 
membri di queste equazioni cambia; ma cambia allo stesso modo per en- 
trambi i membri, cosicché la validità delle quattro equazioni resta preservata. 

Solo qualora una legge sia espressa in termini dell'uguaglianza fra due 
scalari spazio-temporale, essa risulta non solo covariante, ma addirittura 
invariante per trasformazioni di Lorentz, 

Queste considerazioni di carattere generale saranno utilizzate nei pros- 
simi paragrafi per stabilire le leggi della dinamica della relatività ristretta di 
Einstein. 



XLS. Il terzo principio della dinamica e il quadrivettore momento 
lineare 

Consideriamo il più semplice dei sistemi materiali, costituito da due 
oggetti puntiformi di masse rispettive m, ed m 2 . Se il sistema è isolato, la 
meccanica newtoniana classica ci dice (per conseguenza del suo terzo prin- 
cipio) che la quantità di moto totale del sistema deve rimanere costante nel 
tempo. Se ad esempio le due particelle subiscono un urto, potremo scrivere: 

ffijV^ + mv^ - ffti Vy + m 2 v 3 y [XL28] 

dove V,, e v : , sono le velocità dei punti prima dell'urto e e v 2/ le loro 
velocità dopo l'urto. La [XI.28] riassume in sé tre relazioni scalari, rappre- 
si sentale dalle proiezioni di tale equazione sugli assi coordinati. 

Secondo quanto abbiamo visto nel precedente paragrafo, ci aspettiamo 
■ che nella teoria della relatività la [XI.28] - che come ogni legge deve essere 
: covariante per trasformazioni di Lorentz - sia sostituita da una relazione fra 
Quadri vettori. Ciò non significa tuttavia che si debba semplicemente affian- 
: c 3- re a Ha [XI.28] una quarta relazione: infatti la quantità di moto classica 
s Q — m\ (e dunque anche ciascun membro della [XL28]) non costituisce la 
Parte spaziale di un quadrivettore spazio-temporale. Per convincersene basta 
considerare che la massa m è, in meccanica classica, un invariante, e quindi 
affinché le componenti di q fossero componenti spaziali di un quadrivet- 
tore spazio-temporale tali dovrebbero essere le componenti di v; mentre la 

, velocità v = (— j-, ~7~» ~Ti e rapporto fra le componenti spaziali di un 
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Qua drive il ore momenio linea- 
re o impulso-eneryia 



Mass; 



i a riposo 



quadrivettore e la quantità di che non è un invariante relativistico (non è 
cioè invariante per trasformazioni di Lorentz: vedi eq. [XI. 7]). A conferma 
di ciò, usando le [XI.21] è possibile verificare con relativa facilità che 
requazioneJXI.28] jion è covariante per trasformazioni di Lorentz: cioè se 
m i v ìi + m 2 v 2i = m 1 V| / +/n,v 3/ nel sistema di riferimento è in generale 
/jijv'i,- + otjv'j,. # m,v' 1/ + m 2 v' 2f nel sistema di riferimento 

Al fine di rendere relativisticamente covariante l'enunciato del III prin- 
cipio della dinamica è pertanto necessario modificare la definizione della 
grandezza fisica quantità di moto. 

Considerata dunque una particella P, definiamo per essa il quadrivet- 
tore montano lineare (detto anche quadrivettore impulso-en<.-r«ìa) mediante 
la relazione: 



p = un 



di,. 



dx 2 
dt n 



dx } 
~dZ 



dx, \ 



[X1.29] 



dove (*,, x 2 , x 3 , x 4 ) è la posizione spazio-temporale di P\ /«„ è la massa 
della particella misurata in un riferimento solidale con la particella stessa 
{massa a riposo); e di 0 è ti differenziale del tempo proprio, cioè del tempo 
misurato da un orologio solidale con la particella. Che la quantità p definita 
dalla equazione [XI.29] sia un quadrivettore è evidente: infatti ifdifferen- 
ziale dx = (dx\,dx 2 , dx s ,dx A ) è un quadrivettore (essendo il differenziale 
di un quadrivettore); mentre m„ e dt 0 sono invarianti relativistici per defini- 
zione, essendo misurati, qualunque sia il sistema £, nel sistema di riferi- 
mento solidale col punto P. Tenuto conto della relazione [XI.7], il differen- 
ziale del tempo proprio dt Q può essere scritto come 



dt a = dt/T 



~V7? 



dove v è la velocità della particella (rispetto a £) e di è il differenziale del 
tempo misurato in £. Sostituendo nella [XI.29] si ha: 



/ dx. 



dx 2 
"di' 



àxi 
di 



dx A \ 
m ~ì 



[XIJO] 



in cui 



Enunciato relativisticamente 
covariante del 111 principio 



m = m 0 y 



V 1 - v 2 /c 2 



[XI.31] 



La [XL30] può anche essere scritta nella forma 

p s (mv.mc) = (p t mc) [XI.32] 
j - _ / dx } dx 2 dx-i \ . 

aove v = 1-^-, ~ d ~f->~^-\ e la velocità del punto misurata in £; mentre, 
l'espressione p 4 = me per la quarta componente del quadrivettore p segue 
dalla [XI.30], considerato che per definizione x A = et (vedi eq. [XI.13]);- 
Per essere scritto in forma relativisticamente covariante, il III principio' 
della dinamica verrà dunque posto nella forma: 



anziché nella forma [XI.28]. 



[XI.33f 



Teorìa della 



Questo enunciato, relativisticamente covariante, del III principio delta 
dinamica comporta (come si vede dalla [XI.31] e dalla [XI.32]), le seguenti 
differenze rispetto all'enunciato newtoniano classico [XI.28]: 

a) La massa della particella tn = ^ z° v 7jp ~ r i su ' ta essere dipen- 
dente dalla velocità v della particella. Nel limite v/c « 1 la massa relativi- M ' 
stica m coincide, come deve, con la massa classica m 0 (cioè con ia massa a 
riposo). Ma nei limite v c (cioè v/c -»■ 1) la massa relativistica m tende 
all'infinito. L'andamento di m in funzione di v è quello mostrato qualitati- 
vamente nella prima figura. Nella seconda figura è mostrato, sempre in fun- 
zione di v, l'andamento del modulo \p\ della parte spaziate del momento m o 
lineare della particella. Questo andamento mostra che comunque grande sia 
\p\ (cioè comunque grande sia il modulo dell'impulso spaziale comunicato 
alla particella), !a sua velocità v si avvicina indefinitamente (senza mai 
superarla) alla velocità c della luce.. Nel prossimo paragrafo vedremo che, 
analogamente, anche all'aumentare dell'energia della particella, la sua velo- 
cità v sì approssima a c senza mai superarla (principio della velocità limite). 

b) Alla conservazione delle componenti spaziali f> - mv de! 
momento lineare (tegge di conservazione che sostituisce la conservazione 
della quantità di moto classica q = m 0 v), va affiancata anche la legge di 
conservazione della quarta componente p A del quadrivettore momento 
lineare. Il significato fisico di questa legge di conservazione verrà discusso 
nel prossimo paragrafo. 

Osserviamo che, così come accade per qualunque quadrivettore, il 
modulo quadrato p 1 del momento lineare di una particella è un invariante 
relativistico. Usando la [XI.32] e la [XI.31] si ricava immediatamente 

P 2 = \p\ 2 ~PÌ = -'"W [XU4] 

Osserviamo inoltre che dalla [XI.32], facendo il rapporto fra la sua parte 
spaziale p e la sua componente temporale /? 4 , si ottiene: 

P v pc (VI K , 

= — ; ovvero v = [XI.35] 

- P4 c P4 

, relazione che esprime la velocità di una particella in funzione delle compo- 
| nenti del suo quadrivettore momento lineare. 

^ XI.6. Massa ed energia 

': _ Consideriamo, nel sistema di riferimento £, una particella Pài massa a 
1, riposo m 0 . Se essa è isolata, il suo quadrivettore momento lineare p si con- 
ferva in virtù della [XI.33], 

Consideriamo però ora il caso che essa non sia isolata, cioè che su essa 
\ agisca una forza F che compie lavoro fornendole energia; ci aspettiamo 
allora che il suo momento lineare vari. Supponiamo che la particella sia 
, Priva di struttura interna. La sua massa a riposo m 0 è allora costante nel 
.tempo; e l'energia ad essa comunicata non può che tradursi in energia di 
• movimento. 

_ ; 1 Tenuto conto della [XI.34], deve allora sussistere una precisa relazione 
fra le variazioni della parte spaziale p e della componente temporale p A di p; 
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e sarà proprio l'analisi di questa relazione che ci consentirà di dare l'inter- 
pretazione fisica di p 4 . 

Differenziamo dunque ia [XI.34]; si ottiene: 

p ■ dp - p 4 dp A = 0 

Dividendo questa relazione per p A e tenendo presente la [XI.35] si ha; 

v 

~ ' d P = d P* [XI.36] 

In meccanica classica, fra ia forza Fe la derivata temporale della parte 

dt 

spaziale di p sussiste la relazione di uguaglianza F = da cui dp = Ed?. 

Se ipotizziamo che questa relazione continui a definire operativamente 
I impulso di una forza anche in relatività, sostituendo F- dt al posto di dp 
nella [XI.36] e moltiplicandone ambo i membri per c otteniamo' 



F- vdt = cdp 4 



[XI.37] 



li primo membro d^questa equazione rappresenta il lavoro elementare 
compiuto dalla forza F che agisce sul punto e dunque la quantità elemen- 
tare di energia fornita alla particella. La 1X1.37] ci dice dunque che il diffe- 
renziale cdp, deve rappresentare il differenziale dE dell'energia totale E 
posseduta dalla particella: 



da cui segue 



dE = cdp 4 



E ~ Pi? 



[XI.38] 

più una eventuale costante, a meno della quale l'energia è sempre definita' 
costante che per semplicità porremo uguale a zero. Tenendo conto che 
/> 4 = me, la [XI.38] diviene: 



E = 



in e 



Quadrivettorc 
'mpufso-energìa 



E = me 2 = 



t/ 1 - vVc 2 



[XI.39] 



che costituisce una delle leggi più famose della fisica moderna' legge sulla 
cui interpretazione fìsica torneremo fra poco. 

In definitiva, tenendo conto delle conclusioni finora raggiunte il qua- 
dnvettore momento lineare p di una particella può essere scritto come: 

Sa ni? i. fi ? ^ Che " n ° me dÌ ^menare ìmpuho-cn^ia che sovente si 
con E vn? r " V ° r r moment <> ^eare. Va notato che coerentemente 
men e p3 £ = Ac di una Pialla è una quantità necessaria- 
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Usando la [XI.40], la massa a riposo della particella può essere scrìtta 
nella forma 




[XI.41J 



Approfondiamo ora il significato fisico dei risultati fin qui ottenuti, di- 
scutendo le conseguenze che essi hanno su alcuni esperimenti significativi. 

Consideriamo una particella inizialmente ferma. Applichiamo ad essa 
una forza F che, compiendo lavoro, comunica ad essa energia via via cre- 
scente (è quanto accade normalmente negli acceleratori di particelle). 

Integrando la [XI.37] fra l'istante iniziate e l'istante generico / abbiamo: 

\ F-Vdt= [p4c\[, 

Il primo membro di questa equazione rappresenta il lavoro L compiuto 
dalla forza /"agente nella particella; mentre il secondo membro, in accordo 
con la [XI.38], rappresenta la differenza fra l'energia E che la particella ha 
acquisito all'istante / e l'energìa £„ che essa aveva inizialmente (all'istante 
/ 0 ). Pertanto: 

L = E - E 0 

Teniamo ora conto della [XI.39], Considerato che la particella ha inizial- 
mente velocità nulla, e detta v la sua velocità all'istante r, si ha: 



r- 2 m ° Cl F - ,„ r 



e dunque la relazione precedente diviene: 

L ' E - E - 'irér? - m - c ' IXL421 

Questa relazione sostituisce, in relatività, il teorema dell'energia cinetica 
[IV.42]; teorema che scritto in relazione al nostro presente esempio assume 
nella meccanica classica la forma: 

L - K - K 0 = -j m y - -j mX = -j my [XI A3] 

avendo tenuto conto del fatto che la velocità iniziale v 0 è nulla. 

Confrontando la [XI.42] con la [XI.43] notiamo che la relazione fra il 
~' : \[ lavoro L (e dunque l'energia acquisita dalla particella) e la velocità v della 
€ particella stessa è, nei due casi, profondamente diversa. In meccanica clas- 
■ ■' sica la velocità al quadrato v 2 della particella aumenta, a partire dalla quiete, 
f::-- proporzionalmente ad L. Dalla [XI.43] segue infatti: 

; y ■ 

Il v 2 - — [XI.44] 

ÌI Al contrario in relatività, eq. [XI.42], non vi è proporzionalità fra L e v 2 . 
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Principio della velocità limile 
e sue conferme speri mentii li 



Sistema del centro dì massa 



Per meglio vedere la relazione relativistica fra Lev 2 sviluppiamo in 

^ i _ \i/ c r ' Si ott 'ene immediata- 



serie rispetto a — la relazione E = - 
c 

mente: 



£ M'+ì(tK(tK) 

Sostituendo nella [XI.42] si ha: 



1 ~ ~j m ° v + 



8 



V< + 



[XI. 45] 



[XI.46] 




f^main a M°M C r S0Stituisce ' nella teoria d eHa relatività, la [XI.42] (ovvero 
la [XI.44]). Nella figura, e riportato l'andamento dì v* in funzione delFener- 

fèa fvT^n Cata /, 1 ,' a P articel '\f osì come P^visto dalla meccanica classica 
(eq. 1X1.44]) e dalla teoria della relatività (eq. [XI.46]) 

Come si vede, l'andamento relativistico mostra ancora una volta che la 
V -T P V° S T rare Ia Velocità c della luce ' Che ™a Particella di 
se ? ua efTeUl 1 andamento relativistico [XI.46] e non l'anda- 

Sto fdnv IXU41 '- è r U " fatt ° Che VÌen£ ° gni giorno confermato nei 
laboratori dove sono in funzione acceleratori di particelle 

Un'altra conseguenza assai rilevante della [XI.39] è la completa equiva- 
lenza fra massa ed energia. Il significato dì questa equivalenza può essere 
ben compreso analizzando il caso di due particelle, ^ e P J( che interagi- 
scono ira di loro (ad esempio, ma non necessariamente, tramite un urto) 
biano£, e p 2 i quadrivettori momento lineare delle due particelle Se le due 

, P Ìn^;| Ìn .n ra8ÌSCOn0 S0 l 0 ,, fra i0r ° (nel com P' es so esse sono un sistema 
isolato), il III principio della dinamica (eq. [XI.33]) impone che: 

P\. + Pit = Pif+Pif 

ovvero, separando la parte spaziale p del quadrimomento dalla sua quarta 

componente p A = 

c 



Pu + Pi, = P\/ + p 2 j = p 
Eir . E» E 



'JL+. 
c c 



[XI .47] 



Ovviamente, ciò che deve conservarsi è ciascuna componente della somma 
£ - Pi + Pi , e non ciascuna componente di p, e p 2 separatamente. Per sem- 
plicità, supponiamo di esserci posti nel sistema di riferimento in cui 

m^£nv/ 2/ ." ■ (ma Sm Pii= ~ Pli * 0) - Per def ìnizione, così come in 
meccanica classica^ questo ststema è detto sistema del centro di massa. 

rt« JV V™ . pos - s,blIe i senza violare 'a legge di conservazione [XI.47] che 
k IJZ ZZSH = Pv= 1, (Urt0 com P Ieta ™nte anelastico). Dopo l'urto 
siona e t- £ ostlt H UISCono aIIora «n'unica particella di momento tridimen- 
sonale p = o e di energia 



£= £is+E2f= £ U +E 2i 



[XI.48] 



r 



RIPROVE SPERIMENTALI DELLA TEORIA DELLA RELATIVITÀ RISTRETTA 

La teoria della relatività ristretta, le cui leggi fondamentali vengono presentate in questo capitolo, ha rice- 
vuto innumerevoli verifiche sperimentali dirette e indirette: limitiamoci qui a ricordarne alcune. 

// principio della velocità limite 

Come abbiamo accennato nel testo, il funzionamento stesso delle macchine acceleratrici di particelle, e in 
particolare di quelle circolari, fornisce una accurata verifica di questo principio. In virtù di un campo magnetico, 
le particelle compiono in questi acceleratori una traiettoria approssimativamente circolare: e benché nelle mac- 
chine di alta energia l'energia E raggiunta dalle particelle 
possa essere di decine di migliaia di volte superiore rispetto 
all'energia a riposo m 0 c 2 , si riscontra che il tempo impiegato 
a percorrere l'orbita non supera mai iì valore asintotico dato 
dal tempo necessario per percorrere l'orbita stessa alla velo- 
cità della luce. 

I risultati di un esperimento didattico, meno preciso ma 

dimostrativo, sono mostrati in figura. Con un acceleratore 

lineare, viene comunicata ad elettroni l'energia £, graficata 

': . E 
in ascisse mediante il rapporto — ; e la velocità v rag- 



Mi,, 



giunta dagli elettroni viene misurata rilevando il tempo da 
essi impiegato a percorrere lo spazio compreso fra due tra- 
guardi rappresentati da contatori di particelle. Graficando i 

valori di v 2 /r così ottenuti come funzione di r, si 




valori sperimentali 

V- 



- rruc? 



-') 



E 

rm„C? 



10 



m„<r 



.ottengono i valori sperimentali indicati in figura, che sono in buon accordo con le previsioni della teoria relativi- 
stica, ma non con quelli della meccanica classica. Questo esperimento è stato eseguito da W. Bertozzi (American 
Journal of Plnstcs, 322, 551 (1964)). 



Equivalenza fra massa ed energia 

■. 

L'equivalenza fra massa ed energia è stata verificata in una grande varietà di processi. In molte reazioni 
nucleari, generate bombardando un bersaglio con particelle di alta energia, si ha la produzione di particelle che 
^.On erano presenti nello stato iniziale; e in molti casi la somma delle masse a riposo delle particelle presenti 
: inello stato finale è maggiore rispetto alla somma delle masse delle particelle presenti nello stato iniziale, l'ec- 
cesso di massa essendo stato prodotto a spese dell'energia cinetica del proiettile, 
■jjpjf.: Una tra le innumerevoli reazioni di questo tipo è quella mostrata schematicamente in figura. Il bersaglio è 
^fermato da deuterio il cui nucleo (deutone, d) è formato da un protone e un neutrone legati insieme. Nell'urto 
jMopera di un fotone di alta energia (ad esempio 1000 milioni di elettronvolt, un 
le.Iettronvolt essendo l'energia che acquista un elettrone quando attraversa la diffe- 
-nza di potenziale di 1 Volt), il neutrone viene strappato e rincula dopo essere stato 
^sformato in protone, mentre nell'urto è stato prodotto anche un mesone ir negati- 
tv che emerge a sua volta dalla reazione con elevata energia cinetica. La massa a ri- 
oso presente nello stato finale è maggiore rispetto a quella presente nello stato ini- 
|jàle, considerato che è comparso un mesone n che non era presente nello stato ini- 
j|le, e che ha massa che è circa il 15% rispetto a quella del protone (o del neutrone). 
i.Irt molte razioni nucleari si ha trasformazione di energia potenziale di legame 
massa, o viceversa. Ad esempio unendo un deutone e un nucleo di trizio (costi- 
lo da due neutroni e un protone) è possibile ottenere un nucleo di Elio (detto 

Jttcella a, formala da due proioni e due neutroni) più un neutrone. Questa reazione, che avviene solo se le 
impelle presenti nello stato iniziale sono portate ad altissima temperatura (centinaia di milioni di gradi) è detta 
*£}fine nucleare. 

La massa delle particelle presenti nello stato finale è minore di circa il 4 per mille rispetto a quella delle par- 
Ile nello stato iniziale: ciò è dovuto al fatto che nel nucleo di elio proioni e neutroni sono più strettamente 




legati che non nel demone e nel trizio (e come visto alla fine del par. V.2 l'energia di lesane è negativa* . 
questa minore energia totale del sistema corrisponde secondo la {IVJ9] a „„ ^ sua m nofe f massa Poi hé ti 

(direno di massa Aw - m, - ,«,), per la conservazione dell'energia le particelle 
[IV 39] | è dala'da ° d ° tatC dÌ ™ tT * Ì& dnetÌCa E * che Secondo )a 

Benché a,„ sia percentualmente modesto rispetto alle masse in gioco, in virtù del 

nuclei ''r^r T" 0 gra " de; in e(fetti ,a reazìone di r ™°ne 

H r ,imema " S0,e ' Cd è andie °- uella su cui sì b ^no le 

bombe nuclean H. La fusione nucleare controllata, allo scopo dì usare questa 
fonte d, energ.a a scopo pacifico, non è stata invece ancora realizzata 
S^Vr* S ° mcc , camsmo di liberazione di energia cinetica, a spese di un difetto di massa si ha nclh rea 




Di/afa zìone dei tempo 

simS di secondo? tÌJ, , ' i? 1 " 5 ' ul,im <\ d °>>° una ">edia di poco più di un microsecondo < n iìioné- 
S 5 , 3 , d te, i ? '* il,, 1 ? Pa i." celle s,abili "? Ie 88 ere <u " = "uè neutrini). Lo studio, 

numero* S^T^"? ^ P ° S, ° * 1ÌVe "° deI SU0,0 > si trova die «so rivela il passaggio dì un certo ; 
? .SS P ii« a min U trL P l?rn S r in,ÌMa ' 0r r ^ ■' dÌ SUperfide dÌSp0St ° ™-<" talenti segnala circa^ 
sopraLuo u Ess^dT ivanoT C °" ° PP ° rlUne tecniclle ' ta,i » artitelle risultano essere! 

Protoni ^T^ndT<^TJ^^l alta energia generati nello spazio cosmico da fenomeni stellari: questi? 
S- Ora è faci ^ calclrTche 3 ' pr ° duc ™° una va,an S a di ™soni - che, decadendo, danno origine af 

microsecondo che m Ine , i^T 6 ^ 0 ^ Vel ° C,t ' de " a luce una partice!la n0[1 P uò Percorrere in un 
i S^^Z ^rTJSSu I C ° me POSSOn ° a " 0ra le particelle * «traversare, prima di morire, 
suolo 1 I nomenot int retabi t\T°ft^ m ll cu ' ™"8««> ^" erati > dai contatore che li rivela a livello dej 
rispetto afSSera » K™J J .r** a !a . dllatazione relativistica del tempo: per l'osservatore Termo 
o anatmoslera, , ^ si muovono infatti a velocita v prossima a quella c della luce; e dunque la loro vii 

media è dilatata di un fattore y = ,,, , e grazie a questa dilatazione essi possono compiere, prima ' 



/T 



- v 2 /c 2 



morire, un percorso di diversi chilometri. 

di vista dfSSTdìèTèLe^nSSi; VÌene . Spon,anea ,a se ^ ente obiezione: immaginiamo di porci dal punT 
questo "osservatoci u èTrL ? 2^'™"° osservatore che si è P° st o « eavallo di uno di questi u. Rispetti 
tempo SrSrnetri ■ P ° C ° P ' U d ' U " microsecotldo: come può attraversare in tale brey 

muove TatmSraTcSn tlS^* . 3 nSP ° Sta è Semp ' ÌCe: rispett0 a quest0 osservatore, solidale col fòt 

W»a non gi ! mom cniLm S, m oTe inU ai^Tme^re? 1 ' 6 )UneheZZe - RÌSPeU ° 3 ' ^ ratm ° sfera ^ 
o Poco più che rappresenta la vKa media TvZZ £t i r' hh "I?" 6 PU .° eSSere atlraversala nel microsecond 
senta dunque a seconda del numi nf.-. r,poso . del Labbondanza di mesoni u a livello del suolo rapp^ 

fenomeno della Ton^azione deTfc lunghez^" " r ' Pr ° Va *' ren ° men ° della dÌla,aZ, '° ne del temp0 0VV ^ 
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poiché questa particella ha, nel sistema di riferimento scelto, p = 0, essa 
secondo la [XI.32] ha anche, in quel sistema di riferimento, velocità v nulla. 
Tutta la sua energia [XI.48] è pertanto energia di riposo; coerentemente 
con la [XI.39] la massa a riposo di questa particella è 

E E ìt + E v 

c c 

Prima dell'urto, la massa a riposo del sistema era pari alla somma delle 
masse a riposo m cl ed m o2 delle particelle interagenti. Usando la [XI.41] si 
ha pertanto: 



<* c 2 



dove il segno dì uguale vale solo se p u = p 2 , - 0, cioè se anche inizial- 
mente le particelle erano ferme. A meno di questo caso, nell'urto anelastico 
ipotizzato la massa a riposo m„ della particella finale è maggiore della 
somma delle masse a riposo m ol ed m o2 delle particelle iniziali: quella che 
era inizialmente energia di movimento si è trasformata in energia a riposo, 
cioè sostanzialmente in massa ( a meno del fattore c 2 ). 

Naturalmente è anche possibile il fenomeno inverso, in cui massa sì 
trasforma in energia. Se va_persa una_quantità in di massa a riposo, si libera 
una quantità di energia E pari a E = me 2 . 

'■ Queste conclusioni sono state sottoposte a un gran numero di riprove 
sperimentali, la più famosa (e la più tragica) verifica della trasformazione di 
massa in energia è venuta dalla distruzione di Hiroshima e Nagasaki. 



X1.7. Cinematica relativistica degli urti 

, La cinematica dell'urto fra due particelle è correttamente descrìtta dalle 
| equazioni classiche presentate nel capitolo Vili solo se l'energia delle particel- 
.le è piccola rispetto alla loro energia a riposo, cioè se per ciascuna di esse è 

[kmc 1 « m o <J; il c he comporta (vedi eq. [XU9]) y = ■ > 1 ìf i « 1. 

In caso contrario, cioè se per almeno una delle particelle coinvolte 
JieU'urto è y > 1, è necessario ricorrere alle equazioni della meccanica rela- 
pvistica. Poiché ciò non comporta alcuna difficoltà concettuale, dedichiamo 
|« problema, a titolo illustrativo, questo breve paragrafo. 
I&rr: Coerentemente con quanto fin qui detto, l'equazione fondamentale per 
ya descrizione dell'urto è l'equazione [X1.33] che esprime la conservazione 
|HfA -Quadrivettore momento lineare totale del sistema; equazione che rìscri- 
jjj&nio qui per comodità 
Sci-, 

irv Pu + P2i = £ V +Py [XL33J 

E^scuna delle grandezze che compare in questa equazione è un quadrivet- 
momento lineare (indichiamo il generico di essi semplicemente con p 
jza indici); e in quanto tale gode di un certo numero di proprietà di cui 
|fi riassumiamo per comodità quelle che ci servono. 



a) Passando da un sistema di riferimento inerziale £ a un altro sistema 
inerziale p si trasforma secondo le equazioni di Lorentz: 



P\ 
P', 

IL 

c 



Px- — ' — 



yrj? 



Py 



[XI.50] 



Eie p v 

c • 



rr 



Dove: Kè la velocità di £' rispetto a I (supposta parallela all'asse jc) 
p = Vie 
= 1 

Y ;i - ^ 5 • 

Nello scrivere le [XI. 50] abbiamo tenuto conto del significato fisico delle 
quattro componenti di p, così come riassunto nell'eq. fXI.40]). 

b) Il modulo quadrato di p è un invariante relativistico, che descrive la 
massa a riposo della particella (o del sistema) considerato: 



E 1 

~t-\pV 



[XI.51] 



c) La velocità v di ogni particella può essere immediatamente calcolata 
una volta note le quattro componenti di p = (p, Eie); facendo infatti il rap- 
porto fra la parte spaziale e la componente temporale della [XI.40] si ricava 
immediatamente: 



v 

e 



cp 



[XI.52] 



In particolare, facendo il modulo del vettore (spaziale) [XI.52] si ha: 



P = 



v 

e 



c\p\ 



[XI.53] 



Ritorniamo ora al nostro problema d'urto, e vediamo come possiamo 
usare l'equazione [XI33] per ricavare informazioni di nostro interesse:! 
Notiamo che essa riassume in sé quattro equazioni (una per ciascuna com i 
ponente); mentre le incognite del problema (se sono note le condizioni ini- 
ziali p u e p 2i , e si vuole determinare la cinematica finale) sono le otto com- 
ponenti di p ]f e p 2f . Rispetto al caso classico, si hanno dunque due inco^ 
gnite in più; infatti le masse delle particelle emergenti dall'urto, che nel 
caso classico sono necessariamente uguali alle masse prima dell'urto, nel 
caso relativistico possono essere (e sono sovente) diverse. °* 

Come nel caso classico, le manipolazioni dell'eq. [XI33] vengono note? 
volmente semplificate se ci si pone nel sistema di riferimento £, del centr 
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di massa. Cominciamo col calcolare la velocità p f =- — del sistema T 

rispetto al sistema £ del laboratorio. Supponiamo per semplicità che le par- 
ticelle si muovano inizialmente lungo Passe x. 



Detto p t = (p, Aj e ^ i + hì Ju±^j quadrivettore al 



pnmo 



membro della [XU3] nel sistema X (quadrivettore momento iniziale totale 

, rv? t 2? a,, . nel SÌStema ^ fdel centro di massa taIe quadrivettore, usando 
le [XI.50], si trasforma in: 



P? -Y f (^-p,-f") 

PP = P, y = 0 
= P fc = 0 



[XI.54J 



avendo tenuto conto del fatto che le particelle si muovono inizialmente lungo 
1 asse * (per cui p iy = p ìz = 0 ). D'altra parte il sistema del centro di massa è 
definito come quel sistema in cui la parte spaziale del momento lineare 
totale e nulla; condizione che, nelle [XI.54], si traduce in pf = o cioè' 



yc(p lx - P f -f-) = 0 



da cui 



c 



E u + E v 



[XI.55] 



la velocità del centro di massa nel sistema £ del laboratorio si ottiene come 
rapporto jra la componente x del momento lineare totale del sistema e la sua 
energia totale. 

t«» ^ !°' ta calcolata la velocità del centro di massa le [XI.50] ci consen- 
tono di calcolare il momento lineare ptf e ptf delle particelle nel sistema T f 
«ci centro di massa; ~ ~ 

-Sii); iff-^.-a) 

Quantità che ci risultano a questo punto note. 

Nel sistema £ r del centro di massa la [XI.33] si scrive; 



[XI.56] 



0 

Osando la [XI.51], le [XI.56] possono essere poste anche nella forma: 

= pf 

W = cJ\py>\i + mol ci + cj\py>r + m<a <? [XL56a] 



Velocità del centro di massa 
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dove le masse a riposo m ol ed m„, delle particelle finali sono di norma inco- 
gnite. Le [XI. 56] rappresentano ancora, evidentemente, quattro equazioni 
ni otto incognite. Dunque la conoscenza completa dello stato finale può 
essere ottenuta solo misurando quattro delle otto incognite. 

A seconda dei casi, può essere conveniente misurare alcune o altre di 
queste incognite. Se ad esempio si misura il momento spaziale p§> e la 
massa a riposo m a] di una delle particelle emergenti, le [XI.56.a] consen- 
tono di calcolare p'ff e m<tì ; ovvero misurando le due masse a riposo e la 
direzione (due angoli) di una particella, si può calcolare il modulo ipi'^l del 
momento spaziale comune alle due particelle e la direzione dell'altra parti- 
cella; e così via. 

Una volta nota la configurazione cinematica dell'urto nel sistema 
del centro di massa, le trasformazioni di Lorentz inverse (eq. [XI.16.b]) ci 
consentono di calcolare la configurazione cinematica nel sistema del labora- 
torio. 

Come si vede, si tratta di un procedimento laborioso, ma metodologi- 
camente semplice. 



Forza di Minkowski 



XI.8. La forza di Minkowski 

Per ricavare la [XI.37J abbiamo utilizzato la relazione 

F ■ dt = dp [XL57] 

cioè abbiamo accettato anche in teoria della relatività la definizione dina- 
mica dell'impulso (spaziale) di una forza agente su una particella come 
quella quantità dinamica misurata dalla variazione della quantità di moto 
(parte spaziale del momento lineare) della particella stessa. 

La [XI.57] costituisce la parte spaziale di un quadrivettore- e dunque 
1 impulso di una forza, pur di estendere la definizione anche alla quarta 
componente, è una grandezza coerente con la condizione di covarianza 
delle leggi relativistiche. 

Tuttavia la [XI. 57], considerato che dt non è invariante, mostra anche 
che la forza F definita dalla [XI.57] stessa (cioè la forza «classica») non 
costituisce la parte spaziale di un quadrivettore. In altri termini, l'equazione 



dp_ 
dt 



dt 



Wl-vVc 2 / 



[XI.58], 



non è di immediata applicazione in teoria della relatività, poiché non è, 
covariante a vista. 

Per superare questa difficoltà si introduce la forza dì Minkowski f eoa». 
quel quadrivettore definito dinamicamente dalla relazione: 



fdt 0 = dp 



[XI.59] 



dove < è il differenziale del tempo proprio della particella che subisce là: 
torza. Che /sia un quadrivettore segue dal fatto che dp, variazione del qua- 
drivettore momento lineare della particella, è un quadrivettore- mentre dt ò 
e un invariante. r 
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Tenuto conto della relazione dt = 



= y dt a fra la variazione 



V 1 - \ 2 /c 2 

dt del tempo in £ e la variazione <ft 0 del tempo proprio, la [XI.59] può 
essere scritta come: 



dt 



- dp 



ovvero, separando la parte spaziale dalla componente temporale: 



7 ài a- 

f— - dp 



fi- 



dt 



- dp 4 



e introducendo nella seconda di queste equazioni la [XI.36] dp 4 = — ■ dp: 



Sostituendo in questa equazione la [XI. 57] {dp = F- dt) si ottiene infine: 



d 1 - vVc 3 



v - F' v 

^ = Y— 'f= _ V 2 /C 2 



[XI. 60] 



che riassume le relazioni che legano la forza dì Minkowski/ = (/, alla 

forza classica tridimensionale F=—j-. 

dt 

Operativamente, trovandosi in un sistema di riferimento £ la forza 
classica Fche agisce su una particella di velocità v e massa a riposo tn 0 si 
misura mediante la [XI. 58]. Qualora la si voglia calcolare in un altro sistema 
di riferimento si calcola la forza di Minkowski / tramite le [XI.60]. 
Essendo /un quadrivettore, esso si trasforma secondo le trasformazioni di 
: Lorentz; "e se ne può quindi calcolare facilmente il vettore /' in 

Questa macchinosità della dinamica relativistica basata sul concetto dì 
!.. forza si accompagna anche a difficoltà concettuali connesse col fatto che le 
£ azioni dinamiche (così come ogni altra azione a distanza che trasporti ener- 
I' già) non possono propagarsi istantaneamente. Queste difficoltà vengono 
I superate nella dinamica relativistica basata su campi quadrivettoriali (qua- 
li drivettore potenziale). 

Ì£' ! La dinamica relativistica del campo elettromagnetico verrà trattata nel 
t volume dedicato all'elettromagnetismo; mentre la dinamica relativistica del 
I: campo gravitazionale, che è oggetto della relatività generale, non verrà trat- 
ti tata in questo corso dì fisica. 



XI.9. L'esperimento di Michelson 

Nelle brevi considerazioni generali da noi svolte a introduzione di 
questo capitolo, abbiamo accennato all'esperimento di Michelson: l'esperi- 
mento che ha consentito di concludere che l'ipotesi dell'etere non è reali- 
stica, spianando la strada alla enunciazione, da parte di Einstein, del princi- 
pio di costanza della velocità della luce in base al quale le misure della 
velocità della luce forniscono sempre, come risultato, c, indipendentemente 
dalla eventuale velocità con cui si muovano gli strumenti con j quali la 
misura viene effettuata (ovvero, come si usa dire, indipendentemente dalla 
velocità del sistema, di riferimento in cui è situato l'osservatore). 

L'esperimento di Michelson è stato il punto di partenza per un note- 
vole passo in avanti compiuto dall'uomo nel suo sforzo di approfondire la 
sua conoscenza delle leggi di natura. Esso è inoltre un esperimento di note- 
vole raffinatezza. L'effetto che voleva essere messo in evidenza - e che 
invece non fu osservato - era l'effetto di somma delie velocità previsto per 
la velocità della luce dalle trasformazioni di Galileo in considerazione del 
fatto che la stessa, orbitando intorno al Sole, sarebbe in moto rispetto 
all'etere con velocità v: la difficoltà dell'esperimento segue dal fatto che la 
velocità v della Terra (v = 30 Km/s) è circa un decimillesimo rispetto a 
quella della luce. Riteniamo pertanto istruttivo dedicare questo paragrafo a 
una descrizione dettagliata di questo fondamentale e diffìcile esperimento. 
Consideriamo l'apparato sperimentale schematicamente mostrato in figura 
(interferometro di Michelson). La sorgente di luce L emette un raggio colli- 
mato di luce monocromatica, con lunghezza d'onda A, nella direzione LS. S 
è uno specchio semitrasparente, disposto ad un angolo di 45° rispetto al 
raggio luminoso: di quest'ultimo una parte i\ viene dunque riflessa verso lo 
specchio 5 t ; e una parte /; viene trasmessa verso lo specchio S 2 . Del primo 
raggio r,, riflesso da una parte attraversa S e viene raccolta dal cannoc- 
chiale C; e cosi pure del secondo raggio r 2 , riflesso da S 2 , una parte viene 
riflessa da S verso il cannocchiale C che riceve così due raggi luminosi fra di 
loro coerenti. L'apparato è montato su un supporto orizzontale rigido 
(parallelo al piano del disegno); nell'esperimento di Michelson il supporto 
era un blocco di granito che veniva fatto galleggiare in una vasca piena di 
mercurio, cosicché esso poteva essere fatto ruotare senza scosse attorno a 
un asse verticale passante per S. 

I due raggi luminosi hanno in comune ì due tratti LS ed SC; i rispettivi 
percorsi si differenziano però perché il primo compie, avanti e indietro, il 
tratto SSi (di lunghezza /,) mentre il secondo compie, avanti e indietro, il 
tratto SS 2 (di lunghezza / 2 pari circa a / t ). Nella versione più precisa del- 
l'esperimento di Michelson (Miche Ison-Morley, 1887) il tratto SS, = SS 2 
era poco più di un metro; ma con un sistema di specchi multipli ciascun 
tratto veniva percorso avanti e indietro otto volte, cosicché agli effetti ottici 
era /, = l 2 ^ 11 m. 

Ora supponiamo che valga l'ipotesi dell'etere, e che questo sia fermo 
rispetto al sistema solare. La velocità della luce sarebbe allora pari a c 
rispetto al sistema solare ma non rispetto a un sistema di riferimento ter- 
restre: la Terra si muove infatti intorno al Sole in un moto praticamente cir- 
colare con velocità v (trascuriamo, a questo livello, la velocità di rotazione 
della Terra intorno al suo asse, che ha all'equatore il suo valor massimo di 
circa 0,5 Km/s, ed è dunque dell'ordine di un centesimo rispetto a v). 

Supponiamo che inizialmente l'apparato sperimentale sia orientato in 
modo che il braccio SS t sia parallelo alla velocità v della Terra. Rispetto 
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all'apparato, il raggio i\ si muove dunque (nell'ipotesi dell'etere) con velo- 
cità c+ v mentre esso viaggia da S a S,; e con velocità c- v mentre esso 
viaggia da Si a S. 11 tempo r, impiegato da >\ per compiere il tragitto di 
andata e ritorno è dunque: 



c+ v 



v - \ c 2_ V J } ~ C 1 - vVc 2 



Il raggio r 2> invece, si muove in direzione ortogonale alla velocità v. Il tratto 
effettivamente percorso dalla luce non è dunque di lunghezza ! 2 , ma di 



lunghezza 
relazione 



I t VI" 2 

lv-^-j ; dunque il tempo di percorrenza t 2 soddisfa la 



da cui 



2 A 



HI 



1/2 



Ch 



2 A 



c J 1 - v7c 3 



Per differenza si ha: 



Ar = h- h = 



2_ 

c 



/ , & A \ 

v 2 /c 2 1-vVc 2 / 



[XI.58] 



Nell'ultimo passaggio, abbiamo usato lo sviluppo al primo ordine 
(1 + a)* = 1 + Ka, eq. [IV.9.a] (ricordiamo che v/c = IO" 4 , e dunque 
vVc 2 = IO" 8 ). La differenza di fase 6 fra questi due raggi coerenti è legata a 

A/ dalla relazione = Fissata la lunghezza di un braccio e rego- 

2 TE X 

landò, mediante una vite micrometrica, la lunghezza dell'altro braccio in 
modo che cAt sia dell'ordine della lunghezza d'onda X della luce impiegata 
(nell'esperimento di Michelson-Morley era X = 5,5 ■ IO" 7 m), in uno 
schermo situato nel fuoco del cannocchiale si realizzerà un fenomeno di 
interferenza (vedi par. X.6). Nel piano focale si manifesterà una sequenza di 
luci e di ombre come quella indicata in figura. 

Ruotiamo ora l'interferometro di Michelson di 90° senza modificarne 
in alcun altro modo la geometria. Il ruolo di A ed l 2 si inverte allora nella 
|i [XI.58]: al posto della differenza di tempi Ar avremo dunque una differenza 
' 'Af data da: 



[XI.59] 



-> s 3 
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Facendo le differenze fra la [XI.58J e la [XI.59] si ha: 

Ao 5-6' cAf- cAt' /, + l 2 ^_ 

2 ti 2 ti X ~ X c 2 1X1,601 

Inserendo i dati numerici caratteristici dell'esperimento di Michelson- 
Morley, si ha 

A6 22 m 

~T7 = 1n -7 — ■ !0 = 0,4 

2 ir 5,5 ■ 10 m 

cioè le frange di interferenza dovrebbero spostarsi di un tratto pari a 04 
volte la distanza fra due massimi successivi. In realtà non venne osservato 
alcuno spostamento, benché la sensibilità degli strumenti fosse tale da 

poter evidenziare un eventuale spostamento = 0,01. 

2 7T 

Vento d'etere Va osservato che nel nostro calcolo abbiamo ipotizzato che ii sistema 

solare sia fermo rispetto all'etere; in linea di principio il risultato negativo 
dell esperimento potrebbe essere spiegato, senza rinunciare all'ipotesi del- 
1 etere, ipotizzando che il sistema solare si muova con opportuna velocità 
rispetto all'etere, di modo che la terra si trovasse casualmente ad aver velo- 
cita nulla rispetto all'etere nel momento in cui l'esperimento è stato ese- 
guito. Tuttavia ripetendo (come in effetti fu fatto) l'esperimento in periodi 
diversi del giorno e dell'anno, questa ipotesi remota può essere esclusa 
L esperimento di Michelson Tu ripetuto più volte da diversi autori con 
precisione talvolta maggiore rispetto all'esperimento originario. I risultati 
sempre negativi, sono riassunti nella tabella. 



Risultati dell'esperimento di Michelson e di successive ripetizioni 



Autori 


Anno 


Luogo 


LutìtlK'Z/a 

Ci + h) 
mei ri 


Spostamento 


Umile 
supcriore delio 
sposi amento 
osservalo 


Michelson 


1881 


Potsdam 


1.2 


0,04 


0,02 


Michelson-Morley 


1887 


Cleveland 


11,0 


0,40 


0,01 


Morley-Mìller 


1904 


Cleveland 


323 


1,13 


0,015 


Miller 


1921 


Monte Wilson 


32,0 


1,12 


0,08 


Miller 


1924 


Cleveland 


32,0 


U2 


0,030 


Miller (con luce solare) 


1924 


Cleveland 


32,0 


1,12 


0,014 


Tomaschek (luce stellare) 


1924 


Heidelberg 


8,6 


0,3 


0,02 


Miller 


1926 


Monte Wilson 


32,0 


1,12 


0,088 


Kennedy 


1926 


Pasadena 


2,0 


0,07 


0,002 


Illigworth 


1927 


Pasadena 


2,0 


0,07 


0,0004 


Piccad e Stahel 


1927 


Monte Rigì 


2,8 


0,13 


0,006 


Michelson et al 


1929 


Monte Wilson 


25,9 


0,9 


0,010 


Joos 


1930 


Jena 


21,0 


0,75 


0,002 

- 



Shankland, Me Curskey, Leone e Kuerti, Rev. Mod. Phys., 27, 167 (1955). 



LA RELATIVITÀ GENERALE 

La teoria della relatività ristretta, di cui ci siamo occupati fin qui, tratta sistemi di riferimento inerziali, cioè 
f\n moto relativo traslatorio rettilineo e uniforme: le leggi di trasformazione da un sistema di riferimento a un 
altro sono ricondotte a problemi di geometria dello spazio-tempo. 

[; : Nel 1916, cioè poco più di dieci anni dopo la pubblicazione della Teoria della Relatività Ristretta, Einstein 
'pubblicò la sua Teoria della Relatività Generale: teoria che ingloba la trattazione di sistemi di riferimento non 

inerziali. In linea di principio, anche le leggi di trasformazione fra sistemi non inerziali sono riconducibili in 
"maniera concettualmente semplice a problemi di geometria dello spazio-tempo, benché il relativo formalismo 
■'matematico sia assai complesso nel caso generale. Ma il grande interesse della relatività generale deriva dal fatto 

che nel suo ambito anche le leggi della gravitazione universale sono ricondotte a proprietà geometriche dello 

spazio-tempo: ciò è possìbile in base a considerazioni che, benché si traducano in leggi matematiche complesse, 

sono però concettualmente semplici. 



a T = 0 


a 









I l I 




Principio di equivalenza e ascensore di Einstein 

Il punto di partenza della relatività generale è il cosiddetto Principio di Equivalenza, che a sua volta si basa 

Usuila proporzionalità (e dunque la sostanziale coincidenza) fra massa gravitazionale e massa inerziale. 

h Consideriamo un ascensore fermo in vicinanza della 

[Terra, e dentro di esso uno sperimentatore. Se egli lascia 
libera a mezz'aria una biglia, in virtù della attrazione gravita- 
zionale ad opera della Terra la vede cadere lungo la verticale 

,con accelerazione a R pari ag. Ma supponiamo ora che il cavo 

;che sorregge l'ascensore si spezzi, cosicché l'ascensore stesso 

■"con tutto ciò che esse contiene (incluso io sperimentatore) 

:cada liberamente (accelerazione di trascinamento à T = g). 

^Poiché in virtù della proporzionalità fra massa gravitazionale 
e massa inerziale tutte le cose cadono con la stessa accelera- 
zione, se lo sperimentatore abbandona la biglia a mezz'aria, 

Jà vede restare ferma fluttuante a mezz'aria (l'accelerazione 
^relativa a R è nulla). 

:.pr' La conclusione di questo esperimento concettuale (ascensore di Einstein) è che un campo gravitazionale g 
jjjifsulta annullato all'interno di un sistema non inerziale dotato di accelerazione g; e dunque vi è sostanziale equi- 
valenza fra campo gravitazionale e campo delle forze appaienti nel sistema non inerziale. Questa equivalenza è 
.' Confermata d a un a n ro esperimento concettuale con l'ascensore di Einstein. Supponiamo che l'ascensore sia 
Imposto nello spazio, lontano da tutto, cosicché non vi sia in esso alcun campo gra- 
fjsj/azionale. Se esso è fermo (non accelerato) la biglia abbandonata ferma resta 
%)ff. r . ma ' ^ a se esso v Ì en e accelerato verso l'alto con accelerazione - g, l'osserva- 
tici 1 ^.. vecle ca dere la biglia con accelerazione a R = g: nell'ascensore é comparso 
JJjjùivalente di un campo gravitazionale g. 

U- 

i&, gravitazione e curvatura dello spazio-tempo 

i II principio di equivalenza fra campo gravitazionale e campo di forze appa- 
ti jn sistemi non inerziali ha importanti implicazioni teoriche e pratiche, 
poiché infatti il campo delle forze apparenti è calcolabile in base a considera- 
li cinematiche (che è come dire di geometria dello spazio-tempo), anche la gravitazione è ricondotta a un 
|pfelema di geometria dello spazio-tempo. Le complicazioni matematiche, cui abbiamo accennato, derivano 
necessità di introdurre una accelerazione di trascinamento diversa da punto a punto. 
jIJna conseguenza importante di questo modo di vedere la gravitazione, è il fatto che secondo la relatività gene- 
panche la luce subisce l'attrazione gravitazionale. È infatti facilmente intuibile che un raggio di luce che attraver- 
so: sistema di riferimento non inerziale è visto compiere, dall'osservatore non inerziale, una traiettoria incurvata; 
jpr il principio di equivalenza lo stesso deve accadere a un raggio di luce che attraversi una porzione di spazio 
Bgetta a campo gravitazionale. L'incurvamento di raggi luminosi ad opera del campo gravitazionale, come pre- 
■ dalla relatività generate, fu osservato già negli anni '20, misurando la configurazione assunta in cielo da 
stillazioni che si trovavano in posizione apparente prossima a quella del Sole durante una eclissi totale. 




Gravitazione e tempo 



-me^!^ - datazione del tempo. Cioè facil- 

Pìe un percorso curvo, e dunque più lungo che ^nón n a Je^ riH d ' gravitazìo " ale ' la Iu« com- 

comunque pari a c, l'orologi }n£n^mt^lmZ^\^T % ? t T° S ravita2 ' onale: Poiché la sua velocità è 
un sistema di riferimento Zn n ziaìe Su qu ^ZS^^^lT ^f*^?} " ° r ° ,0gÌO dìsp0s, ° in 
Consideriamo due gemell Te GF sia fermo ? n »n h- t ^ '' cos,ddetto Paradosso dei gemelli. 

Più vecchio di lui (per Fè d^V ^ ^I ì ' per A ss ° l! viagg, ° dura meno: ^ an «o C torna, trova F 
mente. Un precisi imo orafi o aZico 2^ S TJZ^ ^ ^TV è S ' at ° rìve]at0 sperimentai- 
è stato visto ritardare di dr? 300 ^0^™^^ "uperson.oo che ha compiuto il giro del mondo, 

coerente con le prevista? Lte dafi^S?M iSi™l U? T SP ^° 3 t6rra: U " ritardo minim °. ™ 
^rì^nun&c^^^^i^^^^ q C °n d ', ZÌ ? nÌ di Vel0dta e accelerazióne, 
raggio di pochi metri, sì è riscontrato che b lL ^^"**™** ^ ^ ' UCe in Un ane]1 ° circo!are con 
di particelle u ferme ne labS^taroS in vi 1?^ St.?"™ T, ?' ^ dìed 6 pi " ris P ett0 a ^" a 
con le previsioni della relaS genera e dilatazione del tempo così misurata è risultata coerente 



Buchi neri 



Par. vVr„a1^ è *i Come abbiamo visto nel 

teristica velocità di fuga £ veloS Zè i iwK ™ C ° rP ° W '^ te) è «"«""^««o da una sua carat- 
ciato verso l'alto un oggetto SaTunaue Xrh! itT T C ™ ^ da queI corpo ceIeste deve «sere lan- 
da quel corpo, L ^veS d? fila v è ?in?n 1™ P ° SSa SfUgg ' re a -' Camp ° S ravitaz *<™'e attrattivo generato 
minore quanto minori Tsuo ra? g0 V TlutlT- JSjfiS^ Vt^^ dì qUei COrp0 ' e tant ° : 
celeste che abbia massa sufficien te me ni IrtltL ? f ~ . (vedl es ' EVJ ^ Sl P uò immaginare un corpo; 

divenga pari (o maggio e) aHa^IodS/Si n ra ^ 10 facentemente piccolo perché la velocità di fuga*' 
una stella di massai r a quell devote Sò a^Shr' 0 d ° ta * d \^« ta P™ prieta è detto ™ buco nero. Per^ 
sun oggetto e nessun segnale iuò ae *L ° L r * " ragS '° ? SSe al1 incirca un chilometro. Poiché nes^ 
gravitazionale di quel ^ £ Tnch ^ JiS. if • SUPCn ° re * ^ de " a ' UCe ' niente può sf ^ ire al cam P° 
dente a farlo ricadere A l "umtmare della fZÌ T"* 0 - J** 0 raIt °' Sarebbe attrat£o c ™ forza suffi- 

via. Come vedremo nel vi uT dedicati iìvwt ' ™T d ' ?. UeI raggÌ0 luminoso andrebbe diminuendo via 
porzionale alla sua t^u^^^r^^^^ 1 ^ di , un raggì ° ' UnlÌnOS0 (o fotone > è pr * : 
nero avrebbe frequenza via via decTsceme Su ^, h' n T? V '° let Ì°' ,andato verso ral, ° da un buc0 
rosso, l'infrarosso, le microonde te S^o ^^^t ' 8 qU ° ta ' U sua fre ^ ueilza sarebbe spostata verso il ; 
esso comincerebbe a ricadere verso il hn,n T sua energia venisse annullata; e da quel momento ; 

Un buco nero, se esiste!^orrò ven^ riv^r ™'?* ( * dU " q , Ue via via crescente/f 

che emette; perché la luce (così come auaLZ X ° SSerVa " do ' come *} fa ^ "™ stella qualunque, la M 
gravitazione. Al contrario, S cTche passa in v ° m S° ° l^'^ n ° n PUÒ sfuggire al suo campo d * 
dalla sua enorme attrazione gravitazionali Mn ZtlZu™ ""J™ 00 n f r ° Sarebbe risu «hiato verso di essor 
un buco nero potrebbe emettere Ssaradi«£,?i£» Ua g ' a accelerazi ^e, la materia risucchiata versi*,' 
osservare un buco nero. radiazione elettromagnetica; e in questo modo indiretto potremmo ? 

futuro^cX ZftSÌe^ Se mai ciò avverrà! ' 

Hore passo avanti nella conpLnza da^l^^^ 



Appendice A 

Soluzione degli esercizi 



Capitolo secondo 



x(0 = et 1 



dx ,. x (t + A/) ~ x(t) 

= km 7- 

di if-o Af 



lim 



c(t + hi) 1 ~ et 1 
Af 



lim 



c(? 3 + 2/ Af + Af J - ^) 
~ Ti " 



lim c 



2'Ar + (AQ 2 = lim (2et + cM) = 2et. 
A? n-o 



II.2. x(/) = «r 



rfx ,. cc(/ + Af) 3 "ttf 3 

= Itm — 

dt i(-o 



M 



a (/ 3 + 3 1 1 Af + 3f Af : + Af J ~ ! y ) 



= lim 



= lim 



Af 



3ttf 2 Af + 3«f A^ + ttAf 3 _ ]im (3a ,; + 3 a fA/ + aAf 2 ) = 3af 2 



Af 



IU. /(x) = 



x + 1 



df 



hm • — -r— 

ìv - 0 Ax 



(x* + A x) + 1 _ x* + 1 
A/ = /(x* + Ax) -/(x*) = (x * + Ax) - 1 x* - 1 

3 + Ax + 1_ _ 3 + 1 _ 4 + Ax _ _4_ = 

2 + Ax 2 



3 + Ax- 1 3-1 

4 + Ax-4-2Ax = 

2 + Ax 



Ax 



2 + Ax 
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"^1 



fnzionf 50 rÌSUlta, ° SÌ PerVÌene c °™ d *™«° >a/(*) come un prodotto 



di funzioni 

d 



dx 



(-V+ ]) 



tv - I)-' + 



1 - * + 1 } A* ~ I — (,y + 1 ) 



x ~ 1 (Jf- 1/ (x- 
Per a- = a-* = 3 si ha /'(3) - - 2 



0(- D(.v- ir'-' 
2 



(3 - I) : 



r = 



i 



H.4. La funzione j(.v) 



1 -.> ! [-(a-)] e la derivata vale; 



dy 


_ & 


dx 


dz 


dy 


d 


dz 


dz 


dz 


d 


dx 


dx 



I 



senz = cosz 



(1 +a- 2 ) = 2.v 



Dunque: -4jL = (cos - )(2jr) = 3xcos(] + ^ 
II-S. / (jr) KJr i +2A 2 + 1 



/"'(*) 



rfJC 

dx 



■f'(x) = 3 -2x4-4 = 6x + 4 
/"(*) = 6 



di imegrSe C ; e ' eraZÌOne l " m 0mHa con due su «essive operazionrj 



116. Si 

di 

v(0 = | adt + c 

(Partenza rSm^P^ ?' erm . inarsi sul1 * base delle condizioni iniziali 
Sere Se che d f im * di Primitiva la funzione v(/) devej 

5e^ e Se«" Zi ^ r nSPe,t ° *' temp ° Va '« a « (costante); dunquf 
c essere una funzione lineare del tempo: 

v (0 = a/ + c 



SoluziOi 



Per i = 0 si ha v(0) = 0 (partenza da fermo) e quindi c = 0. Dunque 
v(0 = ai 

La risposta al quesito a) è dunque: 



La velocità media nell'intervallo di tempo (0-5) è, per definizione: 
V " 5 Af 

Occorre calcolare l'equazione oraria x = x{i) a partire dalla conoscenza 
della velocità istantanea v(/). Si tratta di eseguire un'ulteriore operazione 
di integrazione: 



dove a è una costante ed x = x(t) è tale che la sua derivata sia pari alla 
velocità. 






a rappresenta il valore di x quando t = 0: [^(O) = — — a0 2 +a 



Dunque: 



*(/) = jf(0)+-2- 



at 



Per i = 5 si ha 



x(5) = x(0) + T 




(5 2 <?) = jf(0) + 25 



da cui: 



*<5) - jc(0) 



25 m (spostamento nell'intervallo (0 - 5)) 



v, 



m 



*<5) 



5 



x(0) 



= — — = 5m/s . 



Trattandosi di moto rettilineo uniformemente accelerato si ha: 
v(/) = v 0 + af 

x(i) = x o + v 0 t+-z- ai* 
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Eliminando il tempo si ottiene; 



Con i dati del problema sì ha: 



x = v = v, . V| - ,V 0 



2a 



X — X 2 , V = V, 



^ - x r 



la 



Sottraendo la prima relazione dalla seconda si ha; 
^ a la 



da cui 



1(*2 ~ -T]) 



11.8. 



v = 0 



1 



S ' rÌta,Ctat ° PCrChé frazione * e spostamento 



SALITA: 



v <0 = v 0 



^-'o 11 s" t ha d y a " C 0 VÌenC P0St ° neir ° risine ed 11 lancio è effettuato per 
nn'iI^ S Ì ma ^° ta J ' MAX = ò caratter 'zza!a dal fatto che vi si realizza 
ZZI n T maraa: . U Vd0CÌtà ' inizial ™nte diretta verso l'alto, 
vèrso il basso ^ in ' mre !a faSe dÌ dÌSCCSa COn direzione orientata 
Dunque, detto /* il tempo necessario a raggiungere ia massima quota, 



v(/*) = 0 ■= v 0 ~gt* - t* = v 0 / g 



}'max = h = v 0 (* - ~ gt* 1 = ~ L J!Ì 

2 g 2 g 



2g 



La fase di discesa è caratterizzata da una partenza a velocità iniziale nulli; 
vv [N uj da una quota A, con accelerazione concorde al verso di sposta-: 
mento (moto accelerato). _ 
Detto / = 0 l'istante di inizio della fase di discesa si ha: 

DISCESA: 



v(/) = V IN -gt = - gì 



<V|N = 0) 



L'arrivo al suolo avviene dopo un tempo 7 tale che y(f) = 0: 
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i?^^ 7 = d0è H tempo di salita è u Sua!e al tempo di discesa) 
La velocita di arrivo al suolo è: uiMxsaj. 



'Iff- 



v = v(F) = 1/-=^- = 
Tenendo conto che h = v 2 Q /2g si ha: 



mf™ a 3 a ìpp U „to C °" UM ,el0d ' à Mri - " m ° dUl0 ' ' di '»™. 

„ p :f zt« r s° ^ b s sr avare ie componen,i ** ' V *"■ 

Vr = V A .tg6 - tg9 = V } JV X 

Le equazioni delle componenti della velocità sono: 



Vjc = v 0 
v,, = -gt 



(poiché a,. = 0, v, = cost) 
K " - & v, (0) = 0) . 



coSa°(a^ niPÌeeat0 ^ arrÌV3re 31 SU010 SÌ dcava All'equazione per la 
I .2 



che diventa: 

y(n = o = fi--L gl < 



Dunque 



tge = 



= 0.885 -. e =■ 41,5°. 



a n = #sen9 
o, = #cos6 



S = V d + a? 



"anf 3él,a de ve'S? 6 ^ ^ f3tt ° 3 ^ da " e COmponen,i carte ' 



tge = 

V, 
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dove 



v r = v„ 



v y = - gt 



- tg6 = - 



v 0 



Può essere opportuno analizzare i! risultato intermedio relativo al calcolo 
dell'angolo 9. 

Si è trovato, dal punto di vista dimensionale, un numero puro: 



[tg9] = 



m 



1 



m 

s 



m s 



s m 



= [numero puro] 



Questo è quanto ci si deve aspettare per una funzione trigonometrica. 
Si è anche trovato un valore negativo per tg6: ciò implica che l'angolo, 
compreso in modulo tra 0 e n/2 per la natura del problema, giaccia nel 
quarto quadrante del cerchio trigonometrico, come è ovvio data l'orienta- 
zione degli assi x ed y. 

È opportuno anche abituarsi a valutare, nelle formule ricavate, i casi 
estremi che, per loro natura, debbono essere facilmente prevedibili su basi 
fisiche. In questo caso, per esempio, un caso estremo è relativo all'istante 
t = 0. 



f = 0 fgfl 



-9 = n/2 . 



Analogamente, per / molto grande {t oo), tg9 = 0; questo è prevedibile, 
se sì pensa che, nella caduta parabolica, la velocità tende a divenire verticale. 

Nelle espressioni a n = gsen6, a, = gcos6, occorre ora esprimere sen9e 
cos9 in funzione di tg9: 

sen9 = tge/ì/l +tg J 0 

cos9 « 1 //l +1^6 



a„ = gsen9 = g- 



£cos6 = g- 



£v 0 



g 2 r 



Caso limite: 

t ~ 0 a„ = g a t = 0 (in accordo con quanto aspettato). 



11.11. Procedendo come nel problema 11.10 si ha: 
ed inoltre 
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Il raggio di curvatura è dato dalla relazione: 

1P 2 ,.2 /.,2 _i_ „2 ,2\ 



2 ,2\3/2 



Controllo dimensionale: 



gv. 



m J V' 2 i 
m i l 



77" 



m m 

!T S 



3 3 

m s 



m 



= m 



Calcolo numerico: 
R = [(30) 2 + (9,8 ■ 2) 7 ] m 



9,8 ■ 30 



(9 ■ 10' + 3,34 ■ 10 J ) 



2,3/2 



2,94 - 10' 



R = 156,5 m 



1.12. Indicando con>y(f) ed y s (t) le quote della freccia e delta scimmia rispettiva- 
mente, si ha: Y 

y/0) = (v 0 sen8)/-™g/ 2 
^(0 = H-~gt 2 



La scimmia viene colpita se, al tempo /* in cui freccia e scimmia hanno la p 
stessa quota y, avviene anche che la ascissa x/ della freccia coincida con 
l'ascissa d (costante) della scimmia: questo significa l'arrivo simultaneo di 
freccia e scimmia nel punto S". Dunque: 

>'/((*) =}•*(<*) - (v„ sentì) (* -~gt* 2 = H'~gi* 2 
da cui 



s 

/ I 
/ I 

/ ìs' 



H 



\ 



Q 



/* = 



H 



v„ sen 6 



L'ascissa della freccia ha la legge oraria: Xj{t) = (v Q cos6)/ per cui, al 
tempo /*, si ha: 



x f (t*) <= v 0 cos6- 



fi 



H 



v„sen6 tg6 ' 
ma H = d ■ tgO (nel triangolo rettangolo PSQ) per cui 



Xj{t*) = 



H 



tg6 



= d = x, . 



Dunque, al tempo /*, freccia e scimmia hanno le stesse coordinate e la 
scimmia è colpita. 

E da osservare che quanto sopra trovato non dipende dalla velocità delta 
freccia (purché v„ sia tale che la gittata della freccia sia superiore alta 
distanza d). 
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H.13. In un moto circolare uniforme l'andamento temporale del parametro cine- 
matico angolo 6 è tale che la velocità angolare sia costante: 



A9 
Af 



cost 



Dunque A6 = 0 - 9 0 = u> Al -» 9(0 = 0 O + « (/ - / 0 ) dove 9 0 è la posi- 
zione angolare quando t = t a . Se per / 0 si assume l'istante di inizio per il 
conteggio de! tempo (origine del tempo), si ha: 

9(0 = 9„ + w/ . 

La legge ora scritta vale per entrambe le lancette (ore e minuti); nel caso 
della lancetta delle ore (indicata in figura con l'indice (1)) si ha 

coi = 2jt/7~| = 2ti/12 1i (un giro intero in 12 ore), 

mentre per la lancetta dei minuti (indicata con l'indice (2)) si ha 

w 3 = 2n/r 2 = 2n/l li . 

Prendendo come raggio di riferimento per gli angoli la linea verticale (corri- 
spondente a 9 = 0) si ha: 

lancetta ore: Qi (f) = 6 !0 + W| / 

dove 9,0 = n/2 (posizione iniziale sulle ore tre) 

lancetta minuti: 6 2 {/) = ®2o + (j > 2 t 

dove 6 2 o = 0 (posizione iniziale verticale) 

9 3 (/) = w ; f . 

SÌ cerca il valore f* di f, tale che 6 2 - 9i = it/2; dunque 
M'*) = w 2 t* 



9,(/*) =-£- + «,/* 



Pertanto: 



<j>2 ~ *«>1 

Numericamente 
2it 



w 2 = 



12 h 
2n 



1 h 



= 0,523 rad/h 
= 6,28 rad/h 



3,14 



6,28 - 0,52 



~ 0,55 h = 33 m = 



11 



[1.14. a) Dalla relazione 
dia 

— ; — = w = cost 

dt 

si ha 

«(/) = j w dt + cost = wf + cost , 

dove la costante rappresenta il valore iniziale (/ = 0) della velocità 
angolare, cj 0 . 

= ù / + «„ 

(analoga alla relazione v(r) = at + v 0 del moto rettilineo uniforme- 
mente accelerato con accelerazione a). 
Poiché la giostra parte da fjerma; co 0 = 0 e dunque 

u>(0 = ùr 

Per / = 2 s si ha: 

rad 



o(2) = 0,2 



(2 s) = 0,4 



rad 



s' I ' ■ s 
b) L'accelerazione vettoriale del punto è: 



dt 



Il modulo della velocità vale v = ur, con /-distanza del punto dall'asse 
di rotazione. Dunque 
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_dv_ 

dt 

..2 



_( w , ) = r __ = rw 



= w 2 r, 



Osserviamo che, nel caso del problema, l'accelerazione tangenziale è co- 
stante nel tempo, mentre la componente normale cresce con il quadrato del 
tempo. 

Il modulo dell'accelerazione ha dunque l'espressione: 
a «= V aj + a 2 „ = /ùV+ tì V/' = Ùr-{T+C?7 . 



Rapitolo terzo 

Detta v la velocità rispetto al sistema fisso, solidale con la riva, e detta v' la 
velocità della canoa rispetto ad un sistema mobile solidale con la corrente 
si ha: 

V = v - v, -+ v = •/ + v, 

dove v, è la velocità di trascinamento, cioè la velocità rispetto a riva di un 
B Punto solidale con il sistema mobile (dunque con le particelle di liquido 
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contro 
corrente 



a favore 
di corrente 



t A 



— (v_V) 



(L+ ?) 



v"' 



« A 




terra 



r 




0' = © 



NI.2. 



I 

1 HI.3. 



che costituiscono la corrente) che si trovi ad essere sovrapposto alla canoa 
(punto mobile). v,è l'incognita del problema e può essere determinata scri- 
vendo le equazioni orarie dei moti di andata e ritorno. 

Andata (contro corrente) vi = v' - v, 

Ritorno (a favore di corrente) v 2 = v' + v, 

Sottraendo m.a.m. si elimina v' e si ottiene: 

V; — V] = 2 v, . 

D'altra parte vi = l/i, e v 2 = Uh, per cui 

-i(i-TK^i<'°^(-3^ 

-8,33-2-^0,14^ 
min s 



Scegliendo un sistema di riferimento fisso solidale con l'autotreno, perché 
il sorpasso sia completato, il fronte A dell'auto, che sì muove con velocità 
(y - V) rispetto all'autotreno, deve percorrere il tratto (L+ I). Trattandosi 
di moto rettilineo uniforme, il tempo necessario è: 



L+ / 
v - V 



19 m 



19 m 



40 



km 



40 



1000 m 
3600 s 



= 1,7 s 



Le grandezze date nel testo dell'esercizio si riferiscono ad un sistema di 
riferimento fisso solidale con la terra nel quale si ha la situazione di figura. 
Rispetto a questo sistema fisso, un sistema di riferimento mobile solidale 
con il primo aereo ha velocità di trascinamento costante v, = v ( (moto tras- 
latorio, per cui la velocità di trascinamento ha Io stesso valore in tutti i 
punti dello spazio). 

In questo sistema mobile, in cui l'aereo (1) è fermo, il secondo aereo ha 
velocità relativa 

V*2 = V 2 - V r = Vi - V) 

essendo v 2 la velocità del secondo aereo rispetto al riferimento fisso. 
Proiettando sugli assi x' ed / del sistema mobile (scelti paralleli ai corri- 
spondenti assi x e y del sistema fisso) si ha: 

v ir = v 2)[ - v | = v 2 cos 6 - v i 

V2>. = v 2y - v 2 sene '- 
L'angolo 6' è tale che: 

ed il modulo di vi è 
'vi = vV& + v£. 




Numericamente 
km 



Vi* - (s00-^-j.0,87- 
v' 2 , = (s00^J.0,5 = 



500 



km 



s 196 km/h 



400 km/h 



400 



tg6 ' = 19T = 2 ' 04 ~* 9 ' s64 ° 
vi = V(196) J + {400) 2 = 444 km/h 



Soluzione degli esercizi 423 



111.4. 



n^JnV* Vel0dtà del punt0 rispett0 "L sistema fisso Oxy ed a quello 
mobile Ox>y, rispettivamente. Essendo V la velocità di trascinamento 

v = v' + P\ 

In modo analogo, per l'accelerazione si ha: ( 
a = a' (a, = 0, S c = 0) 
AW riferimento mobile O'x'y'; 

0 -» a-' = cost 



0. 



Vv 



traiettoria rettilinea verticale 



Nel riferimento fisso Oxy. 
a = - g, v = v'+K 

v jt = V = costante 
v r = = v; - gt 

JC(0 = + F/ 



(f / ha solo componente x) 



y(0 -y a + <t-~gt 2 



— traiettoria parabolica 



12. 



v 



Sie fSiì^i.? 6 ^ 3 ! 0 ? Xy Si ha: 5 ' - « Corrispondente al fatto 
cne e presente soltanto la forza reale dovuta al peso) 

presenterà 3 Z^Z^' (non T^' nd quaIe 0,tre »»» fw2a è 
presente la torza a inerzia - mA) si ha: 

à' = à - Ì 

Dunq ue l'accelerazione relativa ? è uniforme nel riferimento mobile ed 
inclinata rispetto alla verticale. 

y 

Conviene risolvere il problema ponendoci nel sistema mobile: 



a' x = - A 



vi - - Ai 

v; = v^ - g/ 



/W = y'ot --~gt 2 



y 



-a 




12 



La quota 

? 



viene toccata per / = 0 (istante di lancio) e per 
2^ 



t = r = 



g 



(istante di ricaduta sul fondo del vagone). La distanza dal punto di lancio 
(x' - y o ) del punto di ricaduta sarà: 

^ = y ( f) - y„ - - -L ^ = - -L a -$f- = - 2A^L 
2 2 r g 

Osserviamo che, essendo /l < 0 (rispetto all'orientazione, scelta come posi- 
tiva per l'asse x\ si tratta di frenamento) si ha Ax' > 0, cioè il corpo ricade 
in avanti. 



III. 6. v' = v-v ( = v- F 

V = vtge -* v = K/(g6 



Ln 1000 m \ 1 



m/s . 



<J 2 r 



to 2 r 



III.7. La mosca M, rispetto al sistema di riferimento fisso Oxy, si muove di moto 
circolare uniforme, su traiettoria di raggio con velocità angolare (w + co'). 
Per un osservatore solidale con il sistema fisso l'accelerazione sarà quella 
che compete ad un punto che si muove di molo circolare uniforme, e dun- 
que un'accelerazione centripeta di modulo: 

a = (co + co') 2 r = co 2 r + co' 2 r + 2 co co' r 

L'accelerazione rispetto al sistema fisso è dunque somma di tre termini, il 
cui significato è il seguente: 

è l'accelerazione relativa al sistema mobile (disco in rotazione); in 
questo sistema la mosca si muove di moto circolare uniforme con 
velocità angolare to'; 

è l'accelerazione di trascinamento; infatti è proprio l'accelerazione 
che compete, rispetto al sistema fisso, ad un punto solidale con il 
sistema mobile (disco in rotazione con velocità angolare co) che si 
trovi ad essere sovrapposto al punto (mosca) di cui si considera il 
moto. E da osservare che l'accelerazione di trascinamento, nei : 
casi in cui il moto non sia traslatorio, ma implichi delle rotazioni, : 
è diversa da punto a punto; per esempio, se la mosca transitasse 
nel punto 0 si troverebbe ad avere una accelerazione dì trascina- ; 
mento nulla; I 

2»wV: è l'accelerazione complementare o di Coriolis; infatti (o>V) rappre- É 
senta la velocità relativa V (tangenziale alla circonferenza di rag- a 
gio r) e dunque il prodotto 2w(w'/-) è semplicemente il valore J 
che assume il prodotto vettoriale: 

flf = 2ÙXV 1 ■? 

in questo^caso, in cui i vettori co (perpendicolare al piano delj 
foglio) e v^sono ortogonali tra loro ed orientati in modo tale da| 
dare per à c la direzione centripeta. 
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IH.8. Preso un sistema di riferimento inerziale, solidale con le stelle fisse, la 
Terra è un sistema mobile che ruota con velocità angolare costante 



2 ir 



2n 



(24 



h). (3600 -jÌ- 



= 7,27 • IO rad/s . 



La direzione del vettore w è da Sud verso Nord. 
L'accelerazione di Coriolis è: 

Se = 2 ò> x v 1 

La sua direzione è mostrata in figura ed il suo modulo è: 



a c = 2(ùv' = 2- 7,27 ■ IO 



145 



m 



(parecchio minore dell'accelerazione di gravità, in modulo). 
La proiezione di à c sulla tangente al meridiano vale: 

a„ = a c cos(3 = a t cos (-^ — aj = a t sena = 
= 0,145 • sen 50° = 0,11 m/s 2 . 




Capitolo quarto 



IV.l. F = m 



dv 



dv 



di ' di 
F= mb = (0,2 kg) • 



dt 



(a + bt) = b 



(0,5^0,1N 



IV.2. F = ma - 



a- 



«v = FJm = costante 
a v = FJm = costante 



Le proiezioni del punto mobile sugli assi si muovono di moto rettilineo 
uniformemente accelerato per cui: 

Vjc = v ox + a x i ; v, = v ov + a>t 

La condizione di quiete iniziale (/ = 0) riduce la velocità a: 



Integrando ancora ed imponendo la condizione iniziale di occupazione del 
punto origine per / = 0, si ha: 



1 2 1 



Dalla prima equazione si ha: 



m 



Fx i „ 



(3N) 



2*0) 



2 ■ (125 m) 



(25 s 2 ) = 0,3 kg . 



'.3. Posto t= 0 per l'istante di inizio dell'azione frenante, il valore dell'impulso 
nell'intervallo di tempo compreso tra f, = 0 e t 2 - 10 s è: 



1 



2 ~ \ fàt - q 2 ~ Q\ = mv 2 - mv, = - wv 0 (v 2 = 0, v, = v 0 ) 

hi = " (10 kg) (3 -y-) = - 30N - s 

Dall'impulso è immediato risalire alla forza costante 

hi = \ % fdt = f( h - h ) -/ = = (~ 30 N - s) • U—\ = - 3 N 

J 'i h ~ h \ 10 s / 



'A. La forza F, applicata alla massa totale (m + M), le conferisce un'accelera- 
zione a tale che: 

F lo 

F= (m + M)a = f— - ~- - 8,33 m/s 2 

m + M 1,2 

Il carrello m, considerato come corpo singolo, si muove con accelerazione 
a, sotto l'azione della forza F A . Dunque: 



F A - ma - (0,2 kg) 8,33 = 1,67 N . 



'.5. Indicando con / la lunghezza del tratto di frenata e con Fin forza frenante 
incognita, ed applicando il teorema dell'energia cinetica, si ha: 

L = FI = Afi„ - A in = - A in = - -~ mv 2 

(^nn = 0 perché la velocità finale è nulla). 

Il lavoro risulta negativo perché forza frenante e spostamento hanno versi 
opposti: 

Ifj = = (IO 3 kgnqoWm^] _ 

11 2/ 2 (10 2 m) 3858 N 



.6. Nella fase di salita, il teorema della energia cinetica si scrive: 

h = Af ln - Aj„ 

con A nn = 0, A in = ymvì 

L = (mg) • I = mg/cosB = - mg/sena 
(essendo 9 = a + jt/2). Dunque: 

L = - mgt sena = -~ mv* - / = —— ^ = 10,2 m . 

2 g sena ' 
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1V.7. 



Nella fase di discesa il corpo viene accelerato, partendo da fermo, ed il teo- 
rema dell'energia cinetica si scrive: 

L - + m,l»na " -f »*}-<> - V ' W m/s 

~' «ASM 

Trattandosi di problema monodimensionale, il teorema dell'impulso si 
scrive: 



In = T F(0 dt = q 2 ~ Vi 



WJV 



= 0 perché il corpo è inizialmente fermo). 
Per il teorema della media si ha: 

[ n = \ 2 F(t)dt = Kh ~ <ì) -F-to. 



Dunque 
- mv 



dove Fè il valor medio della forza e può essere considerata come una forza 

costante attiva per l'intervallo di tempo Ai. 

Il teorema dell'energia cinetica si può scrivere, per n wvwu 

vA£_ « _1_^20 -^-j (2 ■ IO" 3 s) « 



A5 = 



mv 



Af = 



2 F 2 mv 
= 2 • 10" : m = 2 cm . 

I = -mgh = fc-*] -0-^i = -4" mvÌ 

(il lavoro della forza peso è frenante) 
v = {Tgh = 14 m/s . 

II teorema dell'impulso relativo alla fase di lancio si scrive: 
^ (F- mg) di s (F- mg) ir = <Ti " ffi = mv " 0 = 
dove Fè la forza impressa dalla mano al sasso ed è assunta costante. 



»iv 



F = mg + Jg- = 0,2 ■ 9,8 - U96^28 - 30 N 



10 
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1V.9. 




m 2 g 



S e fnr, r fJf mÌ f,J ina ™ ica i " cui intervengono fili di collegamento tra corpi 
a forza di contatto che un filo esercita su un corpo può essere sostituita dà 
una forza equivalente, detta tensione. 

Nel caso in cui, in un sistema meccanico, varie parti materiali siano colle- 
gate tra loro (per esemp,o tramite fili o contatti diretti od altro) è conve 

2m.^- 7 ■ ' e Varie parti come «»* segoli, sottoposti a forze che 
schemafzzmo le interaziom con le altre parti del sistema, e che includano 
le azioni esterne sul corpo stesso. Per questi corpi singoi si sviluppano le 
conseguenze delle leggi della dinamica 

Nel caso del problema, la schematizzazione di corpo singolo porta a consi- 
derare le masse m , ed m 2 separatamente: sulla massa m, agisce la tensione 

faJSTSf' 3 , al , fil °' men ' re h f ° rZa peS0 è equilibrata, ad ogn 
S£ u fi rea2,0ne d ' 1 J P,an ° e "° n ha effett0 sul mot °; ^lla massa L 
agisce la forza peso m 2 g, diretta verso il .basso, e la tensione ? lt dovuta™ 
filo, diretta verso 1 alto. 

LnTgetrT:^ 0 ddl3 dÌnamÌCa ' aPP ' ÌCat ° * due C0rpi ' si scrive ' in 



corpo w, : 
corpo m 2 : 



m 2 g = m 2 (jr,. 



Per quanto riguarda il modulo delle accelerazioni a T ed a,, l'inestensibilità 

ionfsc\roer e r: 8lia8lÌanZa h CleÌ moduli: » 1^1 = *• ^ ata >'°riema- 
zione scelta per gli assi, si ha: a x = a, a y - - a 

Relativamente alle tensioni f, e ì 2 si ha che: 

- se non ci sono forze di attrito tangenziali sul piolo sul quale slitta il file 

nef m.n!i fi ? Ì* £T. trascurabil f.; al ] ora ,a te ™one ha Io stesso modulò 
nei punti A e B. Nel sistema di riferimento scelto: 

T| = i 2 = T 

Le due equazioni precedenti diventano allora: 
t = ni\a 

t - ffijg = - m 2 a 



mi 
m, 



m 3 



a = 



ftii m, + m 2 
Casi limite: 
m 2 » a == g 

(la massa m| procede, in pratica, con l'accelerazione di gravità) 
m 2 « ni] a = 0 

Calcolo numerico: 



N 



— ^-w* 
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IV. 1 0. La tensione del filo sulla massa m\ si esercita fino al momento di contatto 
con il suolo della massa m 2 . In quel momento la velocità delle due masse, 
in modulo, si può ricavare dal teorema dell'energia cinetica. Il lavoro rela- 
tivo alla massa m 2 è positivo (spostamento e forza peso concordi) e vale 
Li = tn 2 gh\ il lavoro per la massa mi, che si sposta di h lungo il piano 
inclinato, vale I; = -mig/isencc. Il lavoro totale vate dunque: 

L = m 2 gh - m\gh sena = K r , n - K ia = -y- m, v 1 + -j- m 2 v J . 

Si è tenuto conto del fatto che l'energia cinetica iniziale è nulla e che, 
finché il filo è in tensione, le due masse si muovono con la stessa velocità. 
La velocità v alla fine della fase di moto accelerato vale 



2gh 



M/2 



/M| + m 2 



(m 2 ~ m\ sena) 



A partire dal punto di arrivo al suolo di m 2 , la massa mi, che sì trova ad 
avere velocità v, procede lungo il piano inclinato, di moto uniformemente 
ritardato, per un tratto di lunghezza / alla fine del quale si trova ad avere 
velocità nulla. Per it teorema dell'energia cinetica si ha: 

1 , 

L = - mgl sena = K rm - Kn = ~~ ■Kin = ~ t~ mv ' 



da cui: 



/ = 



I 



2gh 



2g sena 



2g sena (mi + m 2 ) 



(m 2 - m] sena) = 



_ {m 2 ~ m x sena) _ - 

" — ; i ^ = Ira. 

(mi + m 2 ) sena 



IV. 11. La forza agente su un corpo di massa m, in quiete nel sistema dell'ascen- 
sore, vale: 

■Fresie + ^fittizia + ^Bilancia = 0 

Areale = mg ; filli*» = " «3, = - ma 

(a rappresenta l'accelerazione di trascinamento del sistema mobile ed è 
uniforme, trsuaceos' di moto traslatorio). 

Dunque iVrza peso e forza fitilzia sono concordi e parallele e la forza che 
deve esercitare la bilancia sarà: 



"Bilancia 



= mg + ma ~* m = 



^Bilancia 
g + a 



A terra, dove è attiva la sola forza reale mg, la bilancia indicherebbe: 
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m i g 



IV.12. Il secondo principio della dinamica, applicato alle singole masse m lt m 2 ed 
m 3 , tenendo conto del fatto che il filo è inestensibile e di massa trascurabile 
e che non ci sono attriti sui pioli P, si scrive: 

/ni): ri - m\g = - m\a x\ = m\ (g - a) 
m 2 ): x 2 - m 2 g = + mia -> t 2 = m 2 (g + a) 
rrt)): X\ - x 2 = m^a 

Inserendo le espressioni dì \\ e x 2 nella terza equazione, si ha: 
t[ - tj = mig - m\ a - m 2 g ~ m?a = mya , 
da cui si ricava l'accelerazione a: 
g (mi - m 2 ) = (mi + mi + a 



a = 



(mi ~ m 2 ) 



g = 



(2 - 1) 



g 



(m, + m 2 + m 3 (2+1+3) 
t) = mi (g - a) = 2 ■ (9,S - 1,63) = i6,3 N 
x 2 = m 7 ig + a) = 1 • (9,8 + 1,63) = 1 1,4 N 



-f- = 1,63 m/s 2 



m 2 g 



È da osservare che le tensioni relative ai due tratti di filo non sono uguali e 
sono tali che la loro differenza imprime alla massa m^ l'accelerazione a che 
deve essere comune ai tre corpi mj, m 2 , mj. 



■i 

irti 




IV.13. La velocità di lancio v 0 è legata all'impulso / dalla relazione: 
1 = 9nn - Q, n = mv o ~0 = m v Q . 

Nella fase di salita il manicotto è sottoposto alla forza peso mg ed alla forza 
di attrito, entrambe dirette verso il basso. Tali forze, spostando il loro punto 
di applicazione della quantità h, riducono a zero l'energia cinetica iniziale 
del manicotto. Per il teorema dell'energia cinetica si ha: 

L s = - mgh - Ah = K rm - K ia = - K isl = --j- m\ 2 a 



dove A indica il modulo della forza di attrito (costante). Dunque 
1 , 

mgh + Ah = — mv; 

Nella fase di discesa, il manicotto è ancora sottoposto alla forza peso ed alla -| 
forza di attrito, che l'accompagnano per il tratto h considerato (prima che il 
manicotto tocchi il suolo). Il lavoro, questa volta, è positivo per la forza 
peso (forza e spostamento concordi), ma ancora negativo per la forza dì 
attrito (sempre la forza di attrito ha verso contrario allo spostamento). J 
Dunque 



L d = mgh - Ah = Kn n - Kj 



Kfin = — m v l 



(K m - 0 perché la fase di discesa inizia con il manicotto fermo alla mas- 
sima quota). 
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Le due espressioni del lavoro permettono di ricavare la velocità v Q in fun- 
zione della velocità di arrivo al suolo e della quota Infatti, dalle due rela- 
zioni: 

mgh + Ah = -y- mvj 
mgh - Ah = mv 2 , 

eliminando, mediante somma m.a.m., la parte relativa all'attrito, si ha: 

1,1, 
2 mgh = — mv; + — m\r 

vi = 4gfy - v 2 v 0 = V - v 3 . 

L'impulso richiesto è dunque: 

/ = mv 0 = m^Agh - v 2 = 2,89 Ns . 



U. I = Kr in - A- n = Ann = — mv* 2 

dove v* rappresenta la velocità del punto al tempo t = r*. 
La velocità v* si calcola, per esempio, tramite l'uso del teorema dell'im- 
pulso: 

1 F(l) dt = q nn - q m = m v* 

1 FU)dt = \ F 0 sen(a()^f = ~ [" cosa/]'* = ~(1 - cosaf*). 
Jo Jo a a 

Dunque 

v* = (1 - cosa?*) -= „ , ( '°, N) - U fi - costi = 1,59 m/s 
ma (I kg) (ns ) \ 6 / 

L =~ mv* 2 = -j- ■ 1 . (1,59)* = 1,26 J . 



•15. I] supporto S è fermo, mentre le masse M\ ed M 2 si muovono. Ciò implica 
che è nullo il risultante delle forze applicate al supporto stesso: 

F - t, - x 2 - M$g = 0^F=t,+t 2 + M s g . 

Per il fatto che manca l'attrito e la massa del filo è trascurabile si ha 

T| = i 2 = T. 

La seconda legge della dinamica, applicata ai corpi singoli M\ ed M 2 , 
assume allora la forma: 



t - My g = ~ M } a 
r - M 2 g = + M 2 a 



(il corpo M\ scende) 
(il corpo M 2 sale) 



i/tftt/t. 



M 



s9 1 *i 



si ricava: 



Da cui: 

F-2 T + M 5 g= g + A/.gs 157 N. 

OMwwztoJi*; Se lo scorrimento del filo di collegamento tra le masse M, ed 
M 2 fosse impedito da qualche freno il dinamometro misurerebbe una forza 
diversa. 



IV.IÓ. Dal teorema di conservazione dell'energia meccanica per campi conserva- 
tivi T + U - E si ha che, in corrispondenza del massimo di velocità e 
quindi del massimo di energia cinetica, si deve avere il minimo dell'energia 
potenziale. La U = U(x) presenta un minimo per x = x WN . Tale minimo 
si ha per 



àV d I t a 



da cui segue 

~ B -> *MIN = — = 4 m 



-^MIN B 

"min = U(x uai ) = A—p-B^- = - -LJL = - o,63 j 

E = Tmax + U UiU = -~ mv 3 MAX + i/ M1N = 4,5 - 0,63 = 3,87 J . 
La forza, nel punto di minima energia potenziale, è nulla. 



IV.17. L'equilibrio è caratterizzato dalia condizione — = 0 Dunque 

ax 

= 2Ax-4Bx 3 = 2x(A-2Bx 2 ) = 0 



dx 
per cui: 

x = 0 ed x = + {aÌÌB = + 1,58 m. 



Dal grafico si vede che x = 0 corrisponde ad un minimo e quindi ad una 
posizione di equilibrio stabile, mentre jc = 1,58 m corrisponde ad un mas- 
simo e quindi ad una posizione di equilibrio instabile. 
Alla stessa conclusione si perviene considerando i segni delle derivatevi 
seconde nei punti a derivata prima nulla: 



d 2 U ' 
■3- = 2A- \2Bx 2 



dx 2 

Per x = 0, d ^v/dx 2 = 2 A > 0 (minimo) 

PCr X = d2U,dx2 = " 4A < 0 (massimo) 
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1V.18. La forza è 

dx dx 



= - 2Ax, 



ed è diretta verso l'origine dell'asse x. Nel caso del problema, con il punto 
lanciato verso le x crescenti, la forza è frenante, per cui si arriverà ad un 
punto di fermata x = x*. Per il calcolo di x* è conveniente usare il teo- 
rema di conservazione dell'energia meccanica: 

T 0 + U(x = 0) = 0 + U(x*) 

(per x = x* il corpo si ferma e T = 0). D'altra parte U(x = 0) = 0 e 
quindi: 



~mvl = Ax* 2 - x* = = 2 m . 



1V.19, Il punto è soggetto ad una forza diretta verso l'origine 
àU 



dx 



= - a (costante). 



Il problema può essere risolto sia con la cinematica del moto rettilineo uni- 
formemente accelerato, sia con l'uso del teorema di conservazione del- 
l'energia meccanica. Con la conservazione dell'energia meccanica si ha: 

T* + U(x*) = T 0 + U(x = 0) 

in cui 

7"* = 0 (punto lasciato da fermo) 

U(x = 0) = 0 

Dunque: 

ax* = -y- mvj 

dove v 0 è la velocità con cui il punto passa per l'origine 

l/ 2ax* 1/2-1-2 , „, , 
v 0 = y-^- = ]j— — = 4,47 m/s . 

IV.20. Si ha equilibrio per F = 0 e quindi = 0 

dr 

dU . [ „ B n { , B 6 \1 6/1B 6 /, 2B" \ 

dU ( 2B 6 \ n 

_ = 0 per (1— ^-)-0 

da cui 

r 0 = (2B k ) m = B- l m = 3 ■ IO" 10 - 1,12 = 3,37 • 10~ 10 m . 



IV.2I, 



F * = = 2x + y; £(1,0,0) = 2N 



Fy 



dx 
dU 
dy 



£0,0,0) = 1 N 
Fz = ~2z ; £(1,0,0) = 0N 

F = jFi + Fj + Fi = V4 + 1 + 0 = 2,24 N 

2 



F x = fcosS - cos6 = 



2,24 



0,894 - 9 = 26,6° 



Capitolo quinto 

v.i. 



Supponendo che l'unica forza gravitazionale non trascurabile sia dovuta 
alla Terra, la terza legge di Keplero si scrìve: 

7-2 = co t = T *- = T * 

avendo indicato con T L e Ti i periodi di rivoluzione della Luna e del satel- 
lite rispettivamente; e con R L ed R s i raggi delle orbite circolari della Luna 
e del satellite, rispettivamente. 
Dunque 

Poiché T s = 24 h = 1 d e T L = 27 d si ha 
Ks = 3,8 - 10 5 U-) = 4,2 ■ I0 j km. 



V.2. Valgono le relazioni di conservazione: 

Energia . „ , „ „ 1 , GMm 



meccanica 

Velocità 
are ola re 



T+U = E = ~mv 2 F 



- in v J 4 



GMm 



1 



I 



2 r P v r = — r A v A 



dove m è la massa del satellite ed M quella della Terra. 
v a - v P ~—, che, sostituita nella T+ V = £ dà: 



GAZ 



2 f /■ j rj 



^v},= 



2GMr A 
fp(r A + />) 



La quantità (GAf) è ricavabile dalla legge di gravitazione universale appli- 
cata ad un qualsiasi corpo che cada con accelerazione g in prossimità della 
superfìcie della Terra: 



GM m 
Dunque: 



mg -» GAt = gR} 



Soluzione degli esercìzi 435 



VJ La seconda legge della dinamica, applicata al satellite di massa m, in moto 
circolare uniforme su traiettoria (radente) di raggio r = R L , con R L raggio 
lunare, si scrive: 



da cui 



ma = ma„ = mw 2 Ri , 



^Rì 



Indicando con pi, la densità media della Luna, si ha: 



4 D j „ 4tt 2 Rj 
M L = Pl— * Rl qj2 



da cui: 



p t = -|fr = 3,24.10 3 kg/m 3 . 



V.4. La velocità areolare costante vale: 

area ellisse = nab 
periodo T 



1 1 1 u 

— /- B V5sen0 = — r B v fl sen« = — ov B 

(essendo * = /■ B senet). Dunque: 

-y o\ B = — j v fl - ^r- . 



B 




come : b 
/ 1 


i 1 


«TV \ 


\ a 


» 1 — ♦ 1 

s y 






V.5. Detto o w il semiasse maggiore dell'ellisse della cometa di Halley, a causa 
del piccolo valore della distanza tra il suo perielio ed il Sole, potremo 
porre : 

Distanza Afelio-Sole = 2<J//. 

Applicando la terza legge di Keplero alla Terra ed alla cometa di Halley, 
sì ha: 

n n 



-^tt- = cost = — 3- = — r 
R i ar au 



7h T 



da cui: 

dove Tu = 75 anni, 7> = 1 anno 

|_ZjLj 2 ' 3 = 2,67 -IO 9 km. 



a H = 150 • 10° 



Perciò: distanza Afelio (Halley)-Sole = 5,33 • 10 km 
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V.6. MC= K f - K ia = m v ! n . 

La seconda legge della dinamica si scrive: 

GMm = vi 
(Rr+ zi„) 2 (RT+z m ) ' 

ed analogamente per la posizione finale. Da qui: 

2 = GM 2 = GM 

Vin *r+-- m V Rt+:j 
e quindi: 

Sapendo che (vedi esercizio precedente): (7 A/ = #Jìfsi ricava il valore 
numerico della variazione dì energia cinetica: AA" = 1,1 ■ IO 10 J . 

V.7. Il moto è circolare uniforme e la seconda legge della dinamica si scrive: 
e a 

r = -j— = Bm f , 

essendo a c l'accelerazione centrìpeta. Dunque: 

a , 4 tt 2 

—p = JMtf r = WG) /■ = m ; r 

Dunque: 

r 3 4* 2 T 

— j- = m = costante -» — = costante 

r a r 

Dunque: T <x r (periodo proporzionale al raggio) 

mentre la terza legge di Keplero per il campo gravitazionale comporta 

-ri 3 

T <x r . 



V.8. L'elongazione statica a è tale da realizzare l'equilibrio tra forza elastica e 
forza peso: 

mg - ka = 0 . 

La costante elastica k della molla vale 
a 

Disposta la molla orizzontalmente, l'oscillatore armonico che così si rea- 
lizza ha pulsazione 



V m y am ]j a 
Il periodo di oscillazione vale: 

<a V g ' 



V.9. Il secondo principio delta dinamica applicato al corpo di massa m, relativa- 
mente al suo moto monodimensionale orizzontale, si scrive: 

F = - k x x - k 2 x = m (d 2 x/di 2 ) 

essendo x lo spostamento rispetto alla posizione di equilibrio. È da notare 
che, per ogni x, le forze elastiche delle due molle agiscono in modo con- 
corde. L'equazione del moto è dunque: 



d 2 x 



m I 



0 , 



la cui soluzione è del tipo: 
x(t) = A sen (cor + <f>) con 



y m 



(pulsazione) 



u) y A-, + 



sls. 



V.10. Dette x\ ed x 2 le elongazioni delle due molle rispetto alle relative lun- 
ghezze di riposo, ed L, ed L 2 le lunghezze nello stato finale, deve essere: 

L = I, + L 2 

i| = /| + x, , Li = ì 2 + x 2 . 

La forza F, applicata al punto A, si trasmette inalterata all'estremo B della 
prima molla, per cui, all'equilibrio: 

F- A-,*, =0 ed anche 
F~ k 2 x 2 = 0 per cui: 
Mi = M 3 ■ 

Dunque gli allungamenti x l ed x 2 debbono soddisfare le condizioni: 
+ x 2 = L - /, - ! 2 



-vi 



■x 2 



Risolvendo sì ha: 

*2 



X X 



k x + k 2 



{L- li - l 2 ) - 6,7 cm 



(!-/[- l 2 ) = 3,3 cm 



da cui 



I] = 10+ 6,7 = 16,7 cm 
L 2 = 20 + 3,3 = 23,3 cm . 
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V.II. 



L'effetto dell'urto è di conferire energia cinetica -~ mv 2 al corpo che, tro- 
vandosi al massimo dell'oscillazione (x = A D ), aveva velocità nulla. Subito 
dopo l'urto, il corpo ha dunque energia meccanica 

K+U «-y- mv 2 +-yA'4- 

Con questo contenuto energetico Scostante, il corpo prosegue ad oscillare 
con ampiezza maggiore della precedente, 

È possibile esprimere E in funzione dell'ampiezza di oscillazione finale. 
Infatti per x = A, v = 0 e quindi 

E = \kA 2 . 

Dunque 

K+U = ~y mv 2 +-y kAl --^-kA 1 , 
da cui: 



L'impulso vale I = mv (I = q/~ q in = <!/) e quindi 
/ = mai} A 2 ~ Al 



2n i— 
m — — V A 



/ « 1 



2n 
6,28 



V(0,2)-(0,l)' = 0,17 Ns. 



V.12. In assenza di attriti, si conserva l'energia meccanica totale: 
K in + U in = Kj+U f 
1 

dove il = — kx 2 è l'energia potenziale della molla. Si ha: 



fin = 0 



Km 



(molla a riposo) 
(energia cinetica iniziale) 



U f = -~k(M) 2 

K f = 0 
Dunque 
1 ì 1 ■> 



(molla completamente compressa) 
(massa arrivata alla quiete). 



16 cm 



V.13. 



V.14. 



Il campo di forze è centrale e la velocità areolare si conserva. Basta calco- 
lare la velocità areolare all'istante iniziale: 



velocità areolare = 



1 - 



— rxv = — [0-/ + 0-J + 2A'] 



rxv 



J 

y 



J 
0 

1 



Un corpo, sottoposto all'azione della forza di gravità e della resistenza del 
mezzo del tipo F = - b\, arriva ad avere una velocità di regime costante 
v„, dal momento che si realizza un equilibrio dinamico (a = 0) tra la forza 
mg diretta verso il basso e la forza resìstente - 6v„. Dunque, a regime, 
mg-b\ a =0-vv„ = mg/b (vedi anche formula [V.7]). 
Nel caso del problema, la dipendenza del coefficiente b dalla geometria è 
del tipo di proporzionalità all'area della sezione della sfera: b = anR 2 con 
a costante. 

Per le due sfere, aventi la stessa densità p, si ha: 



V2, 



m 2 g 



3a 



4pg 
3« 



Dunque 



Ri 
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V.15. 



Detta F M la forza con cui il motore spinge, a regime, la macchina, si ha: 

F\t ~ 6v„ = 0 -* F M = b\„ 

la corrispondente potenza è: 

^- = Fu- v, = bvi = 27 kW = 36 Hp 

(1 Hp st 0,75 kW). 



V.16. 



L'angolo tt è legato alla pendenza percentuale 0%) dalla relazione: 



tga 



Per p = 10% = 0,1 si ha tga = sena = a . 

Detto ds lo spostamento dell'auto nei tempo dt, il lavoro della forza peso è: 
dL P = mg cos(3 ds = mg cos (a H — y-J ds = 
- - mg sena ds = - mg sena vdi 

essendo v la velocità con cui procede l'auto (in salita il lavoro della forza 
peso è negativo, frenante). 
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La potenza della resistenza del mezzo è 
Pr = F R v = - d>v 2 

e quindi il lavoro frenante sviluppato nel tempo dt vale: 
dL R = ~ bv 2 dt. 

Nello stesso intervallo di tempo dt, il motore sviluppa un lavoro positivo 
Pdf che, a regime, non altera più l'energia cinetica dell'auto e che, quindi, 
deve uguagliare la somma dei lavori frenanti 

Pdt = mg sena v dt + bv 2 dt . 

La velocità deve dunque soddisfare l'equazione: 

bw 1 + (mg sena) v - P = 0 

V (mg sena) 2 + 4bP = 



mg sena 1_ 

2b Ib 



24,6^- = 88,4-^ 
s h 



V.17. L'equazione del moto è: 
d 2 x b dx k 

y- + — + X = 0 



dt m di m 
la cui soluzione è 
x(t) = Ae a " + Be al ' 
con 

b 



«1,2 = 



2 m 



k 
m 



I 

i 



/ b 1 k \ 

Il segno della quantità I— — i condiziona le caratteristiche del 

\4w m I 

moto. Nel caso del problema si ha: 

U 1 _Jl) = ^L__J1 = _3 9 <o. 

\ 4m m j 4 ■ 1 l 



In questo caso la soluzione diventa: 



x(t) = A„ e 
con dì 



seti (d)/ + (p) 



4w 



T ~ 



= /39 = 6,25 s" 



11 periodo è: 

/ = ~ 1 S . 

w 

L'ampiezza dopo 3 periodi vale: 

A(t = 37} = W 0 ?" ! ""' <3r> = ^f' 1 = 1 cm. 
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V.18. 11 sistema dì riferimento non inerziale costituito dal carrello è sede, sulla 
massa ni, di un campo di forze uniforme: 

F = + Àliti* = mg - m5= m(g - 3) . 

Net carrello, per quanto riguarda il moto della massa m, tutto va come se 
l'accelerazione di gravità fosse diventata in modulo: 



St 



_l£L 

m 



,]g 2 + a 2 = 1 1 m/s 1 



-21 

^^^^^^^^^^ 



(e con direzione non verticale). 

Con procedimento del tutto simile a quello usato per ricavare il periodo di 
oscillazione del pendolo in presenza della sola forza peso, si ha: 

r=2 B ^-6,28.^f -1.9s. 

V.19. 11 secondo principio della dinamica si scrive: 
mg + N = m 3 . 

Proiettando sulla normale alla traiettoria orientata positivamente verso 
l'esterno si ha 

- mg cosa + N = - ma„ . 

L'accelerazione centripeta a„ vale v 2 /R. 

Applicando il teorema dell'energia cinetica si ricava la velocita v: 

mgh = ymv 2 -v 2 = 2gh = 2gR(l - cosa) . 

Dunque: 

N = mg cosa - mv 2 /R = mg cosa - 2 mg (1 - cosa) = mg (3 cosa - 2). 











/ R 





mg 



V.20. La reazione normale N(a) = mg (3 cos a - 2) assume il suo massimo valore 
alla sommità del profilo cilindrico (dove, essendo a = 0, JV(0) = mg) e va 
gradualmente diminuendo al crescere di a. Nel momento in cui N - 0, 
cessa ti contatto tra corpo e cilindro ed il corpo procede in caduta libera. 
L'angolo per cui JV = 0 è tale che: 

2 

3 cos a - 2 = 0 -*■ cos a = -y- 
e dunque a = 48,2°, 

'■■ V.21. In un punto qualsiasi dell'oscillazione del pendolo, la seconda legge della 
i. dinamica sì scrive: 

mg + x = ma . 

Proiettando sulla normale alla traiettoria, orientata verso l'esterno rispetto 
al punto 0, si ha: 

v 2 

mgcosa - x = - ma„ = - m — 



mcT* 



per cui la tensione del filo vale: 
t = mg cos a + m —j- . 

Il valor massimo della tensione t MAX , ad ampiezza di oscillazione a 0 fissa, 
si ottiene nel punto di massima quota, in cui: 

1 , 

cosa =1, v = vmax con — w(v MAX = mgi (1 - coscc 0 ) . 
Dunque: 

Vmax m 
tmax = t(a 0 ) = mg+ m — y- = mg + — 2gi{\ - cosa 0 ) = 

= 3 mg - 2 mg cos a Q = mg(i - 2 cos a 0 ) . 

La rottura del filo si produrrà nel punto di minima quota, quando il carico 
di rottura uguaglierà t MAX : 

carico di rottura = t MAX = 1 ■ 9,8 ■ □ - 2 • — 5—— ì = 15,5 N . 



V.22 Per l'equilibrio, considerando le due masse come corpi singoli: 

m l g + Ri + x = 0 
m iì + ^2 + t = 0 

E da tenere conto che la tensione f ha lo stesso modulo ovunque nel filo e 
la direzione della tangente al filo. 
Proiettando sulla tangente si ha: 



nt\ g sena] = r 
mjg sena 2 = t 



senaj = -^-sena, — a 2 = 43,2° 



m 



V.23. Per il teorema dell'energia cinetica, la variazione di energia cinetica tra i 
punti di massima e mìnima quota, è pari al lavoro della forza peso, che 
sposta il suo punto di applicazione di un dislivello pari a 21. La reazione 
vincolare, puramente normale alla traiettoria, non compie lavoro. Dunque 

Il lavoro della forza peso è negativo (spostamento verso l'alto). Pertanto: 



Kf= K ia -2 mgi = 




- 2 mgi , 



Applicando il secondo principio della dinamica nel punto di massima 
quota, una volta scelto come riferimento un sistema inerziale solidale con il 
punto fisso di sospensione del pendolo, si ha: 

mg + t = ma„ = m— — 



(è da osservare che, nel punto di massima quota, peso e tensione sono 
paralleli e concordi e l'accelerazione è puramente centrìpeta). 
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Essendo v 2 = JlEl^ s j ottiene: 
m 



v 2 ^ K f 

t = m— mg = 2 — mg 



= - Amg -mg « - 5mg = 308,8 N . 

Osserviamo che, se si fosse scelto un sistema di riferimento non inerziale 
solidale con la massa m del pendolo, si sarebbe scritto: 

Areale ^fittizia = ma r 

|fnitizia = forza centrifuga = - m-yj, con a r = 0, dal momento che la 
massa è fissa nel sistema di riferimento scelto. Da qui: 

v 2 

mg + t - m -y- - 0 

che, ovviamente, a parte l'interpretazione fisica dei termini, coincide con la 
relazione precedente. 



.24. La forza di attrito /, = u t jV con N = mg compie un lavoro negativo 
L = - \i c mgi , 

in corrispondenza del quale c'è una variazione di energia cinetica 

1 2 

L = ~ n f mgi = K/~ K 0 = " Ko = ' — mv °* 

Si ricava il coefficiente di attrito dinamico: 
v 3 

u c = = 0,16 . 



2gl 

Il secondo principio della dinamica consente di ricavare l'andamento della 
velocità in funzione del tempo: 

rfv rfv 

/, = ma - \i c mg = - ~^ ^re- 

integrando si ha: 

v(f) = V 0 -(l f £/. 

Il tempo /* di dimezzamento della velocità si ricava dalla relazione: 
v(i*) = = v 0 - u,gj* - t* = -rj- = 1,6 s . 



Parte prima 



V.25. 



Supponendo il filo di massa trascurabile ed il piolo /-privo dì attrito h ,,.„ 
sione e la stessa (in modulo) lungo tutto il filo ' 

t " \x c m,g = m { a (I 
t - m 2 g = - m 2 o (2 
Sottraendo 2) da 1) si ha: 

>»7g ~ Wig = (W| + m 2 ) a , 
da cui: 



Dalla 2) sì ha: 

r = m 2 (g - a ) = 8,5 N . 




N 



22^ 



V.26. A) mg + fì + F+f/ A > 



ma , 



^"(tó^C.TA-'Sr*" """ direzione *■ pia "° 

mg sena + f - ^«jgcosa = ma 
B) mg sena - F~ \ismg cosa = ma. 
Sottraendo m.a.m. sì ha: 



p _ mg c osa , 



0,63 N 



fe^rSsSf m ' " tr ° Va " Va ' 0re dcU, "«'^™e -n cui scendono 



a - 8 liscosa 



mente, si scrive: 3 dlsces a separata- 

Salita) L% = _ sen{() , _ cQsa) { = ^ _ ^ _ _ ^ 

Discesa) = + (mg sen{() , _ f ^ mg cQSa) / = ^ _ ^ _ ^ 

mg sena / + ji ( mucosa / = K\ 
mg sena Pf mg cosa / = ^ 

Sommando e sottraendo m.a.m. si ha: 

2mgsena/ = A', + A' 2 - / = Ki + A ^ 

2 mg sena 

2j J i ( -/W£ cosa / = Ki - Jf 2 -, Uf = * ' " A? 

2 mg cosai 
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,28. La tensione del filo raggiunge il suo massimo valore nel punto di minima 
quota dell'oscillazione della massa in. In corrispondenza di un'oscillazione 
di massima ampiezza a a la massima tensione vale: 

^max = mg (3-2 cosa 0 ) 

come già ricavato nell'esercizio V.21. Quando t MAX supera il valore 
fi = M'i' 

il corpo U prende a muoversi. Dunque il massimo di tensione sarà: 
mg (3-2 cos ct 0 ) = ji Mg 
da cui 

3 m - |a A/ 2 _ 

coscc 0 = = — -» « = 48,2° . 

2 m 3 



V.29. Nel sistema di riferimento non inerziale (x',/) t solidale con il carrello, il 
secondo principio della dinamica si scrive: 

Areali + ^Tmizia = ma, 

mg + N+f, - ma = mà t . 

Proiettando sugli assi x' ed /, rispettivamente, si ha: 

x") N - ma = 0 — N = ma 

/) fi~ mg = ma f - , con /, = \iN = [ima 

ay = ita - g = - 7,8 m/s 2 . 

Il moto è uniformemente accelerato con accelerazione diretta verso ii basso 
e pari a 7,8 m/s 2 . 



VJO. Nel sistema non inerziale solidale con la piattaforma ruotante si manifesta 
la forza centrifuga 

F c = m<jA 2 d 

che, al momento dell'inizio del moto, diviene uguale alla forza tangenziale 
dì attrito 

/, = |i ( jV = \i t .mg 

Dunque 

m<à 2 d = \i<nig, 
da cui 




— ma 



<Jd 



= 0,16 . 




Capitolo sesto 



Vl.l. II c.d.m. ha coordinate 
1 



x c (t) - 
MD = 



m A + m B 
1 



[m A x A (t) + m B x B (t)] 
'K, >'„(?) + m B y B {t)\ 



m A + m B 

Le equazioni paramediche dei punti A e B sono: 



x A U) = R A cos (tùt + a) 
}'a(I) = &a sen (ur + a) ' 



xb(ì) = /ì^ cos (w/ + P) 
>'«(') = R B stn (<o/ + P) 



Le condizioni iniziali determinano le fasi a e p: Per t - 0: 



x A (0) = 0 = R À cosa 
^(0) = R A = fl^sena 

x fi (0) = - R B = /f B cos P 



-* a 



jt 



- P = - K 



>'s(0) = 0 = /t B senP 
Pertanto le equazioni orarie dei punti A e B diventano: 



*a(0 = R A cos (u>i + n/2) 
^(0 = ^ sen (w/ + jt/2) ' 



= Rb cos (wr - k) 



Per il c.d.m, si ha: 
1 



x,(r) = 
y<(0 " 



itn a + m B ) 
1 

{m A + m B ) 



• [maRa cos {(ùt + ti/2) + m B R B cos (w/ - n)I 

• [m A R A sen (co / + n/2) + m B R B sen (w r - n)] 



La traiettoria de] c.d.m. si ottiene eliminando il tempo dalle precedenti 
equazioni mediante, per esempio, quadratura e somma. Si ottiene: i; / ' 



4+yì = 



1 



(m A + m B ) 



T \m A R A + mlR 2 B + 



2 m A m B R A R B cos |wf + -~ ~ w/ + nj 



= (m A R A + m 2 B R 2 B ) = 2 

Dunque la distanza tf f = -/xf+TJ del c.d.m. dall'origine del riferimeiì,, 
non dipende dal tempo. Si tratta di traiettoria circolare di raggio R e " IP»? 
cm. Il moto del c.d.m. è dunque un moto circolare uniforme di velocj 
angolare w = 2 rad/s e quindi la sua accelerazione sarà centripeta & 
modulo <i> R c : 



a c = ìù 2 R c = 0,43 m/s 3 
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V1.2. Per i! fatto che la fune è inestensibile, ogni sua parte si muove con la stessa 
accelerazione. Così, la schematizzazione di corpo singolo ai due tratti in cui 
il punto P suddivide la fune si può esprimere nel modo seguente: 

x(x) - F A = (Xx) a 

- x(x) + F fl = [X(L - x)} a 

Sommando m,a.m. si ha: 



Fb ~ F A = XLa a ~ 
e quindi: 



XL 



I L-* i 



t(jf) = F A + Xxa = F A + ~~ {F 8 - F A ) . 

Osserviamo che la tensione varia in modo lineare da un estremo ail'altro 
della fune. 



VU. 



(Xy) g - x = (Xy) a 
[X(L-y)g]-t- -\\{L-y)a 

Sottraendo m.a.m. si ha: 



Per >• = — — L si ha: a 
4 



= 8 ( 2 ' IT ~ ') = 0,5 ' 8 = 4 ' 9 m/s2 * 



Casi estremi 

y 



-l-«.,(2-f--l)-. 



0 (situazione di equilibrio) 

(caduta libera di tutta la cinghia). 




V1.4. Per ragioni di simmetrìa, il cd.m. C del disco forato si trova sulla congiun- 
gente 00'. 

Conviene considerare un disco di raggio R e centro 0, non forato, e di 
massa M\ il suo cd.m. coincide con 0 (origine dell'asse di riferimento x). 
Tale disco intero è un sistema materiale costituito da un disco di raggio r, 
massa tn, centro e cd.m. in 0' e dal disco forato, di massa (M - m), il cui 
cd.m. è situato nel punto C incognito. Dunque, per la simmetria del 
sistema rispetto all'asse x, siamo ricondotti a considerare un sistema equi- 
valente di due masse puntiformi m ed (M-m) il cui cd.m. è in posizione 
x„ = 0 noia. Pertanto: 



1 



X ° (M- m) + m 
da cui: 



[md + (M- m)x c ] = 0 
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m 2 g 




Tenendo conto del fatto che il disco è omogeneo, ed indicando con a te 
sua densità superficiale, si ha; 

m = onr 1 M = air/ì 2 

e quindi 



,67 cm 



Osserviamo che i casi estremi di questa formula danno risultati già noti: 
d = 0 (foro concentrico) - x, = 0 (centro di simmetria del sistema) 
r = 0 disco privo di foro) -x t =0 (C coincide con 0) 



VI.5. y t (t) = 
da cui 



1 



(mi + w 2 ) 



'I'»lJ'l(0 + '»2>'2(0] 



1 



('»! + '"2) 



•(mi ai + /mt^) 



Come già visto in esercizi precedenti, per l'inestensibilità del filo le due 
masse si muovono di conserva e quindi con accelerazioni di ugual modulo 
e direzione, ma verso opposto: 



ai 



a-i = - a . 



Le equazioni della dinamica per i due corpi singoli, nell'ipotesi di filo senza 
apprezzabile massa, diventano: 

rn\g - x = m\a 
m 2 g - t = - m 2 a, 

da cui, sottraendo m.a.m. si ricava: 

m\ - m 2 \ 
m l + m 2 j S ' 

L'accelerazione del c.d.m. vale dunque: 
1 



Or = 



(m\ + mi) 



■[^a + m^ a)} = ( ~ m * ) a = 



" \ m, + m 2 j S = —Z " U m/s 3 . 

VI.6. Per la conservazione della quantità di moto si ha; 
Mi C, + M 2 V 2 = 0 

La conservazione dell'energia meccanica nella fase di decompressione delj 
molla implica la seguente relazione: 



U+K- U in + 0= 0+ K rin = -±-m 1 V 2 ì +-Lm 1 V 2 2 . 
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Poiché, dalla prima relazione, V 2 = - Vi^rr~ 
— | 1- C2 + 3) - 0,25 = 0,42 J. 



Per la conservazione della quantità di moto si ha: 
Q W = Va + h + Àc - 0 



0? = 0 

0^ = 0 




Consideriamo come piano di riferimento (jc>) il piano individuato dalle 
direzioni di volo di due qualsiasi frammenti (per esempio A e B). 
Questa s-cc\ta impYica q Az = q B: = u. Poiché Q*/' = -V A- q C; = se 
ne deduce che <?o = 0 e dunque anche la direzione di volo del frammento 
C giace nel piano (xy). 

Nel piano (xy) la conservazione della quantità di moto implica: 



y) 
x) 
y) 

x) 
y) 



<s> = 



<7b> + Qq = 0 



mv A + m v B cos (n — ^-J + m v c cos |jt + j = 0 
mv t sen |jt - -^-j + mv c sen |jt + _ 4~~) = ^ 



/2 



/2 



/2 



v 5 



2 " 2 
2 



= 0 



v c = 0 



v, -2 — v^v,--^. 

La conoscenza dell'energia cinetica totale dei frammenti permette di rica- 
vare le velocità: 




Dunque: 



450 Parte prima 




V!.8. 




Il sistema chiatta + uomo non è soggetto a forze orizzontali esterne (asse 
x). Dunque 



&> = 0 = 



àQ x 
dt 



- Qy. = COSt = 0 



(perché all'inizio è tutto fermo) e quindi, essendo Q x = (M+ m) v Cx , si ha 
v o = 0. Dunque il c.d.m. non si muove mentre l'uomo si sposta dal- 
l'estremo B all'estremo A della chiatta. La posizione del c.d.m. C è: 



x c = 



~— {m±- + «il = -k- (-4r^-) ■ 

+ '") \ 2 / 2 \ M + m J 



La situazione finale, in cui la zattera si è spostata della quantità incognita 
x A> è caratterizzata dalla massa m (uomo) a distanza x A dal molo e dal 

c.d.m. della chiatta in posizione |-y- + x}j. Il c.d.m. dell'intero sistema 

resta nella posizione iniziale. 



L (M+2m) 
2 (M + m) 



Risolvendo nell'incognita x A , si ha: 
m 



M + 



L = 1,67 m 



SÌ conserva la componente x della quantità di moto (inizialmente nulla), 
perché le forze esterne al sistema cuneo + corpo A hanno componente x 
nulla: 

0 = MV+ m\ = Q x . 

Il teorema dell'energia cinetica si scrive tenendo conto che non ci sono 
attriti e che il lavoro della reazione tra cuneo e corpo è nullo perché si 
tratta di reazione puramente normale. Dunque: 



L = L pcs0 = mgR = K f - K, 



Dalla conservazione della Q x si ha: 
M .. 



v = - 



m 



per cui: 



M(M+ m) 



0,7 m/s 



VUO. Come nel problema VI.9, si conserva la componente x della quantità dij 
moto. D'altra parte la velocità minima richiesta è quella per cui il corpoj 
raggiunge la massima quota RJ2 a velocità nulla rispetto al cuneo. 
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Dunque: 

Qì mì = Q? n) 
con 

QH m * = mv e C/ m) = m) V 

dove Kè la velocità del cuneo (ed anche della massa m che è ferma rispetto 
al cuneo) nel momento in cui il corpo raggiunge la massima quota. 
Il teorema dell'energia cinetica, in cui il lavoro (negativo) è solo quello 
della forza peso relativa al corpo che sale di quota di /f/2, si scrive: 

* R 1 1 

Vso = ~ mg— = K r , n - K in = — (M+ m) V 2 — — wv 2 . 



Poiché V = - , /" - - v, si ha: 
M + m 



V M 



m)8R - = 2Alm/s. 



VI.ll. Il proiettile m è espulso dal pezzo con velocità orizzontale v. La gittata è 
D = vi*, dove /* è l'intervallo di tempo necessario alla massa m per rag- 
giungere, per effetto della forza peso, il suolo. Lungo la verticale, il moto 
del proiettile è uniformemente accelerato con accelerazione g verso il basso 
e velocità iniziale nulla: 



yV) = J'o + v 0J ./ -^r-gi 2 = h-^-gt 



Viene toccato il suolo (y = 0) per / = /* 



h = -~gi* 2 



ff 



Dunque la velocità iniziale del proiettile ha l'espressione: 



L'esplosione della carica nel cannone si può pensare corrispondere ad una 
intensa forza interna che si esercita tra due masse (cannone di massa Mt 
proiettile di massa m) inizialmente ferme. È da osservare che, come si 
vedrà meglio nel capitolo dedicato agli urti ed alle forze impulsive, nel bre- 
vissimo intervallo di tempo in cui sono attive te forze esplosive (interne), le 
forze esterne (per esempio quelle esercitale dagli ammortizzatori) sono del 
tutto trascurabili. In questo senso il sistema, tra un istante immediatamente 
precedente ed uno immediatamente seguente l'esplosione, si può conside- 
rare isolato. Subito dopo l'esplosione, la dinamica va sviluppata tenendo 
conto delle forze esterne. Quindi, per effetto dell'esplosione, la quantità di 
moto si conserva e pertanto immediatamente dopo l'esplosione del proiet- 
tile, si avrà: 



My+mv = 0 , 



avendo indicato con V la velocità iniziale del cannone V = - La 
forza Scostante e frenante deve essere tale da ridurre in quiete il ctr,non P 
m un tratto d. Per il teorema dell'energia cinetica dovrà essere ' 

Sfrenarne = ~ F- d = K f ~ K m = 0 - ~ MV 1 

2d 2d M 1 V 4dMh ' 



VU2 ' nata' VJiTd.m 3 f " Cd ' m - è SÌtUat0 su,, ' asse ^ = °>- ^rti- 

1 



dove M è la massa totale della lamina 

a L l'l'Sr m V' M ' Che ha , ordinat " * è una striscia di altezza dy parallela 
aliasse x , la cui area è dS = 2jtrf>. e la cui massa è 

</m = q dS = o 2xdy (o = tf/w/tfS) . 

Dunque 

» = ~^"|- l?o2x *' d o v e x = x(y); 

x sj esprime in funzione di y in base alla relazione ^ 4-/ = r\ m cui 



_2o 



M ) RÌ 

avendo introdotto la variabile z = R 1 - f ed avendo di contenenza. I 
vanato gli estremi di integrazione (per, i 0 si ha T^Z7= IÌ * 
na z - uj. Ricordando che 



si ha: 



1 



a + 1 



A/ 



3/2 



Ricordando che 

si ha infine: 
4R 



3jc 



M 3 



3 A/ 
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VI. 13. Indichiamo con un asterisco le grandezze cinematiche relative ad un 
sistema di riferimento solidale con il c.d.m. In tale sistema la velocità del 
c.d.m. vj è nulla. Poiché, in generale, la q.d.m. totale di un sistema di punti 
materiali si può esprimere come prodotto della massa totale per la velocità 
del c.d.m., in questo caso si avrà: 

Qfor = Mv* = (m, + m 2 ) v* = 0 . 

Per calcolare l'energia cinetica totale, esprimiamo le velocità dei corpi ni] 
ed m 2 nel sistema del c.d.m., tenendo conto che, nei moti relativi, la velo- 
cità assoluta (rispetto al piano orizzontale fisso) è uguale alla somma della 
velocità di trascinamento (pari alla velocità v f del c.d.m. rispetto al piano 
orizzontale) e della velocità relativa (rispetto al c.d.m., indicata con asterisco): 

V| = v f + v? y , 

v 2 = v t . + vf 

da cui: 

vf = v, - v c , v? = v 2 - v t . . 
L'energia cinetica totale rispetto al c.d.m. vale: 

tffor = Kf + = -j- m, vf 2 + -j- m 2 vf = 




1 , 
— m L (vi 



, 1 , 
v r ) + — mi (v 2 - v c y 



La velocità v r del c.d.m. è tale che: 
m\ V] + m 2 v 2 = (mi + m 2 ) v r 
da cui: 



v = ffl, v, + m 2 \ 2 
c m\ + mi 



Dunque: 



Vi - 



W[ V[ + m 2 v 2 



fflj(V| - \ 2 f 1 
ttt] — : : n r ■ 



nii + m 2 

? 

r 



+ — mi 



mi v, + m 2 v 2 



mi + m 2 



m 2 



m\(v 2 ~ v,) 2 



(mi + m 2 ) 



m 2 m 2 



2{mi + m 2 ) 



(v 



V2?- 



1 ■ 2 



2 (1 +2) 



(1 - 2f 



VI. 14. L'equilibrio si ha per 
M M = 0 



N - t sene = 0 
t cos6 - mg = 0 
M^' } = OH x N + 00 x mg + ÓB x f = 
= 0 + 0+ÒSxt-0 

(da cui si ricava che t ha retta di applicazione che passa per 0 oltre che per A). 
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Nel triangolo AON si ha: 
a = (1+ a) sene . 
Dunque 
mg 



cos6 



e jV = x sene = mg tg& 



Esprimendo cose e tg6 in funzione di sen8 



t = mg- 



N = mg- 



V U+a) 



sene 



/ + a 



, si ha: 



V 1 - sen J 6 



mg- 



mg- 



U + a) 



V'/ (/ + 2 a) 



■j !(! + 2aj 



VI. 15. 




Schematizzando per corpi singoli, consideriamo separatamente i tratti di 
nastro orizzontale e verticale. Indicando con L la lunghezza totale del 
nastro, con X = m/L la sua densità lineare e con x la tensione nel punto di 
curvatura, si ha: 



tratto orizzontale: 
tratto verticale : 



x = UfL) a = (fm) a 
x - IMI -J)L]g - [(1 -f)m] (-a) 

Eliminando la tensione t, si ha: 

fma-{\~f)mg= - (\ - f) ma 
a{f+\~f) = {\~f)g~ a = (\ -f)g. 

(.Casi limite): 

/ = 0 {nastro tutto fuori piano) -> a = g (caduta libera) 
/= 1 (nastro tutto sul piano) -» a = 0 (nastro fermo). 



li 



VI. 16. La velocità con cui cade ogni tratto di fune è quella che compete ad un 
corpo che parte da fermo e che cade con accelerazione g per un tratto y- 
v = JTgy- 

La porzione della fune che arriva sul piano nel tempo dt, di massa dm, i° 
urta e resta ferma (urto anelastico, come si vedrà in seguito). La corrispon- 
dente variazione di q.d.m. sarà dq = qc a - q, n = 0 - q, n = - dm - v - J 
Questa variazione di q.d.m. è dovuta alla reazione - F\ del piano sulla fune, - 
diretta verso l'alto. Una forza + F\ (diretta verso il basso) è subita dal 
piano. Per il teorema dell'impulso sarà: 



Fi di = dmv = U v dt) v 



Av 2 = XQgy). 



Nello stesso istante, la massa che si è già accumulata sul piano, pari a (Xy)< 
esercita la sua forza peso = \gy. 
In totale, la forza che si esercita sul piano è; 



F- F, + F 2 = K2gy + Xgy = 3\gy. 
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Capitolo settimo 

YH.l. Per l'equilibrio deve essere P f) = 0, M <e} = 0. 

W = Nb-JÌ* = 0 

= N A - Mg- mg = 0 

L 3 
M ( £l = y seti et + y L mg sen a - L N B seti p 



Mg sen 



LN/isen (it - 6) 



y Mg + y i mg] cos6 - IJV B sene = 0 . 



La scelta del segno dei momenti è fatta in base alla considerazione che le 
forze Mg ed mg tendono a far ruotare fasta in senso antiorario e l'opposto 
accade per la forza N B , rispetto all'asse 2, che è orientato nel verso uscente 
dal foglio. Dalla terza equazione si ricava N B : 



ty> = (y M + y «ijgcotge, 




TIAI A 



che, dalla prima equazione, è uguale ad f; 



(A) 



VI 1.2. Rispetto al polo 0 occorre che sia M = M pi:i0 . Si può calcolare il momento 
della forza peso della sbarretta come somma dei momenti delle forze peso 
elementari attive sui singoli tratti di di sbarretta. È chiaro che, data l'omo- 
geneità del disco, la forza peso relativa al disco ha momento nullo rispetto 
ad 0. 



M 



R 

i dm g sen6 = \ iXg sene di = Àrsene -y = y mg sen 6 



(essendo k = m/R la densità lineare). 

Allo stesso risultato si arriva, più semplicemente, immaginando concen- 
trata nel c.d.m. della sbarretta, a distanza R/2 dal polo 0, tutta la massa tu 
della sbarretta. 




dmg 



V11.3. Dette mi ed mi le masse delle due lastre quadrate, per l'equilibrio si ha: 
M^ = 0 = M) + Mi = d m\g sen p - d mig sena 
dove: 



p = JL + e ed a = 4- - e , 

4 4 



da cui: 

sen p = -y- (cos 6 + sen 6) 



sena 



i2 




(cose - sene) 



M ( a J = 0 - senp - m 2 sena = 0 
con tri] - 0]<j ed mi = oia , per cui: 
o ( sen p - a 3 sena = 0 
da cui: 

0] (cos6 + sen6) - o 2 (cos6 - sen6) = 0 
da cui 



tg6 



t 



Mg 



\H.4. Detta t la tensione del filo ancorato al punto D e con la convenzione di 
prendere come positivi i momenti che tendono a far ruotare la sbarra in 
senso antiorario la seconda equazione cardinale della statica dei corpi rigidi 
si scrive: 

M ( a } = - Lx B sen (n - Q) - -~ mg sen (ti - 6) + dx sen a = 0 



Essendo x B = Mg si ha anche: 



Ma } = - LMg sene - — w^sene + rfxse 



:„(-f + e) = 



L Mg sen 9 -— mg sen 6 + tfi cose = 0 . 

Il massimo valore M MAX della massa A/ si ha per t = Tff da cui: 



max - 



^ cotge- 2 



con <tf = areola a distanza y dall'asse jc = x ■ dy 
1* = \y 2 oxdy . 



Esprimiamo x in funzione di y, ricordando che la retta passante per i punì' 
A e B ha equazione: 



y = x + b 

a 



Pertanto: 
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e quindi 



t* 7 a ,l w 00 f^l* 00 frV 



4è 



o^ 3 / 1 ,W 2 _ 
12 \2 / 6 



VI1.6. 11 momento d'inerzia totale è la somma dei momenti d'inerzia rispetto ad 
0, del disco di massa M e della sbarretta di massa m. Intatti 



L = 1 i? dm = h 2 dm + /) 2 rfm = 
Jmassa Jdjsco J sbarretta 

TOTALE , \ / \ 

1 , 1 > „z/a/ m\ / 3Af +2m pi 




VII.7. / = \ h 1 dm 



in cui dm è l'elemento di massa di lunghezza di, posto a distanza / dal 
c.d.m. C Detta X la densità lineare della sbarra, st ha: 

M 

dm = X dì = — rf/ ■ 

La massa dm dista dall'asse à delia quantità A = /sene. Dunque: 



M 



M 



/ 3 sen 2 9^-^ = ^-sen 2 e^- 



-i/2 



-V ML 2 sen 2 e 
12 




Mio stesso risultato si arriva con la relazione [VH.14J: 
/ = /„ cos 2 <p + / T cos 2 % + I« cos 2 ip 
/„= 0 

perché la sbarra è filiforme e, praticamente, la massa è a distanza nulla 
dall'asse ù 



/v = /„ 



(v e w sono assi baricentrali ortogonali tra loro ed alla sbarra) 



*p = e, x - -f--Q. * = T 

(perché l'asse à sta sul piano di ù e v) 

l a = / ¥ cos 2 |y- - ej + /,,cos 2 -y = U sen 2 6 = -~ 



A/Z, 2 sen 2 6 
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L la 
2 



VII 




8' ^momento d'inerzia ! a può essere decomposto nella somma di tre contri- 
L = Ii A) + I[ B) + /< SBARK *> 

W ed rappresentano i momenti di inerzia delle sfere A e B risDettn 
all'asse a e si calcolano facendo uso del teorema di Huygens Ste fn 
ricordando che .1 momento d'inerzia di una sfera rispetto ad un suo Sse 
baricentrale vale l^—MR 1 . Dunque 



^SBARRA) _ ^(SBARJIAJ _ 1 m ^ 



Dunque: 



h = 2 




VI1 ' 9 ' !iJtem r ? CZÌOne SeC ° nda eqU3ZÌOne C3rdÌnale delJa meccanica à * 

<W W = dPidt 
sull'asse à, si scrive: 

M a = ri 

t - m'g = - m' a *= - m' ùr 

(a = <i/- perché il filo non può slittare sull'albero) 
t = m'g ~ m'ór . 
Dunque: 

ri = /-(m'g - m'ùr) = / 4 » 
da cui: 

m'g/- 



D'altra parte si ha: 



2 

per cui: 



VIf.10. M M = 0 -+/> = costante 

' (in > = /tubo^o + Peni = P< n "> = / TUBoC o + A m | u _£ J ( 
dove avendo indicato con I la lunghezza del tubo: 
/tubo = -jy , p£[l = 0 

(data la piccola altezza del cilindretto il suo momento d'inerzia è trascura- 
L . 

w — e la velocità tangenziale del cilindretto nel momento in cui raggiunge 

l'estremità del tubo (fuoriuscita). 
Dunque: 

da cui: 
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/ M \ 
W \M + Sm)' 



VH.ll. Detto h il dislivello verticale tra le posizioni dei c.d.m. di cilindro e sfera 
SS SS:" 1 d f ° nd ° PÌan ° ÌndÌnaC0 ' " te ° rema de ' i! ^ ia ™- 

cilindro) A/ r g/! = a^"* - Jf< inl = K tfm) 
sfera) M sg / t = jftfn) _ ^to = ^nn» 

tivamente, il teorema di Konig si scrive: 
Dunque: 

«rf* - «ivi ^ v, - 

Per il rapporto tra le velocità si ha: 

Arriva prima la sfera. 



12. Le equazioni cardinali della meccanica dei sistemi danno: 



Mi 0 = rF+Rf, = /« = 



dove /, è la forza di attrito che garantisce il puro rotolamento. 
Dalla prima equazione sì ha: 

f,-F-Ma c , 

per cui la seconda equazione diventa: 

rF+ RF - RMa, = /-^- 
R 

da cui: 

_ R(R + r) 
" c ~ I+MR i F - 

Il problema può essere risolto anche facendo uso del teorema dell'energia 
cinetica. Detto x A lo spostamento del punto di applicazione A della forza F 
a partire da una situazione in cui il sistema sia (ermo, il teorema dell'ener- 
gia cinetica si scrive: 

Fx A = K ((ln > - A' (in) = = ~L A/v 2 + J_ /w 2 = 

= J_ m ì + _L,jl 
2 My < + 2 

Derivando rispetto al tempo entrambi i membri dell'equazione, si ha: 

È da osservare che la velocità v A è diversa dalla velocità v, Infatti nel 
tempo At si ha una rotazione A6 del rocchetto, in corrispondenza della 
, quale si svolge un tratto di filo di lunghezza rA6 rispetto al rocchetto e Csi 

! ; sposta in avanti di x t = R&Q. Dunque il tratto x A di cui si sposta A è la 

' : somma dei tratti rAQ ed RAQ: 

x À = x t + r A6 = x c + r = x c (—-^ , 

Derivando rispetto al tempo si ha: 

ÌR + r\ 
Vfl = Vf (— )■ 

Pertanto dalla: 



(t* + t-f)- 2v "'" 
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si ha: 



da cui: 



VII. 13. In presenza delle sole forze di attrito sull'asse di rotazione, essendo la forza 
peso equilibrata dalla reazione vincolare dell'asse, l'equazione cardinale 
della meccanica dei sistemi utile per descrivere il moto del_ cilindro (un 
grado di libertà) è la proiezione sull'asse baricentrale della Ai M = dPIdi: 



di 



Ir 



du> 
di 



dove /< è il momento d'inerzia dell'intera scatola cilindrica, costruita da due 
diselli di base e dal mantello tubiforme laterale: 

/, = 2 ~m MSL R 2 + «mantello* 2 = oizR 2 R 2 +o ■ 2 n KliR 2 = 

= an R ì (R + 2li) , 

Poiché la coppia frenante Mf è costante, anche l'accelerazione angolare 
w = ~Mj// c è costante e negativa, per cui il moto è circolare uniforme- 
mente ritardato. Dunque 

M f 

w V) ~ Wo"u( - w 0 — i 

' c- 



da cui: 



M f 



w(A/> = 0 = w 0 - ~ t ~ Al 
11 momento delta coppia frenante è dunque: 



f Al ■ 



VII. 14. Il teorema dell'energia cinetica si scrive: 

^-ATTRITO "A & ' - [} - K 

(il lavoro delle forze di attrito è negativo) 



i ATTRITO 

Dunque 



Ma d% = - M A n 2n . 



— M A ti 2n - — y~ /,-q>o 

Ma - — ; rm^u = — — 

4n« 5 IOtcw 



11 Y ^t l 



ds 
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VII. 15. Per la fase di moto in cui il peso è attaccato e si sposta di /; lungo la verti- 
cale, il teorema dell'energìa cinetica si scrive: 




1,1 , 

migli - Ma&Q = -T- /w 0 + —r- !H2V 0 



dove AB è l'angolo di cui ruota il cilindro in corrispondenza allo sposta- 
mento h di ni2: 

RAB = h -> AB = 

M A AB è il lavoro della coppia frenante (come visto nell'esercizio VII. 14); 

/ = -^-m\R 2 (momento d'inerzia del cilindro); 

v„ è la velocità della massa w 2 . quando viene tagliato il filo: v 0 = u, 0 R. 
Dunque: 



migli - M a ~y = -j- ■ ~y m,R 2 u 2 0 +~ m 2 (ù i 0 R 1 



da cui 



M A = m-igR — (/B, + 2 m 2 ) 



La fase di frenamento, seguente al distacco di m 2> avviene con accelera- 
zione angolare costante (vedi esercizio VII. 13): 

u = — -+ = u 0 ^- / 

avendo preso, come origine dei tempi (i = 0), l'istante in cui viene tagliato 
il filo. 

Dunque, il tempo Ai necessario a ridurre a zero la velocità angolare è tale 
che: 



o = tóo - Ma. . A/ ^ A , = j^L = ^1 




MI. 16. All'equilibrio (asse orizzontale) il momento risultante delle forze esterne 
agenti sulla sbarra, rispetto al polo A, è nullo; per cui, detta L la lunghezza 
dell'asta, si ha: 

M ( i } = -j- mg - L ky„ = 0 -* ~ mg = L ky 0 

dove y Q è lo spostamento dell'estremo B dell'asta e della molla rispetto alla 
posizione di riposo della molla stessa. 

Per un piccolo spostamento angolare positivo (antiorario), cui corrisponde 
uno spostamento y = La dell'estremo B rispetto alla posizione di equili- 
brio, si ha: 



= / 



d 2 a 

À ~nr 



Soluzione degli esercizi 463 



Poiché 

\ mg= Lky 0 , 
si ha: 



L ky = - L k La = - L 2 k a = I À 



da cui: 



d 2 <x ^U 2 k\ 



con l A = -j- m L 1 . 



Questa equazione differenziale ha come soluzione l'equazione oraria dei 
moti armonici con pulsazione 



e periodo 
T 



3A- 



VIU7. La mancanza di attrito nel contatto tra manicotto e filo orizzontale implica 
che le forze esterne al sistema sbarra-manicotto siano verticali (peso e rea- 
zione vincolare normale Fi). Dunque: 



F?> = 0 = 



dt 



- Q x = cost = a ,in) = 0 . 



Dunque: 

Qx = WIV < v = 0 - v (W = 0 . 

11 c.d.m. Cnon varia la sua ascissa x,., che resta pari al suo valore iniziale 
x c = U7. 

Dunque la traiettoria del c.d.m. è rettilinea verticale. 
Determiniamo la componente verticale della velocità del c.d.m. 




y ( = — sene 

v ff = v, = — è cose -é = co - 2Vr 

2 L cos 9 

II teorema dell'energia cinetica si scrive 



mgy. 



1 a.I 1 
T mv < + — 17 



mL 



-j- mv 2 c (l +■ 



\ /.cose / 



ì 



3 cos J 6 



= m%~Y sen9 



VU.I8. Dalla seconda equazione cardinale della meccanica dei sistemi si ha; 
(Joy 



m 



Ai* -L 



da cui: 



dt 



M 



"(0 - w 0 — t (moto uniformemente ritardato) 



I 0 = mx 2 + m(L~ x) 2 + /«barra) „ 



mx 2 + m (L - x) 2 + 



I, + m 



Mi 



= mx + in 



<(L~x?+-~mL ì + m[^ r -x^ 
Il tempo dì frenata tf vale: 



A/ 



mx 2 + m (L - x) 2 + — m 1} + m 



Mi 



La condizione eli minimo per t f implica 



dx 



= 0 = 



M 



2x~2(L~x)-2[^- 



M~ ( X 



{c.d.m. del sistema). 



da cui x = ~— 
2 

Che si tratti di un minimo per t f si verifica osservando che la derivata 
seconda di t f rispetto ad x è positiva: 



Vii. 19. Procedendo come nell'esempio E.V1I.10, si ha: 
- mg /fsene = / o e 

60) = ,4 sen (<s>t + (p), in cui la pulsazione to vale: 

da cui r-^ = 2l cpir 

Il momento d'inerzia rispetto all'asse non baricentri passante per 0 si cal- 
cola tramite il teorema di Huygens-Steiner 

Io = I c + mR 2 = mR 2 + m/ì 2 = 2m/f 2 . 

Dunque: 

7=2*1^=6,28*. 
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VII.20. Per applicare il teorema dell'energia cinetica occorre calcolare il lavoro 
della for2a peso. Il c.d.m. Cdel sistema giace sulla congiungente / c.d.m. C\ 
e G dei semicilindri e passa dalla quota iniziale y\ M> alla quota finale 
^(fini = q (q Ua ndo il piano AB è verticale, il c.d.m. Csi porta sull'asse .v). 



„(IN) 



dove y, ed v> 2 rappresentano le quote iniziali dei c.d.m. dei semicilindri di 
massa mi ed m 2 rispettivamente. È da osservare che, per l'omogeneità dei 
semicilindri, >'i = - y 2 . Dunque: 



„<in> = (j»LZJ5l\ v = / Pi " 
J< \nn+m2r \Pi + 



Per il calcolo di j'i basta ricordare il problema VI. 12 già svolto sul c.d.m. di 
una lamina semicircolare omogenea, per cui: 



vi 



con x = V R 2 - y 2 , da cui, integrando, 
4R 



in 




La stessa quota avrà il c.d.m. di un semicilindro omogeneo, rispetto al 
centro: y\ = 4/?/3 ti. Dunque: 



\ pi +P2 r \pi + 



4R 



..(IN) 

yc -i. i^i \ „ i 3j[ * 

Per il teorema dell'energia cinetica si ha: 



4 (in\ + it>i)g {pi - P2) R 
3n (pi + p;) 



K 



(NN> 



Poiché 



mi = ^t-kR ì Pi 



ed m 2 



sostituendo si ha: 



K (FIN >=-^-g^( Pl -p 2 ). 



j^II.21. Supponendo, per esempio, che il sistema parta da fermo all'istante iniziale, 
scriviamo il teorema dell'energia cinetica. Ad un certo istante t, la varia- 
zione di quota sarà y(i) ed il corrispondente lavoro (positivo) della forza 
peso sarà: 



Vso = (»') + m 2 )gy(t) 
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Per il teorema dell'energia cinetica si avrà: 

^p C5 o = im\ + mi) SSU) = K- K 0 = K 

dove K 0 è l'energia cinetica iniziale (nulla) e 



A' = — (mi + m>) v t 2 + — /, <J = — 
(essendo v ( = o>/-). 

Derivando rispetto al tempo ambo i membri della relazione precedente, 
sì ha: 



(m, + m 2 )gv l = — 



m\ + ììì2 + 



2 v, 



da cui: 



a, 



dove 



/■ 2 = ■ 



m; r 



Entrambi i vettori momenti della q.d.m. hanno la stessa direzione e verso, 
perpendicolare all'asta, poiché le velocità sono parallele e di verso opposto. 
Il loro modulo comune, trattandosi di traiettorie circolari di raggio h per- 
corse con velocità àhgolare co, è 

v = w/j = wo sen9 . 

Dunque 

P = 2a mv = 2 a mio a sen8 = 2 a 1 ww sentì . 



-^dF (AB > 




VH.2.1. La forza peso è sempre equilibrata dal tavolo. Per calcolare la reazione vin- 
colare totale si può scegliere un sistema di riferimento solidale con la cor- 
nice, e quindi non inerziale, in cui la risultante delie forze fittizie (centri- 
fughe) deve essere equilibrata dalla reazione vincolare cercata, dal mo- 
mento che, nel sistema scelto, la cornice è in quiete. 
Calcoliamo ia forza centrifuga complessiva. 

Indicando con dm = X di (X = m/4 a) un elemento di massa a distanza A 
dall'asse di rotazione 0 e con a c p gli angoli formati dalla direzione h con 
gli assi x ed y rispettivamente, valutiamo separatamente i contributi alla 
forza centrifuga complessiva da parte dei lati OA, AB, BC e CO. 

Lato OA: 

dFf A) = dmu> 2 h 2 = dm<ù 2 y = Xw 2 ydy da cui 
H° A) = 0 F<° A > -\ dF< 0 * = _L Xu?a 2 



Lato CO: 

dfi t0i = dmtJxdx 

■'o £ 

6 BC dann ° C ° mrìbuti con en,ratll °e le componenti a- ed y diverse 
LATO AB: 

\dF< AB >\ = dm<Jh = \<Jhdx = dF< AB> 

<lti AB) = d^-cosa = rf^senp = df***-*- = x<f xdx 

li 

àF tm . dF <AB> . cosp = dF(AS) a = w 

^ = 1 X^adx = A«V 
Lato BC: 



h 



dF <BQ . f/ ^0. sena = d p<BOj_ = W ^ 

Sommando i contributi dovuti ai 4 lati del quadrato, si ha: 

dfr^fl^'V^f ™ ullan Ì e > e dun( 3" e ^ reazione vincolare dell'asse, è 
diretta secondo la diagonale OB del quadrato. Il suo modulo vale 

f = * = IfT^F? = /UOT = 2A W V/I. 

2TuuÌ a rm C a «» UeSta ?r Za f C0Ìncide con la centrifuga che si avrebbe 
v!i« h T V 4Xa fosse concentrata nel c.d.m. e quindi si muo- 

SfSrsrsSe uniTorme su un cerchi ° di raggi ° ain - in quest ° 

che coindice con l'espressione trovata in modo diretto. 



\H.2-f. Applichiamo il teorema dell'energia cinetica supponendo, per esempio di 
partire da fermo, e relativamente ad uno spostamento x del carrello: 

L= Fx = K {f,n) . 

L'energia cinetica K m > consta di tre contributi: 

- traslazione del corpo del carrello ■ JL „, v 2 

- traslazione ruote (2 sistemi) • 2 — m v : 

" 2 ''UOti; v 

- rotazione ruote intorno al loro editi • 2 ■ — /u 2 = / v [ 

2 '1F ■ 

Dunque 

= ~Y »W v 2 + 2 -i- m [UU[e v 1 + / = 

1 v 2 

- -r- (wi corpo + 2/» ruol ,)v : ' + y—y = 

] .,2 



2 



?J? 2 + 2 / \ 
-2f?—j 

Derivando ambo i membri rispetto al tempo si ha: 

Allo stesso risultato si arriva applicando le equazioni cardinali della mecca- 
nica dei sistemi: 

F- 2f, = ma 

dove f, è la forza di attrito totale su ciascun sistema ruotante (/; non compie 
lavoro perche, nel suo puro rotolamento, lasse istantaneo di rotazione è, 
istante per istante, fermo). 

Per ogni coppia di ruote, il cui asse si muove con accelerazione a, si ha: 
Dunque: 

F~2fi = F - 2 —j- -ma 
K 



4 + ").^ fl =*ì£_ 

\ R I mR 2 + 21 



WU5. In un sistema di riferimento fisso si ha, indicando con il suffisso a la com- 
ponente assiale: 



M£> = 0 = _ p a = cos[an te _, /><-> = />in.» 
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= l<s>o + Rmv a = -y- MR 2 tà a + Rm<ù 0 R = 
= u a R 2 mj = y(M+2m) w 0 tf\ 

Per quanto riguarda P^' n \ trascurando il momento della q.d.m. dell'uomo 
che ruota su se stesso quando si trova al centro della piattaforma, si ha: 



P?"> = /« = ~- MR 2 



La conservazione del momento della q.d.m. (componente assiale) implica: 



— MR 2 u = — (M+2m)<* 0 R 2 - <o 



M 



+ 2 m \ 



Per quanto riguarda l'energia cinetica, si ha: 



2 1 (M+2mf ? y 



*" 1n) _ M+2m _ 2 m 



La variazione di energia cinetica è dovuta ai lavoro delle forze interne. 



L'equilibrio si ha per un'elongazione y 0 della molla rispetto alla posizione 
di riposo tale che: 

mg = ky<> . 

Per il corpo m si ha: 
- ~\ + mg -ma 
ti = mg - ma 
Per la carrucola cilindrica si ha: 



y w 



m 



mg 



^ è preso positivo perché tende a far ruotare in senso antiorario. 
Il segno negativo al termine /w tiene conto dell'effetto di richiamo della 
molla. 

Per uno spostamento y rispetto alla posizione di equilibrio y 0 si ha: 
= * iy + >'<,) 



r 2 



R 



V 
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e dunque: 
da cui: 



mg + ma] = - /— ; 



da cui 



w V 2 ri- 



avendo utilizzato la relazione: / = ~MR 2 . 




PìÌT '„?T. '" a »» <»» - -» S .riscia me „,„ su , 

L'energia cinetica vale: 

A ' = ^rocche,,» + = (~ + -i- /^J + _i_ wv 2 = 



dalfsSJuSo'dS h«r° *' quc ? t S,T reizio - " fi '° è siste ™ [ ° » -odo 
imn? i SSO ' e non da " alt0 come nell'esercizio VII 12 Ciò 

3 ers i Cl r?S tÌrat< ?; 1 m °' " r ° Cchett0 <> rocec,e - modo non d ; 
svolgersi, ma da avvolgersi ulteriormente 

Per una rotazione A9 del rocchetto, il punto C si sposta di v - r ag ma 
Ravvolge un tratto di filo di lunghezza ,A9 f ~ ' 

Pertanto lo spostamento x A del punto y| sarà: 



x A = x e - ròtì 
In termini di velocità si ha 



ii-5 



V = V, 



II teorema dell'energia cinetica si scrive: 

2 2 lF\R- r J V + T mV ^ = 



MR 1 + I+ m {R-rf 



1* 
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VII. 28. Si ha una fase impulsiva iniziale conseguente al contatto tra sfera e gradino. 
In questa fase - che costituisce un urto, come vedremo ne! prossimo capi- 
tolo - il punto 0 della sfera, che viene in contatto con il gradino, resta bloc- 
cato dopo l'urto. Vediamo che, con buona approssimazione, resta costante 
il momento della q.d.m. rispetto ad 0, fra un istante immediata mete prece- 
dente ed uno immediatamente seguente l'urto. Infatti dalla relazione: 



M M = 



dP 
di 



segue M M dt = dP, 




che può essere integrata tra un istante iniziale /, immediatamente prece- 
dente il contatto con Oed un istante i 2 immediatamente seguente tale con- 
tatto. L'intervallo di integrazione è piccolissimo. Le forze attive in questo 
intervallo di tempo sono la reazione vincolare, in genere molto intensa nel 
brevissimo intervallo di tempo in cui si manifesta, e !a forza peso. La rea- 
zione vincolare, che è applicata in 0, ha momento nullo rispetto ad 0; 
mentre il momento della forza peso integrato su un intervallo di tempo pic- 
colissimo diventa praticamente trascurabile. Dunque 

r ! j 

1 M (li di = 0 = AP = P {r ' n) ~ P i,n} -* P ~ costante, 

cioè si conserva il momento della q.d.m. tra subito prima e subito dopo 
l'urto. 

Calcoliamo P% n> ricordando la relazione [V1I.24]: 
P 0 = OCx iMv f + 7 t .<3 
da cui: 



1- 



/><in> = am v 0 sen)J + /rw, = flrtiv 0 scna + /<-— = 



= amv a 'c 



a 



a 



Il momento angolare P im subito dopo l'impatto, cioè prima che la sfera sia 
salita di quota in modo apprezzabile, vale: 

P m) = 7 0 w = (/ ( +mo ! )u. 

La relazione P [,n) = P {tin) si esplicita allora: 



= -^[««(fl-*)+/J = Uc + ma 1 )^ 
a - 



da cui: 



v„ = 



a(] c + ma ) 
[ma {a - h) + / r ] 



La sfera dispone dunque di una velocità angolare w ed ha il suo c.d.m. a 
quota a, quando inizia a ruotare intorno al punto bloccato 0. 
Si vuole conoscere il valore minimo comin di « che consente di arrivare, 
ferma, sopra i! blocco, cioè con il suo c.d.m. a quota {a + h). Per il teorema 
dell'energia cinetica applicato alla situazione descritta si ha: 



- mgh = K 



V) . 



K 



(in) _ 



1 F * 

— 2~ AjWmin 
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da cui 



«m!n - y h + ma * 



Pertanto la minima velocità di traslazione v^ IN che consente alla sfera di 
salire sul gradino è: 



min _ a(I c +ma 2 ) l / 2 itigli 
[ma(ù- /)) + /<] V l< + ma 1 

, j_ , — ^2mgh(J c + ma 2 ) . 

ma {a - h) + l ( 

Essendo /,. = -y ma 2 , si trova immediatamente 



Capitolo ottavo 

VIM.l. Applicando la conservazione dell'energia a! mo to di P\ prima d ell'urto, si 
ricava la sua velocità v ot prima dell'urto: v ol = ^ 2gl (1 - cos9„). Nell'urto 
frontale elastico si ha (vedi esempio E. VII 1.4): 



vi = v 0 , 

v 2 = V 0 | 



ffl) - mi 
rri\ + mi 

2 f»i 
nt\ + m 2 



m 



v oi — = -^ = -^/W^sfU 

2m 2 
= V °' ~Tm~ = T~ Vt " = 



l 



■t/2«/(1 -cos8 0 ). 



Dopo l'urto, applicando la conservazione dell'energia al moto dei due pen- 
doli si ha: 



2g!(l - cose,) = vi 



2g/(l - cos8 D ) 



da cui cose, = 0,97; 6[ = 15,5°. 



2gi(ì - cos6 2 ) = vi = — .2gl(l - cos0 o ); 



da cui cos9 2 = 0,87; 6 3 = 30° 



VUI.2. Poiché e, + 6 2 = n/2 (vedi esempio E.VIIU), si ha 6, 
Usando le [V111.15] (con m\ = m 2 = m) si ha poi: 



70°. 



v u = — j- (1 + cos 2 a) 



vi. 



—j- (1 - cos 2 a) 



v ly = — — sen 2a 



v 2( . = — ^— sen 2 a 



da cui: 

v ly _ sen 2 et 



1 + cos 2 a 



= tg6 £ = tg20° = 0,364 . 
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i~ - / 1 - ^n' 2 a e risolvendo rispetto a seti 2 a si ha 
Sostituendo cos2a - V J- sen za e umji ^ r /, 

sen 2 a - 0,64; cioè 2 a - 40°, e dunque a = 20°. Poiché cos a = 
si ha 

b = iRì+ Ri) cosa = 6 cm • cos20« - 6 cm ■ 0,94 = 5,65 cm . 

VHU. Poiché le due masse sono fra di loro uguali l'angolo 6, + 8 2 du ^ esse for- 
= ftffii ^^S^i, «ì» ne„e d.e.oni 
trasversale e longitudinale rispetto a v 0 si ha. mv, 

07V| sen6[ + mV| sen6 2 = 0 
( mvj cos6[ + mv 2 cos6 2 = mv„ , 

Dalla prima (ponendo e. = - 6,) segue v, = v 2 (chiamiamo v il loro valore 




comune). Dalla seconda, ponendo v, = v 3 = v e cosO, - cose, 



2 ' 



segue 

v = = 1,41 m/s . 

/2 



Nelle [V11I.15] va dunque posto 

sen2« = 0,866; cos2a=-0,5; in 2 = 1,5 m, ; 

esse divengono pertanto: 

Vu = ^ a -l,5.O,5) = 0,2m/s v, v = (1 +0,5) = 1,2 m/s 



Vi 



^.0,866 = 1,04 /8 v, =-J^.0,866 «- 0,70 m/s 



tge, - 



2,5 

= 5,2; e, = 79° 



tge a - = - 0.58 6,= -30» 



vi 



- = 1.06 m/s v 2 = V^vi: = 1,39 m/s 



VIII.5. Usando le [V111.23] (e ponendo in esse v ol = 4 m/s; v o2 = 0; ,« t = 0,1 kg; 
i7i2 = 0,15 kg) si ha: 

p 0 1S -4 + 4 -01 e- 0.1 -4+0,1 -4 

O-v^v.^- '^Vs ; V2 = V " = °^ 

Dalla prima si ricava e = 0,67; e ponendo questo valore di e nella seconda 
si ha v 2 = 2,67 m/s. 
Si ha poi 

AK = K 0 ' K = -~ «li ^ " -y " i2 V ' = °' 26 J ■ 



VIIJ.fi. Prima dell'urto la particella P x ha velocità 

v 0 = V2*/(i-cose ol ) - pigili --^-)" 



e la particella 2 è ferma. Usando le [VIH.23] (con v oJ = v • v = o 
m 2 = 2m\ = 2m) si ha: °' 



Vi = v lx = 



~ e ■ 2 • v 0 + v 0 I - 2 e 



'V' 1 -^^ff4? 

D'altra parte, sappiamo che 9, = 8"(cos6, = 0,990) per cui 



Vi = "V 2*/(l - 0,990); 



sostituendo questa espressione al primo membro delle precedenti relazioni 
si ricava 

1 ~ 2e = 7 1 - 0,990 
3 V 1 - /2 /2 ' 

da cui e = 0,76. Sostituendo questo valore di e al secondo membro della re- 
lazione che fornisce v 2 , e ponendo al primo membro v, = J2xl(\ - C os6,) 
si ricava cos6 2 = 0,896; da cui 0; = 26,5°. 



\JIL7. La velocità v u di />, prima dell'urto si ricava dal teorema di conservazione 
dell energia: 

mgt « -ymvl; v* = 2gl . 

Nell'urto si_ conserva la quantità di moto totale (Q - Q 0 } ; infatti la reazione 
vincolare t e ortogonale a Q: 

Q 0 = mv 0 = Q = 2 m v ; eia cui v = v u /2 . 

Dopo l'urto si ha (teorema di conservazione dell'energia): 



(2«)g/(l - cose,) -±{2mW = "f (2/«)^- = -L( 2ffl ) 4 
da cui: 



2g! 



0 - cosOy) = ~L = o,25 ; cosOy = 0,75 ; % f = 41,5 C 



VIIJ.8. Il I teorema di conservazione dell'energia ci consente di calcolare la velocità 
angolare della sbarretta prima dell'urto. 



mg 1/2 = — lui dove / 



mi 1 



Da cui <A = 



3 ir 
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Nell'urto si conserva il momento angolare totale (non la quantità di moto 
totale: infatti in Osi esplica una reazione impulsiva; vedi es. E.V111.10): 

4 

/« 0 = (/ + ili / 2 ) <i> = — m / « 



da cui 



mr 



COr 



I + mi 



4 



Dopo l'urto si conserva l'energia: 

~Y (/ + mi 2 ) or = (mg-j- + mg/ju - cosO,) 



da cui 



(i - «se/) - — h- — ; 
= — \T m, )Tl6--3 

1 ' HI £' 



mg/ — (1 " cosQ,) 



cose/ = (1 - 0,083) = 0,917 9/ = 23,6° 



VI11.9. Si ha: 



K = J_ I/tó 2 + A/v 2 + mv 3 ] = ~y v 2 [//(//2) 2 + « + m] 



Mg/io" 



m + — M 



Dunque 



K 0 - K = Mgh 0 \ 



m + M 
4 w 



0,75 J 



E Capitolo nono 



m 



Sull'elemento di superficie </S si esercita una forza radiale verso ["interno 
pari a: 



dF = (a, ~ />) dS - -j- Po rfS 
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IX.2. 




la cui proiezione lungo la verticale è: 



dF 7 = dF- cos9 = — p 0 cos6 dS , 



Tenendo conto che dS costì = dS xl = proiezione di dS sul cerchio equato- 
riale (piano xy), si ha: 

F z = j = j (-y- a,) cose </S = j -y- p 0 rfS^. = -i- /,„ re 



5.: misfira 



cqu^tlorijk' 



Allo stesso risultato si arriva esprimendo dS in coordinate sferiche: 
dS = 2-KRsenBRdQ ed integrando su 6 da 0 a n/2. 
Numericamente 

F : = -j- ■ (\,Q1 • 10 5 ^tJ-(ti- (0,3)'nr) = 1,9 - 10<N , 

equivalente a 1,95 tonnellate-peso per cui è effettivamente lecito trascurare 
la forza peso della semisfera metallica. 



Sull'elemento di superficie dS = adz, posto a profondità z rispetto alla 
superficie libera, la pressione dall'interno è: 

P(z) = Po + pgz 

mentre la pressione dalla parte esterna è p 0 . 

La forza dF su dS è normale a dS ed è diretta verso ['esterno: 



dS=adz dF ~ (Po + pgz) dS - p a dS = pgz dS = pgza dz 



Per avere il modulo della forza risultante, trattandosi di un sistema di forze 
parallele e concordi, basterà sommare i vari contributi elementari </F(con z 
che varia da zero ad li). 



1X3. Sui corpo immerso il liquido esercita una spinta di Archimede, diretta 
verso l'alto e di modulo 

A = p L Vg. 

Per il principio di azione e reazione, il liquido riceve una spinta di ugual 
modulo e diretta verso il basso, che viene trasmessa al piatto della bilancia. 
Dunque la massa del contrappeso deve essere aumentata di 



Am = p L V = |fj,9 - -^j- j • (30 



cirr 1 ) = 27 g 



Di fatto è come se si aggiungesse un volume di liquido pari al volume del 
corpo immerso. 



Soluzione 



iv 4 Indicando con V, e V 2 le porzioni di volume V del corpo {V - V\ + Vi) 
immerse nel liquido 1 e nel liquido 2 rispettivamente, la spinta di Archi- 
mede vale: 

A = (pi Y\ + Pi Vi)S- 

Tale spinta, per l'equilibrio, deve essere uguale ed opposta alla forza peso 
agente sul corpo: 

Pi V\ + Pi Vi 

P Vg = (Pi V\ + P; Vi) S , da cui p v^~v 1 ■ 

Poiché Vi-fiK e quindi V x = {\ ~ h) V, si ha K,/ h = i 2 /(l ~ / 2 )- 
Dunque: 

+ h 

_ pi Ki + p 2 K 2 = pi + p 2 (lV^) = P ' P " 1 ~h = 

P F, + V 2 1 +(1^/^) j , h 

= Pi - P1./2 + 
eia cui: 

P = Pi +JÌ (Pi ~ Pi) • 

Poiché 0 <f 2 < 1, è evidente che p, < p < Pi- 1 casi estremi sono: 
f 2 = 0, cioè corpo tutto immerso nel liquido 1, che corrisponde al caso 
p = p, (basta la spinta di Archimede del liquido meno denso); 
f 2 = 1, cioè corpo tutto immerso nel liquido 2, che corrisponde al caso 
P = Pi- 



IX.5. A causa della massa trascurabile, il pallone inizialmente galleggia fuoriu- 
scendo dall'acqua in modo praticamente completo. L'immersione totale del 

4 3 

pallone implica uno spostamento di una massa d acqua m - -y nK p, 

dalla quota iniziale del suo baricentro, che era a profondità R, alla superfi- 
cie del lago (la cui quota non cresce apprezzabilmente). 11 lavoro necessario 
è dunque: 

L = mgR ^-ynR'pgR = 20,8 J . 

- 1X.6. Tenendo conto che la forza peso è applicata al c.d.m. della sbarra (punto 
||v centrale) c che a spinta di Archimede A è applicata a mela del tratto 



m 



ti':* 



cent 

immerso, per cui 
x sen a = h/2 

si ha, uguagliando a zero (equilibrio) il momento risultante rispetto al polo P. 
M'p° = xA senp - -y mgseni = 



x A sen 



i^y ~ «J " \ mg sen [a + -yj = 




xA cosa — mgeosa = 0 
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da cui 



xA = — mg . 



Essendo 



2 sena 4 sena 



si ha: 
A 

2 sen a 



mg 



Indicando con S l'area della sezione della sbarra e con p s la sua densità, 
essendo 2.v la lunghezza della parte di sbarra immersa, si ha: 

^ = P\mS2xg = pnfiS — g, ed anche m = p,SL 

l sen ce ri 



per cui: 

A _ 
2 sen a 

Dunque: 

Pi = PlhO" 



Pii-oS- 



Lg 



1 



2 sen a 2 sena 



P.,SLg . 



1 

4 sen 2 a 



10 



3 kg 



nr 



H' 4-0,67 = 373k 8 /m 



EX. 7. Il corpo, di volume K= 4/3 ti/? 3 e massa »i = p L V y è in equilibrio per 
effetto di varie forze. Orientiamo Tasse verticale positivamente verso l'alto 
ed indichiamo con A la spinta di Archimede. 

a) Nel sistema inerziale (ascensore fermo) si ha: 
A ~ mg -t=0 

i = A - mg = p A Vg - p L Vg = (p A - p ; J Vg = 



(IO 3 - 0,4 ■ 10 3 )^Ì- 
m 



-f n [(5 ■ IO -2 ) 1 nv 1 ] ■ (9,8 m 



3.08 N 



b) Nel sistema non inerziale in discesa con accelerazione a, si ha: 
A' - mg + ma - t/ = 0 
con A' = p.4 V(g - a) per cui: 
= P,4 ^te- fl) - p L V{g - a) = 
= ÌPa ~ Pò V(g ~ a) = (p,, - p L ) Vg 



- té": : 



fi) 

■'(-r)-'('-i)-^ — • 



Soluzione degli esercizi 479 



IX.8. Nel sistema di riferimento non inerziale solidale con il tubo ruotante, il 
liquido è in equilibrio in un campo di forze di volume conservative, dovute 
alla sovrapposizione della fona peso e della forza centrifuga: 

dW> = G dm 

con 

G x = w : x, G Y = w 2 > ; , G : = - g 

avendo orientato Tasse z verso l'alto. 

L'energia potenziale U associata al campo è tale die: 

ÒU 2 dU , $U 

-—r— = <sfx\ r— = <*> y; — ^— = ~ g 

óx oy oz 

e quindi: 

£/(a\j, z) = - -j- w 2 (a- 2 + >' 2 ) + g z + cost . 

Le sezioni A e B del liquido, che sono alla stessa pressione p 0 dell'ambiente 
esterno, debbono essere equipotenziali e quindi: 

U(A) = U(B) 

cioè: 

gz A + cost = — ~~ 1} + g2 B + cost , 
da cui 

«<z, - z A ) = gh-~- <JL 2 - h = = 0,46 m . 



iX.y. Trattandosi di liquido omogeneo in equilibrio nel campo delle forze di 
volume della gravità (conservative), punti di ugual quota (eq ui potenzi ali) 
debbono avere ugual pressione (isobari). 

Deve dunque essere p A = p c e quindi, detta p 0 la pressione atmosferica 
esterna ed S = nR 2 l'area della sezione del tubo: 



da cui: 

(m A - m B ) = Am = pSìi = 0,13 kg . 

IX. 10. Utilizzando la relazione dp = - pdU, equivalente alla: 
p + p V = costante, 

con U= w 2 U' 3 +y 2 ) + gz, 




L P rT «^n " co " sidcr ' 1zìone 11 4 in cui la pressione è p 1t ed il 

punto B, in cui il manometro misura la pressione p B , si ha: 



P^ + pg/^ = Pb ~ ~y pur R 2 (2-s = 0) 



Dunque: 



A* = 



l 



PS . 



(Pff " Pa) 

= ] 

0,9 • 10 J ■ 9,8 ' 

= 0,48 ni . 



0,1 - 1,012 ■ IO 5 — ~- 0,9 ■ 30 3 (]2) 2 .(0,3) 2 



Dal teorema di Bernoulli per condotti orizzontali si ha: 
Pi +^-pvf = p 2 + — pvì 
da cui: 



Pt~ p 2 = àp = ~ p (v\ - v f) . 

Esprimendo le velocità in funzione della portata si ha; 
v i = Q/Si, v 2 = Q/S 2 e quindi: 



da cui si ricava la massa clic fluisce nell'unità di tempo: 



IX.12. Quando i 



Iato 



sarà a G^«V a T, del tUb ° Ì! ,ÌQUÌd0 arriva a quota < + dall ' altr0 i 
mal, ^ 2) '- U Parte dl liquido non equilibrata è lunga 2zed ha 

portoni * T^LT, C la /° rZa PCS0 Hz) = P 52 ^- Q ucsta forza ' P rt> 
iS ' i , 6 tendente ad opporsi alla crescita di z come una forza di 
con ^accelera ' s,csercita all'intera massa del liquido pStz la accelera 



m « - P S2 



da cui: 



z = 0 



Soti St arSci° ne dÌfTerenzialc ha come soluzione l'equazione oraria del". 



*<0 = A 



COS (jit 




con « = \\JJL e periodo T= 2n^-j^ ■ 



E da notare che il periodo non dipende dal tipo (densità) del liquido; 
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Imponendo la condizione iniziale z(0) = h/2 si ha l'equazione oraria: 



z(/) 



COS W I , 



La velocità risulta dunque: 
// co 



z(0 



sen w/ 



e la massima velocità: 



V MAX 



Il calcolo della velocità massima può procedere anche con considerazioni 
energetiche. Poniamo uguale a zero l'energia potenziale con z = 0 (livelli 
nei due rami alla stessa quota). L'energia potenziale iniziale, quando tulto è 

fermo, sì può valutare pensando di prendere la massa P^ - ^ - l ' a " a zona ^- 
con baricentro a quota ^- e di portarla in zona A con baricentro a 
con un salto complessivo di quota di —j-. Pertanto 



/ M 

quota \ + ~h 

ps4)«(-f)-' s «-f 



La massima energia cinetica si ha al passaggio dalla posizione di equilibrio, 
in cui l'energia potenziale è nulla, per cui: 

— '» v MAX = — p57v MAX = pSg — 



da cui: 



* MAX 




gli 1 



21 



IX. 13. i] teorema dell'energìa cinetica si scrive: 



-totale; 



da cui: 



-ATTRITO 



con m 



-PESO 



+ L 



ATTRITO 



= AK = 0 



- L 



PLSO 



mg— - mg — 



= - — in gh 



pSh. 



Osserviamo che l'energia potenziale iniziale è quella che compete ad 
una massa m con c.d.m. a quota hi2, mentre l'energia potenziale finale 
t/ (RK) sì riferisce ad una configurazione in cui il liquido occupa un tratto h/2 
di entrambi i rami del tubo ad U e quindi ha c.d.m. a quota /i/4. Dunque 



-ATrRITO - 



— pSglS 
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Per la legge di Stevino la pressione inizialmente misurata dal manometro è: 



„(1N) 



Po + PS li 



mentre la pressione finale è: 



P ,F1N ' = Po + Pg— ■ 



Pertanto 



IX.14. Con le notazioni dell'esempio E.1X.10 si ha: 



pg/i +~pv^ = — 



■ pvj (Bernoulli) 



Se si trascura la velocità \ A rispetto a v„ = v'„, si ottiene la relazione di Tor- 
ricelli: 

Se non si trascura v A e si tiene conto dell'equazione di continuila: 
v A A = v a a, 

allora l'equazione di Bernoulli diventa: 

1 



p«A+4-p(-ji v 

da cui: 



pv- 0 



2gh 



Nel caso in cui ~ = sì ha v fl = 1,05 figli 



L'errore percentuale è allora: 



=* 1,05 - 1 = 0,05 = 5% 



-fili 



1X.15. L'equazione di Poiscuille 

applicata ai due liquidi fornisce: 
1 



- i k Ap R 4 \ 1 / ir A/) /f 4 \ 
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II rapporto tra i coefficienti di viscosità vale: 

_J3_ = _2g_ = 0 l ^ 200 s > = 12 
Tifi Q (0,5 /)/(400 s) 



I\.16. Procedendo come nell'esempio E. IX. 15 si arriva all'equazione differenziale: 

'»£- — Txfi-p«-6-n/ìv = m—— 

j ai 



ovvero 

t/v 4 i 

C- 6 tu] R\ = m —jj- con C = /n.i> — — nR' pg . 

Separando le variabili si ha: 

( /v 1 , 

■ ■ = d/ 

C - ò-ii /ìv w 

da cui 

rf(C-órcnrtv) / - 1 \ di 



\kt\R I 



(C- 6kt)Rv) \6ni)R j m 
Integrando si ha: 

In (C- ótitiRv) = - ^ / + cost = - al + costante 

m 

con a = . Da qui: 

m 

C-6tctjKv = e (-«'+""«nKi = Ke' al . 

Con Scostante da determinarsi in base alle condizioni iniziali (partenza da 
Termo). 

Per f = 0, v = 0 e quindi K = C. Dunque: 
6 nn R 

Osserviamo che per i <x> si riottiene il valore asintotico della velocità 
trovato nell'esempio E. IX. 15: 



6nr\R ' 

Occorre verificare che sia corretto usare la formula di Stokes che, come sap- 
piamo, è valida per regime di moto laminare. La verìfica si basa sul calcolo 
del numero di Reynolds per il valor massimo della velocità v^. Dunque, 
per la [IX. 18] 



Se Re < 1000 il moto è laminare e la formula di Stokes applicabile. Se 
Re > 1000 potrebbe essere necessario ricorrere alla relazione di Newton 
[JX.17], 
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Capitolo decimo 

X.I. La velocità v di propagazione di onde elastiche in una corda tesa è 
v - ]J-^ (eq. [X.34]). 
Nel nostro caso: 



X.2. 



X.3. 



x = Mg = (5 ■ kg) • 9,8 



m 



49 N 



m 
L 



V- 

Dunque 
v 



0,1 kg 
10 m 



IO" 2 kg/m 



^221-^ 

s" s 



L'onda si propaga con velocità 

w 2530 s" 1 en/ . m 

v = — - = — — = 5,06 ■ 10 . 

k 0,5 m s 

D'altra parte sì ha (vedi eq. [X.22J) v = 

£ - v 2 p = |s,0ó ■ 10 } -j-J ■ ^2,7 ■ lO' 1 -^ 
Si tratta di una sbarra di alluminio. 

Usando la [X.20] si ha 



; da cui 

P 



6,9 ■ 10 



io N 



ni 



F 




r da 


S 




H7 



dove a = sin (kx - w!>; per cui: 
F 



EAk cos (kx - co/) 



Lo sforzo massimo è; 



ir) - 

\ J /max 



EAk = 6,9 ■ 10 



N 
trr 



(2 ■ 10 _ti m) ■ (0,5 m" 1 ) = 6,9 ■ 10 



.4 N 

nr 



X.4. 



Deve essere (vedi osservazione al par. X.5): 
W = /j . 4 re dì = h • 4nd 2 2 . 
Da cui: 



X.5. et, (x, f ) = A sin (kx - w () 

a;(jc, 0 = A sin (k [x - L] - w/) . 

Dunque (vedi eq. [X.45]): 

kL 



^cosp^-)]. S in(**- W / + -^-) 



L'ampiezza dell'onda risultante è 

2it Z, 



2 A cos 



= 0 



L'ampiezza è nulla, così come l'intensità: siamo in condizioni di interfe- 
renza distruttiva. 
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X.6. Per l'armonica fondamentale sì ha (vedi eq. [X.53]): 
X = IL. 



D'altro canto, è v = — —; per cui v 

K 



1 



2 • (0,4 m) 



ì \ 2 • 9,8 N* 
V 0,5 • IO" 3 kg/m 



IL 2L 
1 



2L fi' 



In definitiva: 



0,8 



V'39,2 ■ 10 J s" 1 = 247 s" ' . 



X.7. Per l'armonica fondamentale si ha (vedi eq. [X.55]) 
X = 4L. 

Vo 



D'altro canto è v = — — , con v = 

A 



(vedi eq. [X.28]); per cui: 



4L 



1 



IL = 

p 4 • (0,4 m) 



ì/ (7/5)- (l: 
V 1.3 



013 ■ 10 N/m J ) 



29 kg/m J 



207 s" 



Poiché A. = costante, la variazione di frequenza è dovuta alla variazione di 
velocità v provocata dalla variazione di temperatura T (eq. [X.30]:) 



V M 



■ T. 



Si ha dunque: 
9v 



Av = 



ÒT 



■ AT = 



X \ M 



..J.iC 

2{f X V 



ÒT 

at 



A7 - 

M IT 



AT 
2T 



dove con v u si è indicata la frequenza af = 7" 0 (v 0 = 207 s H , vedi Eserci- 
zio X,7); essendo AT = 5°; T 0 —273 K, si ha infine: 



Av 



v Q |f = 207. 



15 



2 -273 



5,7 s" 1 
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La frequenza che il pedone percepisce quando l'auto si avvicina e quando 
si allontana è data rispettivamente dalla [X.57] e dalla [X.58]; per cui: 



Avi 



v s \ v - v s 
Essendo 



_v \ = 2 v v,s' 

+ v s j - \j 



v - 340 ; v s - 108 — ; — = 30 

s n s 



si ha 

V5 



= 17,8 ■ IO" 2 . 



X.10. Usando la [X.59] si ha 
Nel nostro caso, 

v 5 = 261,6 s" 1 ; v/f = v 0 = 6 m/s; v = 340 m/s . 
Pertanto si ha: 

v ft -v 5 = 261,6 ~s"' - 4,5 s" 1 . 




Appendice B 

Tabelle 



Gli amori desiderano ringraziare ti dottor Fabrizio Fontana 
per ('allestimento delle tabelle. 



Densità di alcune sostanze allo stato solido 



Elemomo 


Densità {k^/nr'j 


Te in p. °C 


Abete (legno di) 


0,41 ■ IO 3 


20 


Alluminio 


2,70 IO 3 


20 


Argento 


10,49 ■ 10 J 


20 


Asbesto 


2,40 ■ IO 5 


20 


Balsa 


0,16 ■ 10' 


20 


Burro 


0,86 • IO 3 


20 


Eucalipto (legno di) 


1,06 ■ IO 3 


20 


Mercurio 


14,19 ■ IO 3 


-38,8 


Oro 


19,40 • IO 1 


20 


Paraffina 


0,89 ■ ÌO- 


20 


Piombo 


11, 48 ■ IO 3 


20 


Platino 


21,37 • IO 5 


20 


Stagno 


5,75 ■ IO 3 


20 


Vetro comune 


2,60 • IO 3 


20 


Zolfo 


1,96 ■ IO 3 


20 
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Principali grandezze fisiche che intervengono in meccanica. Dimensioni e unità di misura 



G rande zza 




Dime n 5 


ioni 


Simbolo 
utilizzalo 


Nome dell'unità 










nel testo 


sistema S.t. " 


Accelerazione 




L 


• T" 2 


a 




Accelerazione Angolare 








ti» 


Radianti/secondo 2 


Area 




L 2 




A,S 




Coefficiente di viscosità 


M 


-L 1 


■ T" 1 


TI 




Densità 


M 


■ L~ 3 




P 




Energia 


M 


■ L 2 


T . 2 


E, K 


Joule 


Forza 


M 


■ L 


■ T" 2 


F,f 


Newton 


Frequenza 






T -i 


V 


Hertz 


Frequenza Angolare 






T -, 


a> 


Radian ti /secondo 


Lavoro 


M 


■ L 


• T" 2 


L 


Joule 


Lunghezza 


L 


L, 11 


Metro 


Massa 

. 


M 


m, M 


K.Ì logrammo 


Modulo di Young 


M 


L~' 


■ T" 2 


E 




Mfìff 1 1 1 n Hi rnmnrpcc 


M 


L 1 


. T" 2 


K 




Modulo di taglio 


M 


L 1 




T 




Momento angolare 


M 


L 2 


T -, 


P,P 




Momento di inerzia 


M 


L 2 




T 
1 




Momento della forza 


M 


L 2 




M 




Periodo 






T 


r 


Secondo 


Peso specifico 


M 


L~ 2 


• T^ 2 


p 




Potenza 


M 


L 2 


T" 3 


W 


Watt 


Pressione 


M 


L" ! 


T" 3 


P 


Pascal 


Quantità di moto 


M • 


L 


T -i 


q,Q 




Spostamento 




L 




s,As 


Metro 


Spostamento angolare 








Acc,A6 


Radiante 


Tempo 


T 


t 


Secondo 


Velocità 




L • 


T -i 


V 




Velocità angolare 






T -i 


w 


Radiante/secondo 


Velocità areolare 




L 2 ■ 


T -i 


A' 




Volume 




L 3 




V,t 





Nome dell'unità 
sistema- CG.S. 
e fattore di conversione 
(risnelto ;il sistema S 1.) 



Poi se 

Erg 
Dyna 

Erg 

centimetro 
grammo 



Secondo 



Baria 

Centimetro 
Radiante 

Secondo 



10 - 
1 

10" J 

IO -1 

IO 3 

IO -7 

IO" 5 

1 
1 

10"' 
IO" 2 

IO" 3 

10"' 
10"' 
10"' 
10 
10 
10 

1 

10"' 
IO" 7 
10"' 
IO" 1 
IO" 2 

1 
] 

IO" 2 

1 

IO"" 1 

IO" 6 



Altre unità di uso comune 
con fattore di conversione 
(rispetto al sistema S.l.t 



Kg peso 9,807 



B.t.u. 

yard 

pound 



1,055 x IO 3 

0,9144 

0,4536 



Hp 735,499 
mmHg 133,32 



Secondo 1 



Giri/min 0,1047 



Gallon 4,54 x 10 



-3 



* ^urti: Sì ricorda die a partire dal 3 novembre 1982 con D P R n Mnil „ imi „ c-m r , „ r- c f 

n. 80/181 s i assumono come unità di misura legali da utilizzare Ù ,3,1 802 * ra « n ^° S ^ U|I ° n»™»"™ C E t 

(S.I.) o Sistema pratico. utilizzare per esprimere grandezze quelle tosmuemi il Sistema Intemazionale 
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Alcune costanti fondamentali dì interesse in meccanica 



NOITK 


Sìmbolo 


Miglior valore sperimentale 


Velocità della luce 


C 


299.792.458 m/s 


Massa a riposo dell'elettrone 


m c 


9,1091 x 10" !1 kg 


Raggio di Bohr 


a Q 


5,2917 x 10"" m 


Costante di gravitazione 


G 


6,670 x 10"" NnrVkg 2 



Coefficienti di attrito statico e dinamico per alcune sostanze 



Mangiali 


Auri lo italico 


Ad ri lo dinamico 


Ottone su acciaio dolce 


0,51 


0,44 


Zinco su terrò 


0,85 


0,21 


Alluminio su alluminio 


1,55 


1,40 


Vetro su vetro 


0,94 


0,40 


Ferro su ferro 


1,10 


0,85 


Teflon su teflon 


0,04 


0,04 
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Prefìssi dei multipli e dei sottomultipli delle unità metriche 

Esempi di applicazioni di detti prefìssi: 

IO 9 hertz = 1 Gigahertz; 10 J grammi = 1 kg; IO" 12 
secondi = 1 picosecondo. 

Esistono anche esempi dì nomi specìfici associati a 
multipli dell'unità per una data grandezza ma sono 
accettati solo nel loro campo specifico dì applica- 
zione. 



^.i ni"h fi Irt 




Valore ( rispftto j II' unità) 


E 


exa- 


10 1S 


P 


peta- 


10 !i 


T 


tera- 


10 !2 


G 


gìga- 


10* 


M 


mega- 


10* 


k 


chilo- 


IO 3 


h 


etto- 


IO 2 


da 


deca- 


IO 1 




unità 


1 


d 


deci- 


IO" 1 


c 


centi- 


IO" 2 


m 


milli- 


10"' 


fi 


mìcro- 


IO" 6 


n 


nano- 


IO -9 


P 


p ico- 


w~ n 


r 


fe mto- 






atto- 





Esempi di multipli non standard di unità di misura. 



Uni là 


Simboli 


Fi l|u tv j forili Sì 


Tonnellata 


Ton. 


IO 1 kg 


angstrom 


À 


10" 10 m 


bar 


bar 


10 5 N/m 2 


litro 


1 


IO" 3 m 3 


Stokes 


St 


IO" 4 nr/s 



.1: 
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Parte seconda 

Termodinamica 



Capìtolo primo 

Calore e temperatura 



1.1. Termodinamica 



Il teorema di conservazione dell'energia meccanica afferma che l'energia 
meccanica di un sistema sottoposto a sole forze conservative non cambia nel 
tempo. Ad esempio, un pendolo costituito da una sbarretta pesante appesa ad 
uno dei suoi estremi, nel caso ideale che Tunica forza responsabile del movi- 
mento fosse la forza peso (conservativa), continuerebbe ad oscillare indefini- 
tamente, sempre con la stessa ampiezza. In realtà, l'esperienza quotidiana ci 
dice che ciò non accade nella pratica: le oscillazioni del pendolo vanno smor- 
zandosi, e, dopo un tempo più o meno lungo, esso si ferma. Ciò è imputabile a 
fenomeni di attrito che esercitano sul sistema forze non conservative: ad 
esempio forze di sfregamento che si sviluppano sull'asse orizzontale che 
impone alla sbarretta dì ruotare intorno a un suo estremo. 

Il lavoro - negativo - compiuto da queste forze va progressivamene dìssi- 
pand5Ì^nergm"meccaruca^ altri mille possibili esempi ci- 

tiamo quello di una palla che, cadendo sul pavimento, rimbalza più volte, ma 
sempre meno alto; quello di un veicolo che si ferma per azione del freno, ecc. 

Ogni qu alvolta succede questo, cioè ogni qualvolta si dissipa energia 
meccànica , srriscòT n^'s pelrWéntalrnente che si hanno fenomeni di riscal- 
damentoJjFquèlle .Earti, dove le forze dlssipative si esplicano; nell'esempio 
del pendolo, l'asse si riscalda; nel caso del veicolo, si scaldano i freni, ecc. 

La term od in amica _è quel capitolo della fisica che si occupa di descrivere i 
fenomeni di riscaldamento (detti anche «fenomeni termici») e la loro rela- 
zione con i fenomeni meccanici. Più in generale, la termodinamica studia i 
. fenomeni termici in relazione ad altre forme di energia. 




Dissipi) zi one 
meccanica 



dell'energia 



Riscaldamento 



Termodinamica 



■nt: 



1.2. Temperatura 



La descrizione dei fenomeni termodinamici richiede, innanzi tutto, 
$ che si renda quantitativo il criterio con cui sensorialmente si distin- 



Stato termico 
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Temperatura 



Dilatazione termica 



Principio_zero della 
termoidinamìca 





CAMBIAMENTO DI FASE 



Temperatura 
o Celsius 



centigrada 



pidVVreddo)° Stat ° tCrmÌC ° Cl1 ' ,0 SteSS ° COrP ° PUÒ tr ° VarSÌ (cald0> tie " 

U grandezza fisica che descrive lo stato termico di un corpo (solido 
ItquioòTo gassoso) "si dice iempcruiura. ' 

La definizione operativa di temperatura può procedere nel modo 
seguente: 

a) sulla base di sensazioni tattili si crea, per gli stati termici, una grossolana 
scala che va dal freddo, al tiepido al caldo; 

b) si osserva che, fissata l'attenzione su un corpo qualsiasi, a diversi suoi 
stati termici corrispondono dimensioni geometriche diverse (fenomeno 
della dilatazione termica); 

c) si osserva (a questo livello, di fatto, si intuisce e poi tutti ì fatti confer- 
, meranno) che due corpi inizialmente in srati termici diversi ve povi in 

contano dopo un certo tempo .finiscono per trovarsi in uno stato 'termico' 
comune stato termico di equilibrio); questo viene anche detto princìpio 
zero della termodinamica; LLlL^Jlf' 0 

d) si costruisce una piccola ampolla di vetro (bulbo) collegala ad un lungo 
cilindro d! sezione piccola e costante (capillare); la si riempie parzial- 
mente di mercurio e la si sigilla (dopo avere prodotto in essa il vuoto 
pneumatico); 

e) ponendo a contatto questo dispositivo con corpi in diversi stati termici, 
ad equilibrio raggiunto il mercurio invade ii capillare per diverse lun- 
ghezze; in questo modo si è realizzato un individuatore di stati termici; 

0 con tale individuatore di stati termici si osserva che, una volta rissata la 
pressione, i cambiamenti di fase di una sostanza pura (per esempio da 
sonda a liquida) avvengono sempre alio stesso stato termico (cioè con il 
mercurio che si pone sempre allo stesso livello nel capillare); 

g) si definisce una scala j ermometrica fissando // valore -ero per il livello 
del mercurio qualìdoiTSulFo è in contano termico con una mnceia"di 
acqua liquida e ghiaccio alia pressione di una atmosfera e fissando il 
valore WO \per il livello del mercurio quando il bulbo è a contatto con. 
acqua bollente (passaggio di stato liquido-vapore) alla prensione di 
I alni.; 

h) dividendo _ // tratto che separa io zero dal cento sui capi/lare in cento parti'- 
uguali si e costruito uno strumento capace dì attribuire un numero detto':' 
temperatura in gradi centigradi (°C), ad ogni stato termico di un corpo'' | 
(almeno quando questa sia compresa tra zero e cento gradi centigradi)., / 

Vedremo in seguito come la scala termometrica possa essere estesa 1 
termJ^ J f ffmtmaUo 0 °C - 100 °C. Vedremo anche come esistano' 

™. , f 51 da qUdl ° a mercuri0 < lic l uidi termometrici diversi, 
uppure gasj; ed anche come si possa misurare una temperatura basan- 
uosi su proprietà diverse della materia (resistività elettrica, pressione/ 

' Celsius) SC3la termometrica s °P ra definita si chiama scala centigrada (p- 
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È abbastanza diffuso anche l'uso della scala Fahrenheit, che è legata 
■ alla scala centigrada dalla seguente relazione: 

! 
i 

tR„ lr c„h Cil = 32+y t(°C) (1.1) 

Scala Fahrenheit 

(ad esempio t = 0 n C - t Fahrsnheil = 32°F 
t = 100°C - W, lhcil = 212-F) 



Più avanti introdurremo anche la scala Kelvin. 



13. Sistemi termodinamici =ò 



-Mi W-:. 



Un sistema fisic o (un solido, un liquido, un gas, una soluzione satura o 
non, ecc.) sufficientemente grande da essere osservabile, direttamente dai 
nost ri sens i dettojjn_ usteni^jnacroìcopico. 

~"TJn sistema" macroscopico è costituito da un numero grandissimo di 
costituenti microscopici (gli atomi, ie molecole). Tuttavia non è né utile né 
possibile descrivere il comportamento di un sistema macroscopico specifi- 
cando lo stato di moto di ciascuno dei suoi costituenti microscopici. Un 
sistema macroscopico _yjene descritto invece ricorrendo a parametri macìro- 
scopici di insième, che descrivono' le caratteristiche utili del sistema nel suo 
complessòj o di porzioni macroscopiche di esso. Tali parametri sono detti 
variabili termodinamiche o parametri di stato. 

Parametri di stato sono ad esempio il volume, la pressione, la densità, 
Ja temperatura, la CQrjcenlrazÌQja£--dÌ.un particolare sale in una soluzione, 
ecc. Vedremo più avanti che il valore dei vari parametri di stato è riconduci- 
bile a proprietà microscopiche mediate (o sommate) su porzioni macrosco- 
piche del sistema. Unjsisj.ema_rnacroscopico, . quando viene descritto attra- 
verso i parametri dT stato, ~e detto anche un sistema termodinamico. 



Sistema macroscopico 



-V-7,', 



Variabili termodinamiche 
parametri di stato 



Sistema termodinamico 



i 



Sistema isolato 



1.4. Sistemi termodinamici chiusi e sistemi isolati 

Un sistem a vi ene de tto chiuso se non scambia materia con l'ambiente. Sistema chiuso 
Ad esempio l'acqua che bólle ih una pentola aperta non è un sistema 
chiuso: a causa deti'evaporazione una parte dell'acqua si disperde nell'am- 
biente. 

Un sistema viene detto isolato se non scambia né energia né materia 
c on Pa'nTbleh te. Poiché" vedremo che anche uno scambio di calore comporta 
scambio di energia, per essere isolato un sistema non deve dunque - in 
Particolare - scambiare nemmeno calore con l'ambiente. La Terra, ad 
esempio, è un~sisiema~cTiè~ (tra^ùranó"ò TrTehòmenó dei meteoriti, delle 
polveri e dei raggi cosmici) può essere considerato sostanzialmente chiuso. 
Ma non è un sistema isolato: esso riceve energia dal Sole, e disperde ener- 
gia termica - nella forma di radiazione infrarossa - verso lo spazio cosmico. 

I sis temi con cui un sistema non isotato scambia energia sono detti le 

'M- Il sistema e le sue sorgenti rappresentano, nel loro insieme, un sistema 
isolato (se le sorgenti scambiano energia solo con quel sistema). 



SISTEMI 
ISO. AIO 



i Y 



r.u- a>j j.'*-!' 
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Stato stazionario ' 



Equilibrio termodinamico 



Equilibrio meccanico 







' ■ ■ : i 


: 1 -7 

; / /in. 


vi .'V 



Equilibrio termico 




NON EQUILIBRIO 
TERMICO 



Equilibrio chimico 



1.5. Stati di equilibrio termodinamico 

Lo stato di un sistema termodinamico è noto, quando è noto il valore 
che i parametri di stato hanno in ogni punto del sistema. Se il v alore de i 
parametri di stato è costante nel tempo, lo stato si dice "si azionario. 

In generale, i sistemi che studieremo saranno in interazióne coriTam- 
biente e ne saranno influenzati. Per esempio, il sistema considerato potrà 
essere a contatto con un corpo a temperatura diversa, oppure l'ambiente 
circostante potrà esercitare delle forze sul sistema stesso, ecc. Queste ed 
altre interazioni potranno produrre dei cambiamenti allo stato (cioè ai para- 
metri dì stato) del sistema considerato. 

Si dice clic un sistema termodinamico chiuso è in uno staio di cquili- 
brio termodinamico quando si sta realizzato: 

a) l'equilibrio meccanico fra le forze che il sistema esercita sull'ambiente 
esterno e le forze esterne agenti sul sistema. 

Per esempio, un gas in un cilindro munito di pistone mobile esercita 
sulle pareti delle forze, a causa dei numerosi urti delie sue molecole 
contro le pareti stesse. Perché il pistone non si sollevi è necessario appli- 
care dall'esterno una forza F fS , che faccia equilibrio alla forza interna da 
parte del gas. In queste condizioni lo stato termodinamico del gas è defi- 
nito dai parametri di stato pressione, volume, temperatura, numero di 
moli (cioè massa). 

In assenza di equilibrio meccanico il pistone si muoverebbe, e nel gas si 
potrebbero formare vortici o comunque disuniformità di pressione che 
non consentirebbero di definire lo stato del gas con un unico valore del 
parametro di stato pressione; 

b) V^quUibrio termico tra le varie parti del sistema considerato, nonché fra 
questo èTFrribierite esterno. Ciò vuol dire che tutte le partì dél'slstema 
sono alla stessa temperatura, che coincide con la temperatura dell'am- 
biente. Se ci fosse differenza di temperatura tra il sistema (per esempio 
liquido) e l'ambiente esterno (per esempio per contatto di un punto del 
recipiente che contiene il liquido con un corpo a maggior temperatura), 
la temperatura locale del liquido vicino al punto di contatto crescerebbe, 
così come le dimensioni geometriche (volume) della porzione di liquido 
riscaldata. Di conseguenza la densità locale diminuirebbe e, per la spinta 
di Archimede, una massa di liquido migrerebbe verso l'alto (mecca- 
nismo di convezione). In questo fenomeno la temperatura non sarebbe 
uniforme all'interno del sistema ed il parametro di stato temperatura 
non sarebbe adeguato, con un unico valore, a descrivere lo stato dell'in- 
tero sistema; : 

c) /'equilibrio chimico, che garantisce che non sono in corso reazioni che 
alterino la composizione relativa del sistema. In questa situazione peTun 
sistema, per esempio, a due componenti, basta dare i valori w, ed rt 2 del ■; 
numero di moli dei due componenti per descrivere completamente lo ., 
stato complessivo del sistema dal punto di vista chimico. r ; 

^sistemajermodinamico, se lascialo isoiato per un tempo sufficiente- ' 
meììt iJ™g°>- raggiunge ano stato di equilibrio termodinamico: ■'—■K 

È chiaro che uno stato di equilibrio termodinamico è perfettamente ■ 
descritto tramite un numero limitato di parametri di stato che assumono di ! 
norma lo stesso valore in ogni punto del sistema termodinamico considerato/;! 
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La precedente osservazione non esclude che, per sistemi di grandi 
dimensioni, pure in equilìbrio, si abbiano disuniformità di certi parametri 
di stato (ma non della temperatura). Basti pensate alla variazione di 
pressione atmosferica con la quota, oppure all'andamento della pressione 
con la profondità z di un liquido pesante in equilibrio (legge di Stevino: 
P(z) = P 0 +pgz). 

In questi casi l'approccio termodinamico richiede che si considerino 
porzioni di sistema all'interno delle quali il valore dei parametri di stato 
non vari apprezzabilmente (vedi § 1.8). 

Lo studio dei meccanismi attraverso i quali lo stato di un sistema 
macroscopico può essere fatto variare, è argomento della termodinamica. È 
osservazione comune che tali meccanismi possono essere di varia natura: 
può trattarsi di lavoro di forze di attrito, di reazioni chimiche, di passaggio 
di corrente elettrica, ecc. 

E di particolare interesse il caso in cui la variazione di stato del sistema 
avvenga per interazione con corpi a temperatura diversa (interazione per con- 
tatto o a distanza). Sì dice allora che fra i! sistema e tali corpi si realizza uno 
scambio di calore, una grandezza fisica di cui andiamo a dare, nel paragrafo 
che segue, la definizione operativa. 



1.6. Calore 



Se due sistemi A e B a temperatura diversa - i A e t 8 rispettivamente - 
vengono posti a contatto termico, i loro rispettivi stati si influenzano a 
vic€nr!a":"airequÌlibno;"sè non intervengono cambiamenti di stato di aggre- 
gazione, essi raggiungono uno stato caratterizzato dalla slessa temperatura 
- chiamiamola 7- intermedia fra t A e t B , Durante questo processo qualcosa 
è passato da un sistema all'altro, qualcosà~cTTe~"e "capace di provocare feno- 
meni a volte molto evidenti. Se uno dei sistemi è costituito, ad esempio, da 
un gas contenuto in un cilindro con pistone, il pistone può sollevarsi com- 
piendo lavoro. Quel «qualcosa» - che i primi sperimentatori chiamavano 
«fluido calorico» - si chiama calore. 

Lo strumento usajto per misurare il calore si chiama calorimetro- Esi- 
stono divèrsi tipi di calorimetri che, pur se basati su fenomeni diversi, sono 
tuttavia fra di loro sostanzialmente equivalenti. Noi ci riferiremo al calori- 
metro a ghiaccio. 

Se un recipiente contiene |una mis cela di acqua e ghiaccio fra di loro 
in equilibrio (sappiamo che tale mssc^la"'s1*rr^à~TlInirie"mperatura di 
0°C) e se il recipiente viene posto per un certo tempo a contatto con 
un sistema più caldo (ad esempio esso viene disposto sulla fiamma di un 
fornello) si riscontra che una parte del ghiaccio fonde, senza tuttavia che 
cambi la temperatura della miscela (fino a che tutto il ghiaccio non si 
sia sciolto). 

Il calore_ che i l rec ipiente (il calorimetro) ha ricevuto è misurato, 
definizione^ dalla quantità dì ghiaccio che si è fuso. 

Fra ì vari modelli di calorimetro a ghiaccio alcuni, molto sofisticati 
. come ad es. il calorimetro di Bunsen, consentono una misura assai precisa 
■ della quantità di ghiaccio disciolta. 

Come unità di misura del calore, per lungo tempo la più usata è stata 
M caloriq, de finita come la quantità di calore che va sottraila a un grammo 
,d acqua per fare scendere la sita temperatura da 15,5 "C a 14,5 "C. 
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Calorimetro 
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Calorimetro a uhiaccio 
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GHIACCIO - 
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! Calore latente eli fusione del 
cai 



ghiaccio = 79.7 ■ 



Equivalenti: meccanico delia 
cai or ìli. 



./ - 4.136 



joule 
cut 



Convenzione sul segno del 
cui ore 



La taratura del calorimetro a ghiaccio può essere effettuata tenendo 
contò~ch~^péTscibgl]é're"ùn grammo di ghiaccio a 0 "C sono necessanè~c7rca 
79,7 calorie. Si può dire - come preciseremo meglio in seguito - che il 
calore è energia che si scambia tra corpo e ambiente solo in virtù della dif- 
ferenza di temperatura tra corpo e ambiente (essendo implicati, come 
vedremo, tre jjrmcjpali meccanismi di scambio: conduzione, convezione, 
irraggiamento). 

Oggi si va sempre più diffondendo l'adeguamento alla convenzione 
internazionale che suggerisce di misurare il calore nelle stesse unità della 
energia meccanica, cioè in joule.' Anticipando i risultati degli esperimenti 
per la misura dell'equivalente meccanico della caloria, diciamo che una 
caloria equivale a 4,1855 ± 0,0004 joule. 

Disponendo della definizione operativa di temperatura e calore, cioè 
avendo definito il modo in cui tali grandezze si misurano, siamo ora in 
grado di studiare le leggi fenomenologiche che regolano i processi di trasfe- 
rimento e trasformazione del calore. Per quanto riguarda il segno da attri- 
buire al calore scambiato da un corpo, si conviene di considerare positivo il 
segno ik'ì calore se ricevalo (o assorbito) dal corpo, nel senso che. per effetto 
unicamente di quello scambio, il corpo annienterebbe hi sua iempcràiurd"(]xi 
assenza di cambiamenti di stato di aggregazione). Viceversa per il segno 
negativo. 



Trasformazioni termodina- 1.7. Trasformazioni tenitori in amiche 



miche 



Trasformazioni 
equilibrio 



fra stati di 



Termodinamica degli stati di 
equilibrio 



Quando un sistema termodinamico cambia stato (cioè quando cambia 
nel tempo il valore dei suoi parametri di stato) si dice che il sistema subisce 
una trasformazione. 

Definiamo qui di seguito alcune importanti categorie di trasformazioni. 

Trasformazioni fra stati di equilibrio. Chiameremo così quelle trasfor- 
mazioni che portano il sistema da uno srato iniziale di equilibrio a uno 
stato finale anch'esso di equilibrio. Poiché un sistema isolato inizial- 
mente in equilibrio permane in tale stato, evidentemente durante una 
trasformazione di questo tipo il sistema non può essere isolato: esso 
scambierà energia con l'ambiente, in generale sia nella forma di lavoro 
(meccanico, elettrico, ecc.) che S'ambiente compie su di esso (o vice- 
versa), sia nella forma di calore. La termodinamica degli siati di equilibrio, 
che tratta questo tipo di trasformazioni, si occupa delle rélazTonTche 
intercorrono fra .1 parametri nello stato iniziale c finale che il sistema 
as'sume rispettivamente prima e dopo la trasformazione, e l'energia che i 
nelle vane forme il sistema scambia con l'ambiente durante la trasforma- 
zione; disinteressandosi tuttavia - in generale - della descrizione" del 
sistema mentre la trasformazione ha luogo. 



Trasformazioni cicliche 



Trasformazioni cicliche. Una trasformazione si dice ciclica se lo stato; 
iniziale e quello finale sono fra di loro identici. 



Trasformazioni quasi statiche 



Trasformazioni quasi statiche. Sono definite come trasformazioni i 
durante le quali il sisjejnajDassa solo attraverso stati di equilibrio. In natura; 
non esistono trasformazioni quasf stàTiche: esse rappresentano una schema-; 
tizzazione teorica cui le trasformazioni reali possono più o meno avvici- 



girili--" 



narsi. La trattazione delle trasformazioni quasi statiche può essere fatta in 
maniera semplice e univoca e rappresenta un interessante caso limite per le 
trasformazioni reali. 

Consideriamo l'esempio della compressione di un gas contenuto in un 
cilindro metallico con pistone, in contatto termico con un ambiente a tem- 
peratura t A uniforme e costante. Affinché il pistone scenda comprimendo 
cosi il gas, è necessario che esso eserciti sul' gas una pressione superiore a 
quella che nello stato iniziale il gas esercita sul pistone. Per ottenere ciò si 
metterà, ad esempio, sul pistone un peso. La trasformazione che ne risulta 
non è quasi statica. M entre infatti il pistone scende il gas non è in uno 
stato di equilibrio né internó"né con l'ambiente: esso ha localmente velo- 
cità diversa da zero, ed ha una temperatura ed una pressione diversa da 
punto a punto. 

La compressione si avvicinerebbe al limite quasi statico se sul cilindro 
venrssTTo"_d:ÌspostÌ, in tentasene uno dopo l'altro, dei piccoli pesi; in modo 
che anche d u ran te ld"t ras forni a /.ione il gas fosse {dal punto di vista macro- 
scopico) praticamente fermo, fosse sempre in ogni sua parte alla tempera- 
tura t A , e avesse sempre in ogni istante una pressione uniforme pari a 
quella (lentamente variabile) che il pistone esercita su di esso. 

Trasformazioni reversibili. Nel passare da uno stato iniziale ad uno stato 
finale, attraverso una serie dì stati intermedi, un sistema interagisce in 
vario modo con l'ambiente esterno. Potrà essere scambiato del calore 
con certe sorgenti (assorbito o ceduto) ed inoltre dei dispositivi esterni 
(ad esempio meccanici) potranno compiere del lavoro sul sistema cam- 
biando il loro stato energetico (pesi che scendono, molle che si scari- 
cano, energia cinetica che si riduce per effetto di forze di attrito, batterie 
che si scaricano, ecc.). 

f La trasformazione si dice reversìbile se è possibile eseguire (pratica- 
; menTe^o concettualmente) una trasformazione che riporti il sistema allo 
stato iniziate, seguendo a ritroso la stessa sequenza di stati intermedi che il 
sistema ha seguito nella trasformazione diretta dallo stato iniziale a quello 
finàle7"con le seguenti condizioni: 

a) le sorgenti di calore recuperano le quantità di calore scambiate nella tra- 
sformazione diretta (nel senso che gli scambi di calore che avvengono 
nella trasformazione inversa coinvolgono le stesse quantità di calore che 
si erano scambiate nella trasformazione diretta, ma con i segni cam- 
biati); 

b) i dispositivi esterni, lavorando all'inverso, recuperano l'energia che ave- 
vano spesa nella trasformazione diretta (pesi che salgono, molle che si 
ricaricano, energia cinetica che ricresce, batterie che si caricano, ecc.); 

c) nulPaltro avviene. 

In sintesi, si può dire che una trasformazione è reversibile se si svi- 
luppa in modo tale che, a trasformazione conclusa, il sistema stesso e l'am- 
biente esterno possano essere ricondotti alle situazioni iniziati rispettive, 
per semplice inversione del segno delle interazioni fra sistema ed ambiente 
e senza che avvengano altri cambiamenti nell'universo. 
^ Da ciò che seguirà, ed in parttcolar modo dalle conseguenze del 
secondo principio della termodinamica, si vedrà che le trasformazioni natu- 
rali implicano sempre qualche grado di irreversibilità. Potrà trattarsi di irre- 
versibilità meccanica (attriti), irreversibilità termica (distribuzioni di tempe- 
ratura non uniformi) od irreversibilità chimica (reazioni spontanee). 
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Trasformazioni irreversibili 



non equilibrio 



:ffeuì dissipativi 




Trasformazione quasi statica 
con attrito 



Trasformazioni spontanee 



? ùrgente 1 



sorgente 2 




INTERNO 




ten s iVch e '^' ì ^ :>f7 " <J ~" " /- - gv '— ' 0gni caso ' nì °strano le 



seguenti carat- 



a) « ^"sonosefluenze di infiniti stati dì equilibrio (dunque non si rea 
IfoSS™ meCCan!C0 ' termÌC ° 6 Chiniic ° P« ogn'stato della S 

b) o ■ subentrai^ett^ssipatiW (attriti, viscosità, deformazioni anela 
stiche, resistenza elettrica, ecc.); ' ' anela ' 

c) oppure accadono entrambe le cose a) e b). 

Dunquejjna trasformazione reversibile deve svolgersi in mnrtn 
sram^rmsTmrcTìe- seira annre-ahi!i /, ' ™9°.£f''«.v/- 

statica che non è \TT°> immaginare una ^formazione quasì- 
stattca che non e reversibile. Un volano ruota inizialmente ■ìirinterL J; 

ir r tut ls .tnV e ;' mica, ; iente dairestemo ' «* -S^iS . 

gas e tutto 1 apparato si trovano ad una certa temperatura iniziale 
ni,,n^ Pa \ da q " eSta situa2Ìorie . si agisce ora dall'esterno co. una forza 
p ccohssima che spinge un freno contro il volano ruotante. Si può mmi? 

rfMi a T r« ttaVl f a 18 tras f ormazion e non è reversibile. Invertendo la direzione 

st tacca da WoTno rn^VT 6 eStem ° SUl SÌStema S 
fT edda m en re ?1 vnh „ * sform 1 aaone ™" * inverte ed il sistema non si 
aescente r ' Prende 8 ruotare con velocita via via 

versibiL^cne'^oin^?" 6 T'™* Un PI '° CesS ° intrinsecamente irre- 
versib.le, che coinvolge forze dissipale (attrito tra volano e freno). 

Trasformazioni spontanee. A partire da uno stato di eoniiihrin .m 
sistema termodinamtco può allontanarsi da esso pe portr M u 'altro 
Però teuZTzZ 0 S ? 10 SC U SÌStema SteSS ° " 0I1 è Colato Partendo 
Una ^ta^ Zfnl^fJ' 3 S f 0 ™ aZ,0nC Potandosi in uno stato di equilibrio. . 

a contane terS^nT ^ ^ metallica 1 Clli estremi siano posti 
a contatto termico con due sorgenti, alle temperature rispettivamente /, e h 

emneritura cZT * 3 r6gime ' in uno stato stazionario: la sua 

PoTché ™S in,' ^ r temP ° in ° gni PUnt0 ' non è uniforme, 

soreentS TU* ° ^ T 1 ^' ÌS ° liamo sistema (allontanando le 
porfa nello , t tnT a ^Tu* ^ U " a trasfor ™zione spontanea che lo 
intermedia f«° é Caratterizzato da urìa temperatura uniforme 

la tralSJnn?^ ?f^ sfo ^one spontanea non è quasi-statica (durante 
lìo finaTe) * " M è in e(JLlilibrio > e ] * raggiunge solo nello- 

fatte Vn^ir, Pa fr?H lare à \ Uasform ™™ spontanee si ha quando vengono", 
proor io contn in ' °k° dUC deI SÌSt6ma ' ciascuna d " 1Ie <U»M ^ia per 
dMoro- Z I J ^ milbno l ? ma ^ non siano inizialmente in equilibrio fi* 
separa due nprt^?' - S ', eIimma U " diaframma termicamente isolante che 
oppure sTanr 1 rfibSf^V™ 3 teniperatura '■ ed «na a temperatura r 2 ; 
oppure si apre il rubinetto che separa due recipienti contenenti gas a pres- 
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sione diversa, P x e P 2 . Quando si fa ciò, si us"a dire che si elimina un vincolo 
(termodinamico) interno al sistema. 

/ 

Trasformazioni lontane dall'equilibrio. Può accadere che un sistema ter- Trasformazioni lontane dal- 
modinamteo che si trasforma rimanga sempre lontano dall'equilibrio. Ciò l'equilibrio 
accade di norma quando il sistema non è isolato né chiuso: ad esempio l'at- 
rfiosferaTéfrestre ò una sua'plùTei racquà che scorre in un fiume, ecc. La 
termodinamica dei sistemi lontani dall'equilibrio è un capitolo della fisica 
che si è aperto solo in tempi relativamente recenti (qualche decennio fa) ed 
è a tutt'oggt tutt'altro che consolidato. Ad esso dedicheremo solo qualche 
riga in questo libro. 



1.8. Variabili di stato intensive ed estensive 



Dei parametri di stato precedentemente definiti (o ai quali abbiano più 
sopra accennato) alcuni sono detti intensivi ed altri estensivi (o additivi). 

Sono intensivi quei parametri (come la temperatura t, la pressione P, la 
densità p, ecc.) che "caratterizzano proprietà locali del sistema: se essi hanno 
un certo valor medkfm una certa porzione del sistema, il loro valore pun- 
tuale (in generale diverso da 2ero) lo si ottiene facendo tendere a zero, 
intorno al punto considerato, il volume di quella porzione. 

I parametri estensivi caratterizzano invece deile quantità additive; se 
essi hanno un certo "valore in una porzione dei sistema e un altro valore in 
un'altra porzione, mettendo insieme le due porzioni il relativo valore del 
parametro estensivo è pari alla somma del valore che aveva su ciascuna 
delle due porzioni (e non pari alla media come nel caso dei parametri inten- 
sivi). Parametri estensivi sono ad esempio la massa, il volume, l'energia, 
ecc. ~ 

La termodinamica fa uso di svariate funzioni di stato. Definiremo nel 
corso del libro le funzioni di stato energia interna, entropia, entalpia, ener- 
gia libera, entalpia libera: queste sono tutte grandezze estensive. 

È spesso comodo, per !e grandezze estensive, introdurre il loro valore 
specifico, riferito cioè all'unità di massa m (o all'unità di volume V); non di 
rado l a massa vie ne mi surata in moji, e le relative grandezze specifiche ven- 
gono allora dette grandezze molari " 

I valori sp ecifici delle grandezze estensive sono grandezze intensive, 

II calcolo delle funzioni di stato è particolarmente semplice quando 
: abbiamo a che fare con stati di equilibrio, e più precisamente con stati per i 

quali i parametri intensivi abbiano lo stesso valore in ogni posizione del 
sistema. 

■ ; Se con w, ad esempio, indichiamo l'energia interna specifica e con U 
, l'energia interna totale del sistema, si può scrivere (essendo dm l'elemento 
di massa): 



U= \u(t,P,...)dm 



[L2] 



^dove l 'intégra le è esteso a tutto il sistema. 

Se i parametri "intensivi hanno lo stesso valore in ogni punto de! 
' Sisjema^.anóra'ìà [1.2] si riduce a 



~f> U = Jw(/, />,...) rfw = m.w(r, />,...) 



[1.3] 



Pura metri intensivi 



Parametri estensivi 



Valori specifici dei parametri 
estensivi 

<-■!, ■,■■> . 

Grandezze molari 



Funzioni dei parametri di 
stato. Loro calcolo per stati di 
equilibrio e non. 
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In questo caso, e usuale scrivere, quando possibile, i parametri inten- 

S»I/JhTT° ^ SÌt£ \ C0ncentra2i0 » e ) in termini del volume compie* 
s.vo r del sistema (oltreché della massa del sistema e/o di alcuni suoi corri 
p cj n. t ni i j f 

Quando invece il sistema non si trova in uno stato di equilibrio, il cal- 
c- t , - , . , col ° de]le funz iom di stato richiede il ricorso diretto alla ri 21 

System, format, da più pani Un caso intermedio notevole, cui si è già accennato nel paragrafo 1 7 è 

quello di un sistema costituito da due parti (1) e (2) (di massa m, ed m 
nspettivamente) ciascuna delle quali sia in equilibro interno ma non 
equi ,bno fra d, loro. In questo caso, il calcolo della funzione di stato con i" 
derata (ad esempio dell'energia interna) si riduce a 

f = '"i "(h.PuV^m, ...) + nh u(t 2ì P 2 , V u „ h ...) [I.4J 

della SàrtiVn- "J\ '"l° n V Val0H dÌ tem P. eratura > Pressione, volume, massa ... 

la 1Z %\ \ , 2 ' 2 ' - ' Val0n die g,i £tessì Parametri hanno per 
id parte (2) del sistema. 



Lavoro 



1.9. Lavoro in una trasformazione (e mio di riamica 



Lavoro in una espansione 



TRASFORMAZIONE 
QUASI STATICA : P = P„ 



i 



PRESSIONE 
SUPERFICIE K 

dh 



:■!>■ PRESSIONE P 
%^ '■ gas ' 

;voioME'v„ r : 



FORZA = PS 
SPOSTAMENTO - 



Un siste ™. termodinamico è racchiuso in un certo volume delimitato 
esame). ^ (pareti dd recipicnte che C0Iltie " e il «sterna in 

Attraverso questa superficie di contorno il sistema interagisce con 
I ambiente esterno. Perii terzo principio della dinamica vi è punto per 
punto uguaglianza m modulo (e segno opposto) fra le forze che il sistema 

fncKf ti* P t ar6tl , de] reCÌPÌente 6 ' e f0rze che rambie » te «terno par™ 
incluse, esercita sul sistema termodinamico stesso 

contorno iTStl^'" ? SU0 ™ ,lJme > ,e ta «Pacate alla superfìcie di 

SJ ™M SP ° Stan ° 11 l0r ° PUnt ° di a PP lica *™e e quindi com- 

piono del lav oro meccanico. 

fi* r n fsempio^ e unjistema gassoso, contenuto in un cilindro munito 
nLtnni h ^ S ' eSpande in maniera ^asi statica sollevando" il 
effetto di!! 0 " ?T,? ta ^ 13 , f ° rZa aPP ' ÌCata al pistone da parte del gas "per 
zinne J n, J deJlemolec ° le sul Pitone, sposta il suo punto dì applica- 
zione e quindi compie un lavoro 



6L = (P 0 S)-d 



[I.5J 



L^r ENro=db Indicando con 

LAVORO fL = PSdh =PdV-PHV „.,A ' 

f.dv puo scnvere come; 



essendo £Spari proprio alla forza esercitata dal gas sulla parete di area "s. 
Indicando con dV = S dh la variazione di volume del gas la "[15] si 



Lavoro elementare in una 
espansione quasi statica 



òL= PdV 



[1-6] 



hpnp rTi «pressione del lavoro elementare di espansione di un gas - è 
bene ribadirlo - ha significato seja quantità P (pressione del gas) ha un 
™l\ r-K- e d fJ" ìi{ ? P er 111110 i! Sas (uniformità di P su tutto il volume dei 
SSòne SSato} *" ^ tr ° VarSÌ ^ S ""° equ " iMo 



S EJLs as non ejn uno stato di equilibrio, si può, ovviamente, parlare 
ancora dì lavoro di espansione. Solo che, in questo caso, il calcolo del 
lavo^ewessere eseguito tenendo conto delle forze esterne al sistema e 
non d _ el j a Passione jnterna, che non è univocamente definita durante 
l'espansione. 

[Ad Tsem pio:] supponiamo dì' avere un gas racchiuso in un cilindro 
mumTo di pistone, ad una pressione interna tripla della pressione atmosfe- 
rica. La pressione sul pistone, supposto di massa trascurabile sia dalla 
parte esterna, pari alla pressione atmosferica />„ . Il pistone è mantenuto 
nella sua posizione da un opportuno blocco. Il volume del gas è inizial- 
mente V . 

Se si sblocca il pistone, la differenza di pressione tra le due facce fa sì 
che il pistone salga bruscamente fino ad incontrare un nuovo blocco che 
limita la sua corsa al momento in cui il volume è - ad esempio - raddop- 
piato. * 

A causa della rapidità della trasformazione, gli stati intermedi non sono 
di equilibrio termodinamico, e la pressione P del gas non e definita. 

Il calcolo del lavoro associato alla trasformazione considerata si esegue 
tenendo conto che la forza esterna sul sistema è dovuta solo alla pressione 
r 0 (costante durante la trasformazione) includendo eventualmente in P 
anche il contributo dovuto al peso del pistone; il lavoro sarà pertanto" 
L — r 0 ■ AV (essendo A Ma variazione di volume). 

Nel caso in cui il sistema che cambia volume sia di forma qualsiasi 
il lavoro elementare associato ad una variazione complessiva di volume 
àV sarà dato dalla somma (integrale) dei lavori elementari che le forze 
t ~ PU . S compiono nello spostare il loro punto di applicazione di tratti 
iniimtesimalf di altezza dh. Sommando su tutta la superfìcie di contorno S 
si avrà: 



ÒL = PdSdh = P\ dSdh = PdV 



[1-7] 



(dV è rappresentato dall'area tratteggiata in figura). Anche in questo caso 
vaie evidentemente la distinzione che sopra abbiamo fatto fra trasforma- 
zioni quasi statiche e non. 

Più in generale, è possibile che il sistema interagisca con l'ambiente 
esterno innwdo chejsUsegua deljavoro anehe in assenza di variazioni di 
volume del sistema stesso." Ciò accade"," "per esempio, quando il sistema inte- 
ragisce con l'ambiente tramite forze di attrito; oppure quando sono attivi 
mi meccanismi di interazione elettromagnetica o gravitazionale, ecc. 

Per stabilire il segno algebrico da attribuire al lavoro nel caso di azioni 
meccaniche si considera te forza che il sistema esercita sull'ambiente esterno 
se tale fo rza^spostaJUuo punto di applicazione concordemente ai suo 
vejso, ,| lavoro viene convenzionalmente assunto come positivo; e viceversa 
nei caso, di spostamento in verso opposto. 

Nel caso di cambiamenti di volume di un sistema, ad una espansione 
Venazione positiva di volume) corrispo nde un lavoro positivo (la forza deri- 
vante da la pressione e lo spostamento del suo punto di applicazione sono 
scordi); viceversa nel caso di una compressione. 
: , Nel. caso di forze di attrito, il segno del lavoro è stabilito considerando 
■ t i! 0rz ? che 11 slstema > considerato fermo, esercita sui corpi esterni a con- 
, d"o, in relazione agli spostamenti dei corpi esterni rispetto al sistema 
; lesso. Fer esempio, consideriamo come sistema un freno che interagisce 
v °n un ambiente esterno rappresentato da un volano rotante. Lo sposta- 
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Lavoro elementare in una 
espansione non quasi statica 

TRASFORMAZIONE NON 
OUASt STATICA 



PRESSIONE 



B^iL:f:Lxniirri 

dh 



EU 



Jl 



Turni 



PRESSIONE 'P NON 
PEFINITA DURANTE 
LA TRASFORMAZIONE 



GAS 



dV 



LAVORO ÒL=P„dV 

Lavoro di espansione per un 
sistema di ibrniLi uuaìsiasl 



FINALE 
VOLUME 




VARIAZIONE 
DI VOLUME dV_ 



Convezione sul s egno de i 
lavoro 



SISTEMA 




AMBIENTE 
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PRESSIONE 
p 



V 6 



V 

. L_ 



STATO A 



-r 



I 



STATO e 



VOLUME V 





Il l.iMtro dipende 
sformatone 



mento del volano è opposto alla forza di attrito F che il freno esercita sm 
volano, e pertanto ii lavoro è negativo. esercita sul 

U0. Rappresentazione grafica delle trasformazioni e del lavoro 

Supponiamo che Io stato delia materia che costituisce un certo sistema 
toZeTT 0 - S J? C H araUerìzzat0 dai Parametri di stato pression / 
volume V Per individuare uno stato generico del sistema, si dovrà specifì- 
care , valore che la pressione e il volume specifico (o, equ valentemente la 
densità) assumono in ogni posizione all'interno del sistema 
, Ma se lo stato è uno stato di equilibrio, allora la pressione e la densità 

' ST°, l0 / teSS0 Va! ° re in ° §ni punt0 ' e 10 stato stesso è comp etamen e 
ndividuato da una coppia di valori per la pressione P e il volume " dS 
tero sterna. Uno stato di equilibrio può allora essere rappresentato g mS" 
camente, da un punto sul piano V p p^cmaco, gran- 

fì , -S^- stati A e u ™ trasformazione quasi statica che porti da A a 
B (eoe una sequenza d> infiniti stati intermedi di equilibrio che l'ortf o da 

zione P -?r; tat ! da Una , CUrVa C0ntinua ' cioè dal grafico della Un- 
zione /*- p(y) C he descrive la trasformazione t 

A Z Zo TLtl^T ? h \ Ì] SÌSt6na C ° mpie Per passare dall ° «ato 
a ano stato B attraverso la trasformazione t considerata è dato da 



r I') 



PdV 



ed è rappresentato graficamente dall'area tratteggiata in figura 

'/ dipen^e^^° n r CerSÌ ? e ' 3 PaHtà di Statì itlÌ2Ìale e finale,' il lavoro 
! dipende dalla particolare trasformazione seguita 

risoetto riZ 0 ' T lla n§ , Ura i] laVOr0 lung0 la trasformazione t' è minore 
rispetto al lavoro lungo la trasformazione t 

stermini infinitesimi (trasformazioni quasi statiche) questa oronrietà 

il Sto TZT^° H ,aV ° r ° Ì " fi ^ eSÌ111 ° è -Srei 
zmie esatto, in simboli si userà una lettera/6 : 



ì 



ÒL = P dV 



si lascerà il prefisso d per i differenziali esatti (come in analisi). 



MI. Dilatazione termica 



Dilatazione termica 



dipendono daliTnf f * °' ie dimensioni geometriche di un corpo 
ni?he sul corno Z^T^ 0ÌU& Che ' ovvia ™n.e f dalle azioni mecca- 
A ni P esS0 <P res S'One esercitata sul corpo) 

tzwJ^v^T potremo dire che n voiume vè funzione ^ 

ana ZZr^J\:t^o S re ^ SVÌ " ta ^ 



F (0 = f/ ('o)[l + pA^ + Y(A0 2 + 6(Ar) 3 + .„j 



[1.8] 



con At = / - t 
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I coefficienti p, y, 5 ... s ono detti (^ffi^JJli^Lyld 0 !. 1 '- Per intervalli di 
temperaiura suiticien temente piccoli (ad esempio At non superiore al centi- 
naio di gradi) sì ha di solito che p At 5> y (At) 1 5 (Af) 3 •■■ Per questo, si 
assume spesso come soddisfacente la relazione approssimata 

| VU) = V(Q(l + $At) [1.9] 

o anche 

AV 

— =pAf [1.101 

(AF = V(t) - V(Q). Il coefficiente {1 viene anche detto coefficiente di dila- 
tazione (yolumica), Coefficiente di dilatazione 

Nel caso in cut, insieme a variazioni di temperatura, siano presenti termica 
azioni meccaniche (e in particolare variazioni di pressione) la variazione 
elementare di volume dV assumerà la forma più generale 

dove con (— — ) si intende la derivata parziale del volume rispetto alla 
\ o/ If. 

temperatura a pressione costante, e con |— ~-J la derivata parziale del 

volume rispetto alla pressione a temperatura costante. 

Considerato che la [1.10] si riferisce a trasformazioni a pressione 
costante (dP = 0), essa ci dice (per confronto con ia [1.11]) che 



( 3/ l 



pF [1.12] 



Per variazioni di pressione a temperatura costante, risulta sperimental- 
mente che entro ampi intervalli di pressione AP si può scrivere 

AV 1 

= — AP [1.13] 



V k 

^ è ...detta costante elastica del materiale. La [1.13] equivale a dire che Costante elastica 

dV\ 1 

-V—, [1.14] 



ÒP I, k 

:■ Usando la [1.12] e la [1.14], la [1.11] può essere scritta come: 
W- dV = vkdt--^-dP\ [1.15] 
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Coelììcrenic di dilazione 
lineare 



Nel caso di corpi solidi è conveniente introdurre anche il coefficiente di 
dilatazione lineare a. La lunghezza / di una sbarra può essere espressa 
mediante una formula approssimata analoga alla [I 9]* 



/(') = KO(l + a Ai) 



[U5] 



dove a è detto appunto coefficiente di dilatazione lineare 

Nella tabella 1.1 riportiamo il coefficiente di dilatazione volumica B 
per alcuni liquidi; e in tabella 1.2 i! coefficiente di dilatazione lineare £ 
per alcuni corpi solidi. Vale la relazione approssimata 6 = 3 « (vedi eser 
cìzio 1.3). 



Tabella 1.1. 

Coefficienti di dilatazione volumica di alcuni liquidi a pressione ordinaria. 
V(t) = V{t a )[\ + pA/+ v Ai 1 + S Ai 3 ] 





[ntcrvjNo 
il' tKì 


f 

iir' <"c)~' 


V 


io -s ("rr J 


Acqua 

Alcool etilico 

Benzene 

Glicerina 

Mercurio 

Petrolio 


273-306 
300-319 
284-354 
273-373 
273-573 
297-393 


-0,064 
1,012 
1,176 
■ 0,485 
0,182 
0,899 


8,505 
2,200 
1,277 
0,489 
0,008 
1,396 


-6,970 
0,806 
0,013 



Tabella 1.2. 

Coefficiente di dilatazione lineare et per alcune sostanze pure a pressione 
ordinaria. 

«(ÌO-'MX- 1 ) 

Le temperature K sono espresse in gradi kelvin, definiti nel § 11.4.1. 



Alluminio 
Argento 

Cloruro di sodio 
Ferro 

Ossido di silicio 

Ottone 

Palladio 

Piombo 

Rame 

Stagno 

Vetro di Jena 
Vetro Pirex 



100 

12,0 
14,4 
23,0 
5,7 
0,6 
9,6 
8,0 
25,4 
10,5 
16,2 



200 

20,2 
17,9 
34,8 
10,1 
0,0 
16,7 
10,8 
27,5 
15,2 
19,6 



TcmiK>r;iutra, K 



.10(1 



23,3 
19,2 
42,5 
12,0 
0,4 
18,7 
11,3 
28,9 
16,9 
21,9 
6,0 
3,0 



24,9 
19,9 
46,4 
13,2 
0,5 
20,0 
11,9 
29,8 
17,6 
25,0 



500 

26,5 
20,7 
50,6 
14,3 
0,7 
22,0 
14,0 

18,3 
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Esempi 



E 1 1 Una miscela di acqua e ghiaccio in equilibrio (temperatura di il C) contiene 40 
grammi di ghiaccio. Poiché il recipiente non è termicamente ben notato, e fa 
"temperatura ambiente è 20"C, mezz'ora dopo si trova che 2x0 grammi di fac- 
cio si sono fusi. Qua! è la quantità di calore che il recipiente ha scambiato con 
l'ambiente? Tale quantità è positiva o negativa! 
11 sistema è sostanzialmente un calorimetro: secondo la definizione di calore 
ogni grammo di ghiaccio sciolto corrisponde a una quantità d, calore ncevu a da 
sistema pari a 79,7 calorie. La quantità di calore Q complessivamente ricevuta dal 

sistema è dunque pari a Q = 25,0 grammi x 79,7 = 1<>«,5 calorie. 

Trattandosi di calore ricevuto dal sistema, secondo la nostra convenzione esso 
è positivo. Volendo esprimere Q in joule, si ha Q = 1992,5 calorie x 4,18 
joule 



Definizione di calore 



caloria 



8328,7 joule. 



E.I.2. La trasformazione subita dai sistema di cui all'esempio E.i.ì. è una trasforma- 
zione spontanea? È ciclica? È quasi-statica? 

Abbiamo definito spontanea la trasformazione da uno stato non di equilibrio a 
uno stato di equilìbrio di un sistema isolato. Poiché nel caso in esame i sistema 
riceve calore, esso non è isolato: la trasformazione non risponde dunque alla delmi- 
zione di trasformazione spontanea. La trasformazione non e ne — ^'^l ' 
stato finale pur avendo la stessa temperatura dello stato iniziale, e m latti uno stato 
diverso caratterizzato da una diversa quantità di acqua nella tase solida di ghiaccio. 

La trasformazione è invece praticamente quasi-statica: anche mentre essa 
avviene, il sistema passa per stati praticamente di equilibrio {temperatura a 0 c, 
velocità nulla; parametri di stato sempre definiti). 

E.l.3. Quando un sistema riceve calore, è vero che esso «si riscalda»? 

Dire che un sistema si riscalda, significa dire che la sua temperatura aumenta. 
Benché spesso accada che quando un sistema riceve calore la sua temperatuia 
aumenta ciò non è sempre vero. 11 sistema, ad esempio, di cui ai precedenti punti, 
pur ricevendo calore non si riscalda: la sua temperatura resta costante a 0 C. 

E.I.4 Una bombola contenente un centinaio di litri di gas a 20 atmosfere è collegato 
con un cilindro con pistone mediante una valvola a spillo che consente al gas 
di fluire solo molto lentamente. Il cilindro ha un volume complessivo di , Imi, 
. e il pistone è inizialmente poggiato sul fondo. Che lavoro meccanico ha scam- 
5 biato il sistema (il gas) quando il pistone si è sollevato Jmo ad appoggia™ sul 
f ; bordo superiore del cilindro? La trasformazione subita dal gas e spontanea. 
i Sul pistone, dall'esterno, agisce la pressione atmosferica /> 0 : esso subisce una 
forza verticale verso il basso, di modulo costante pari a P£, dove S e la superficie 
: ide! pistone. Chiamando li il tratto di cui si solleva il pistone, il lavoro compiuto 
r dalle forze esterne agenti sul sistema durante la trasformazione e - P^h - r 0 v, 
& Move Vk il volume del cilindro. Secondo la nostra convenzione sui segni, il lavoro 
'L che il sistema scambia con l'ambiente è il lavoro compiuto dalle forze esterne 
Cambiato di segno: dunque ■ L = P 0 V (positivo) = l atmosfera x 2 litri - 1 



Definì /.ione di trasformazioni 
Osse/razione: 

A rigore, la trasformazione 
sarebbe quasi statica solo se 
la temperatura ambiente fos- 
se molto prossima a quella 
del sistema. Nel caso in esa- 
me, la differenza di tempera- 
tura 20°C - 0°C non produce 
apprezzabili perturbazioni 
allo stato del sistema. 



If 1 - atmosfera x 1,013 x 



10 



NI in' 



x 2 litri x 



nr 



2,026 x IO 2 Ni» 



PRESSIONE 

Po 



H .IliTTTT! 



fLUSSO 
MOLTO 
LENIO 
ESPANSIONE i 



, LENTA 




atmosfera * " litro 

2,0126 x IO 2 joule. . . 

#1 Poiché durante la trasformazione il sistema non e isolato, la trastormazione 

#f;.non è spontanea. , 

Notare che rispetto alla quantità di energia più sopra calcolata risulta trascura- 
*$3>ile la variazione di energia potenziale della forza peso conseguente a eventuali 
Variazioni di quota di alcune porzioni di gas. 



Osservazione: 

Si è trascurato il contributo 
che il peso del pistone dà alla 
pressione P 0 che dall'esterno 
agisce sul cilindro. Se ad 
esempio la massa del pistone 
fosse 100 g e la sua area 
1 dm 2 , la pressione dovuta al 
suo peso sarebbe circa 

jq^J^. mentre /> 0 è circa 
m~ 

m 
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Lavoro in una espansione 
spontanea. 

RECIPIENTI RIGIDI 





7\ 


■ * 


i . * * 


1 


li 


.•GAS A * 
1 * * 


c 


II 


| P SESSIONE 
1 * . • 






t * • 






.[Miro in una cspuiiMunc 



E.I.5. Un gas riempie un recipiente rìgido collegato, mediante un tubo con rubinetto 
con un secondo recipiente rigido. inizialmente vuoto. Aprendo il rubinetto il 
gas va a riempire uniformemente i due recipienti. La irasfonna-ioitè è 
spontanea? 

Si tratta di vedere se, durante la trasformazione, il sistema sia isoiato 
Indipendentemente dal fatto die i recipienti siano termicamente isolati o 
meno, poiché la trasformazione avviene in breve tempo si può ritenere inessenziale 
la quantità di calore che ii sistema scambia con l'ambiente. Quanto al lavoro 
notiamo che le forze che agiscono dall'esterno sul gas sono esercitate solo dai rea' 
Pienti, i quali sono rìgidi: lo spostamento delle forze è dunque nullo e nullo è 
anche il lavoro. La trasformazione è dunque spontanea. 

E.I.6. // palloncino rigido di volume V contenente il gas è ora co«ewo con un pal- 
loncino di gomma leggera, inizialmente sgonfio. Aprendo il rubinetto, il palton- 
cino di gomma si gonfia fino ad aderire completa/nenie contro un contenitore a 
rete di volume V fissalo (I litro). La trasformazione è spontanea:' 
Contrariamente al caso trattato nel precedente esempio, il palloncino che il aas 
va a riempire non e rigido. Esso trasmette al gas una pressione sostanzialmente 
uguale a quella atmosferica f\„ se può essere trascurato il contributo a tale pres- 
sione ornilo dalla forza elastica di deformazione della gomma. Ogni elemento <IS 
del palloncino esercita dunque sul gas una forza pari a P v dS~ e quando gonfiandosi 
il pallone, I elemento dS si sposta di un tratto dll il corrispondente lavoro è 

òL = - PJS dh = - PJV 

in totale ii lavoro che il sistema scambia con l'esterno nella trasformazione 
(lavoro delle forze esterne cambiato di segno) è /_ = p s v 

Tale lavoro è positivo (diverso da zero): la trasformazione non è spontanea. 
Numericamente L = 1 atm. x 1 litro = 1,013 ■ IO 2 joule. 

SiS? 11 ^ Un COrP ° E - L? - dìfen ° <" Se:hUe S = 5 ™- ""-"1"^ «"« aratura di 

20 t , viene interposta, di stretta misura, fra due pareti rigide. Se la sbarretta 
viene poi portata a 100 "C, quale forza essa esercita sulle pareti (neiripotesi 
die la disianza fra queste resti costante)? 

Anche per la dilatazione lineare, vale una relazione analoga alla [1.J5]: 






di 



adi-—- (ir 
k 



dove et è il coefficiente di dilatazione lineare (per il ferro a = 15 . IO" 6 "C" ')* di 
e la variazione di temperatura; k costante elastica vale ne! caso in esame circa 

! °" Ut 7 '- dP è la varìaziorie di pressione |nel nostro caso dP = ~ 
Poiché nella configurazione ipotizzata ~— = rj, deve essere: 



5.10" * m\ 



a di 



da cui, approssimando dt a Ar 

F 



• 100 
= dP 



s 

F = Sa 



■ dP = 0 
20 = S0"C, 
: a ■ di ■ k 

dt ■ k = 



15.10- 6o C^. 80 l, C, 10" A * 2 IO 4 N 

m . 



Tabella 1.3 

Alcuni punti fìssi della scala internazionale delle temperature {alla 
pressione di 1 atm.), con indicazione del termometro primario usato 
nei vari intervalli di temperatura 


Temperatura 

k et) 


Fenomeno Tisico 


Termometro primario c 


eilOmeno :iU CUi si b:iì,;\ 


0 


- 273,16 


Zero assoluto 


Ciclo 

termodinamico 


Misura del 

ri fi i m antri 

(cfr. Cap. IV) 


13,81 


-259,34 


Punto triplo 
dell'Idrogeno 


Termometro 
a resistenza 
elettrica 


La resistività 
elettrica varia 
con la temperatura 


20,28 


-252,87 


Evaporazione 
dell'Idrogeno 






54,36 


-218,79 


Punto triplo 
dell'Ossigeno 








- IR? 96 


Ebollizione 
dell'Ossigeno 


Termometro 
a dilatazione 
(gas, liquidi) 




273,15 


0,0 


Fusione 
del ghiaccio 






273,16 


0,01 


Punto triplo 
dell'acqua 






373,15 


100,0 


Ebollizione 
dell'acqua 






717,8 
903,9 


444,7 
630,7 


Ebollizione 
dello zolfo 

Fusione 
dell'Antimonio 


Termometro 

termoelettrico 

(termocoppia) 


Due metalli diversi 
collegati in mododa 
formare due giun- 
zioni bimetalliche 
erogano corrente se 
le due giunzioni 
sono a temperature 
diverse 


"235,0 


961,9 


Fusione 
dell'Argento 






1337,6 
1685,2 


1064,4 
1412,0 


Fusione 
dell'Oro 

Fusione 
del Silicio 


Pirometro Ottico 


L'intensità e lo 
spettro della luce 
irradiata dipendono 
dalla temperatura 
(cfr. Cap. Ili) 
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Tabella 1.4 

Costanti elastiche per alcune sostanze (vedi § 1,11) 





K (li)-'") ncu'iuii/nr 


Alluminio 


6,9 


Argento 


7,5 


Ferro 


15 - 20 


Ottone 


10,4 


Piombo 


1,5 ~ 1,7 


Platino 


16,7 


Rame 


12,5 


Stagno 


5,5 


Vetro Pirex 


6,2 
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Esercizi del capitolo I 

[j. Se una sbarretta di rame, di lunghezza un metro a 20"C, viene portata a 
100°C, quale allungamento A/ subisce? (Risposta: 1,36 min) 



1.2. H pendolo di un orologio è costruito in ottone. Ammettendo che l'orologio sia 
esatto quando la temperatura ambiente è t 0 = 20 n C, quanto ritarda ogni 
giorno quando la temperatura ambiente è / = 27"C? (Risposta: 5,7 s) 



13. Trovare una relazione semplice approssimata fra il coefficiente p di dilata- 
zione volumica e il coefficiente a di dilatazione lineare di un dato materiale. 

(Risposta: |i = 3 a) 

LA. Una sbarretta parallelepìpeda di rame ha volume V 0 = 1,5 dm 3 a T„ = 100 F 
(gradi Fahrenheit). Che variazione di volume subisce quando la tempera- 
tura passa a 200°F? (Risposta: 4,25 cm 1 ) 

\5, Il bulbo di un termometro a mercurio ha volume V 0 = 0,5 cm'. Se la distanza 
8 fra la tacca corrispondente a 0"C e quella corrispondente a 100 n C è 6 = 20 
cm, quale è la sezione o del capillare? (Risposta: 0,045 mm : ) 

, 1.6. Supponendo che il termometro di cui all'esercìzio 1,5. sia costruito con vetro 
pirex, discutere quanto sia giustificato trascurare la dilatazione del contenitore 
rispetto alla dilatazione del mercurio. 

1.7. Un gas alla pressione P„ atmosferica e temperatura T„ ambiente è contenuto 
[■ dentro un cilindro con pistone, il cui volume iniziale è V 0 = 10 litri. Raffred- 
dando il gas, il pistone scende per azione della pressione atmosferica esterna, 
fino a che il volume occupato dal gas è V = 8 litri. Quale è il lavoro, in valore 
; assoluto e segno, compiuto dal gas? (Risposta: - 202,6 J) 



1.8. 



.1.9. 



Un gas contenuto dentro un palloncino di gomma occupa inizialmente un 
certo volume Kalia pressione P. Scaldando il gas, il suo volume aumenta in 
una trasformazione quasi statica, mentre la sua pressione (uguale a quella che 
il palloncino esercita su di esso) varia secondo la legge P = P 0 V/V o . Quale 
lavoro ha compiuto il gas quando il suo volume è raddoppiato? 
(P 0 = 1,5 atm; V B = 20 litri) (Risposta: 4558,5 J) 

Si dispone di un capillare di sezione o = 0.1 mm 2 , e si vuole costruire un ter- 
mometro ad alcool etilico in cui la distanza fra la tacca a - 5°C e quella a 
+ 35°C sia h = 20 cm. Di quale volume dovrà essere realizzato il bulbo? 
(Assumere che il coefficiente di dilatazione riportato in tabella 1.1 valga 
nell'intervallo di temperatura dell'esercizio), (Risposta: 0,5 cm J ) 



£^10. Un recipiente metallico contiene 5 litri di acqua e una massa pari a cinque 
kg di ghiaccio, fra di loro in equilibrio termico. Sotto il recipiente viene posta 
la fiamma di un fornelletto a gasolio, e si riscontra che tutto il ghiaccio si è 
discìolto quando il fornello ha bruciato 100 gr di gasolio. Quale frazione 
dell'energia termica sviluppata dal fornello è stata comunicata al recipiente? 
(Calore di combustione del gasolio = 10" cal/g). (Risposta: 40%) 



Suggerimenti per !a soluzione dei>li esercizi del capitolo l 



l-I. Vedere i coefficienti di dilatazione lineare riportati in tabella 1,2. 



1.2. 



1.3. 



Se sì trattasse di un pendolo semplice, T = ; nel caso di un pendolo 

fisico, vale una espressione analoga dove / è una lunghezza caratteristica (lun 
ghezza ridotta) del pendolo. Essendo T = T(l), ogni variazione A / di lun- 
ghezza (dilatazione) produce una variazione &T del periodo. AT può essere 
calcolalo approssimativamente tenendo conto che A/// « 1. 

Per un solido qualunque, V <= K a b c, con K numero puro (fattore di forma) e 
a, b, c tre lunghezze caratteristiche ciascuna soggetta al fenomeno della dilata- 
zione lineare. 



1.4. Dalla (I.I), risuta che una variazione di temperatura AT(F) espressa in gradi 
Fahrenheit è legata alla variazione A7TO espressa in gradi centigradi dalla 
relazione A7"(F) = 1,8 A 7* (°C). 

1.5. Vedere i coefficienti di dilatazione volumica in tabella 1.1. 

1.6. Un bulbo subisce una dilatazione pari a quella di un oggetto «pieno» costi- 
tuito dello slesso materiale. Vedere il coefficiente di dilatazione in tab. 1.1. 

1.7. Si tratta di lavoro di compressione di un sistema soggetto a una pressione 
esterna costante pari a P„. 

'•8. Si tratta di lavoro di espansione, ed è nota la pressione P come funzione del 
volume V. 

1.9. L'esercizio è molto simile all'esercizio 1.5. 

I-IO. La soluzione è molto semplice, perché il sistema che riceve calore è pratica- 
mente un calorimetro; sì è voluto mettere in evidenza che in generale solo 
una frazione de! calore sviluppato in una fiamma viene utilmente impiegato. 



Capitolo secondo 

II primo principio della termodinamica 



TERMOMETRO 



PALETTE 
CHE 

girano ,3 




■ ISOLANTE 



II. 1. L'equivalente meccanico della caloria 

Consideriamo un qualunque sistema termodinamico, in uno stato di 
equilibrio A. Mantenendo il sistema termicamente isolato (in modo che 
non scambi calore) compiamo su di esso del lavoro meccanico L. Per conse- 
guenza, il sistema compie una trasformazione portandosi (pur di aspettare 
abbastanza tempo) in un diverso stato di equilibrio B. Ad esempio, se il 
sistema è un solido (ovvero anche un fluido contenuto in un recipiente 
sigillato e rigido) e si compie su di esso lavoro per sfregamento (L < 0), si 
riscontra che il sistema si porta in uno stato caratterizzato solo da una tem- 
peratura più alta. 

Mettendo ora il sistema a contatto con un calorimetro, sottraiamo 
calore (Q < o che il calorimetro via via misura) fino a che il sistema non si 
riporta nello stato iniziale A. 

Il sistema ha così compiuto, nel suo complesso, una trasformazione 
ciclica. Ebbene, si riscontra che il rapporto fra il lavoro L e il calore Q che il 
sistema ha scambiato ronTàmbienHeUurMteiatè-Tràsformazione è costante. 
Tafe rapporto è cioè indipendente da tutte le possibili variabili fìsiche che 
caratterizzano il processo; in particolare, esso è ovviamente indipendente da L 
(se L t ad esempio, raddoppia, raddoppia Q); è indipendente dal tipo di si- 
stema e dal suo stato; è indipendente dal modo usato per fare il lavoro; ecc. 

Le misure sperimentali consentono dunque dì enunciare il seguente 
Principio di validità generale: in qua lunque trasformazione ciclica di quaiun- 
<jite sistema termodinamico, il rapporto fra li lavoro complessivo che il sistema 
"à ricevuto e il calore complessivo che gli è stato sottratto (o viceversa) è una 
costante universale. 

Trasformazione ciclica; = J ovvero QJ-L = 0 [li.]] 

Notare che se L è ricevuto dal sistema, Q è ceduto da esso (o viceversa), 
fecondo le nostre convenzioni, Q ed L hanno dunque lo stesso segno, e 



L*0; Q = 0 



STATO A 



STATO B 



ASSORBENDO LAGOSO L IL SISTEMA 
PASSA DALLO STATO A ALLO STATO B 

Dispositivo di Joule. Scen- 
dendo il peso agita l'acqua 
tramite le palette, e sì compie 
così lavoro per attrito. 

TERMOMETRO 



DIAFRAMMA 
NON ISOLANTE 
Q 5t0 




- CALORIMETRO 



STATO B 



L=0 : Q<0 



CEDENDO CALORE Al CALORIMETRO IL 
SISTEMA RITORNA ALLO STATO INIZIALE A 
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— = 4.186 JouWcal. 

Il calore è un;i loima dj ciicr- 



Gilore e hjvfiro possono esse- 
re misurini nelle ^tusse unità 
(-li misura. 

Q ~ !. = 0 iti ogni tras l'orina- 
zione eielica. 



pertanto J è positivo. Il valore numerico di J (che dipende solo dalle unità 
m cu, si misurano calore e lavoro) è di 4.1855 joule per ogni caloria Wquh-a 
lente meccanico dello cahrhi). ' 

L'esistenza di questo principio consente di identificare il calore come 
una grandezza fisica omogenea con il lavoro, cioè come una delle forméln 
cui l'energia si trasmette. 1 

Per conseguenza, anche il calore può essere misurato nelle stesse unità 
di misura (joule) in cui si misura ii lavoro e l'energia meccanica; una quan- 
l i% d ' ca '°[e P an " un joule è quella che viene sottratta a un sistema per 
portarlo dallo stato B allo slato A, .se per portarlo da A a B era stMo -com- 
piuto sul sistema un lavoro meccanico pari a 1 joule. """ 

Se calore e lavoro sono espressi nelle stesse unità di misura la III 11 
viene scritta nella forma Q - L = 0. J 



Esempi 

E.H.I. Quale quantità di calore occorre trarre da una miscela di aequa e giaccio a 
U( - pci ■><"' S! c!u ' penimi di acqua si trasformino in giaccio-' 
Calore dì sol ut i I icuzione e ca- . kk ' ■ . , . , 

lore di l.quela/ione „ r ,m r °. ■ ° (es , em P 10 1 del P'^dcnle capitolo) clic affinché sì sciolgano 25 

grjmm di ghiaccio il sistema dove ricevere 1975 calorie pari a 8255.5 joule. 

Sohdilicare 25 grammi di ghiaccio significa riportare quel sistema nello slato 
nuziale facendogli compiere m complesso una trasforma/ione ciclica 

sis.eiv/ ! ' nell V ra f 0mWÌOnc ciclica QJ-i- = 0- e poiché in questo caso il 
sistema non scambia lavoro con I ambiente (/ - 0) segue Q = 0 

M congelamento di 25 grammi di ghiaccio richiede dunque uno scambio di 

ri iqT 7 " PP ° m r ' Spet , t0 a " Uelk) rkhicst0 ,,cr sciogliere 25 grammi di ghiac- 
cio. 1975 calorie sottratte dal sistema anziché da esso ricevute. 

(Q = - 1975 calorie). 

Dissipazione di energia cine- 

tka e cal °«- ^ EJL2 - Un cl \ sc0 M mossa m = / kg e ra^io R = IO cm sta ruotando com- 

piendo v = 2000 giri al minuto. Esso viene fermato da un freno a ganascia. 
Lite quanma di calore va sottratta a! freno per riportarlo alla stessa tempera- 
tura che aveva prima che la frettata cominciasse? 

Il sistema termodinamico che consideriamo è il Treno: noi vogliamo che esso 
compia una trasformazione ciclica, poiché vogliamo che alla fine esso torni alla sua 
temperatura iniziale. A tal fine, per la [11.1] deve essere 

QJ~ L = o cioè o = — ;; 
J 

i 

Il lavoro L (negativo) che il sistema compie verso l'esterno (cioè sul disco) è pari; 
all'energia cinetica iniziale cambiata di segno i- ~L I J\ che il disco inizialmente; 
aveva. Dunque ' ' ? 



Q - 



L 1 "V = _ 1 / I .\ Qitvy 



= -~r — m R 



2 J 2 \2 

1 1 1 kg 



2 2 j x (0J) '" ' " — g5 — sec j = " 25 calorie ?.f 



// pruno principio della termodinamica 



11.2. Il primo principio della termodinamica 

Misurando dunque calore e lavoro nelle stesse unità, possiamo scrivere 

~ = 1 in ogni trasformazione ciclica. [II.2] 

ovvero, in maniera equivalente 

\Q-L = 0 [IIJ] 

In ogni trasformazione ciclica, la differenza fra il calore complessivo clic il 
sistema ha ricevalo (o ceduto) e il lavoro complessivo clic esso ha ceduto (o 
ricevuto) è nulla. 

. Dalla [1J.3] discende che in una trasformazione non ciclica che porti il 
sistema dallo stato A allo stato B, l a qu antità Q-_L dipende solo dagli stati 
A e _ e non dal|a_particolare traslormazibne "seguita.' 

Consideriamo infatti due diverse trasformazioni, a e A, che portano il 
sistema da A a B (vedi figura). 

Consideriamo inoltre una qualunque trasformazione c che riporta il 
sistema da B ad A. L'insieme delle due trasformazioni a e c - così come 
l'insieme delle trasformazioni b e c - rappresenta una trasformazione 
ciclica. In virtù della [II .3 J si può dunque scrivere: 

(Q - L) tl + {Q~ L) c = 0 (trasformazione ciclica a + c) 
(Q - L) h + (Q - L\. = 0 (trasformazione ciclica b + e) 
Sottraendo membro a membro si ha 

(Q-D.-iQ- L)„ = 0 

cioè 

(Q~L) a = (Q-L) h 

La quantità 0 - L non dipende dunque dalla trasformazione; essa può solo \Q - I. ) dipende solo <J; 
essere funzione deyli stati A e B si.ui iniziale e linaio. 




Q-L=f(A,B). 



[II. 4] 



E oppo rtuno ricordare che, separatamente, sia Q che L dipendono oltreché 
dagììTstatj A e B ancTiè 'dàlìa trasformazione seguita. 

Dimostriamo ora che la f(A, B) può essere scritta nella forma 



f(A,B) = U(B)- VÌA) 



[II.5] 



cioè come differenza fra i valori che una stessa funzione di stato 
v{Py V, t, ...) assume rispettivamente negli stati B (finale) ed A (iniziale). 

A tal fine, consideriamo una trasformazione che a partire da uno stato 
di riferimento 0 (peraltro arbitrario) porta il sistema prima nello stato A c 
Poi nello stato B. 

Cjiiarmamo a la trasformazione da 0 ad A ; e b la trasformazione da 0 a 
B. In~vTftu della \Y['A] possiamo scrivere 



(Q - L) a = f(0, A) (per la trasformazione a) 
(Q- L) b = f(0, B) (per la trasformazione b) 



[II.Ó] 
[UJ] 




O V 



I 
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ENERGIA 
ENTRANTE^ 




\T ENERGIA,.' 
INTERNA' 
ACCUMULATA 




ENERGIA USCENTE 

ENERGIA ENTRANTE 
r 




ENERGIA USCENTE 



N calore è una l'arma Oi cncr- 

S |a * 11 primo nfiniri^io -uhi. 

, f e In consci visitino 
uell energi;i. 



Sottraendo la [II.6] dalla [H.7J si ha 

(Q- l\ - (Q~ L) a = f(0,B) -J\0,A) 



[US] 



Ma (Q - L) b - (Q - L\, rappresenta la quantità Q - L relativa alla trasfor- 
mazione da A a 5, e in virtù della [11.4] può essere scritta come f(A, B); per 
cui la [II .8] diviene 



f{A, B) = /(0,S) -f{0, A) 



[H .9] 



che dimostra la [11.5], avendo chiamino U(S) la /( 0,5). In definitiva la 
[lT."4f può essere scritta come 



Q - L = U(B) - U(A) = AU 



[11.10] 



L a ' 1 c'fT, K r, ..J caratteristica del sistema viene delta 

energìa interna del sistema. Poiché nella relazione fisica [11.10] la U compare 
solò "come differenza, essa risulta definita dalla [11.10] stessa a meno di una 

i iil'.'lc tii.'ttiUYtl tu 

L'equazione [11.10] esprime il cosiddetto primo principio della termodi- 
namica. 

L'equazione [ILIO] può essere scritta quando sono definiti gli stati A e 
B. Nel caso che la trasformazione die porta da A a B sia v\ f ,\', essa 

può dunque essere scritta anche in riferimento a Ju^-uu mino , .'Vr'.v'.w.w 



òQ - ÒL = dU 



[IMI] 



Se la trasformazione non fosse quasi statica, il secondo membro della [11.11] 
non sarebbe esprimibile semplicemente, poiché l'energia interna U può 
essere scritta in termini globali del sistema solo per gli stati di equilibrio. 
Notare che ÒQ e òL sono stati scritti diversamente da dU per indicare che 
sessi dipendono dalla trasformazione oltre che dagli stati. 

VancOak)_che il I principio della termodinamica, nella forma dell'equa- 
zione 111.10], mentre definisce da un lato la funzione di stato energia interna, \ 
mostra che il cut un- < :■>;,; ;.>,r, h! t ;:, ed estende a tutti i sistemi ilprin- / 
cipiodi vuiisvniizionc u\;: \ 'h '--ui che - se circoscritto alla sola energia mecca- 
nica - valeva solo per sistemi sottoposti a campi di forza conservativi..^' 

A parole, il primo principio può essere espresso come segue. 

Quando un sistema termodinamico compie una trasformazione da uno 
stato A a uno stato £, il bilancio Q - L dell'energia (termica e meccanica) 
che esso scambia con l'ambiente non va in generale in pareggio (Q- L 0). 
L° sbilanciamento Q - L viene tuttavia compensato da una variazione 
deTTenergia (interna) accumulata nel sistema. Se l'energia complessiva- 
mente ricevuta dal sistema è maggiore di quella ceduta (Q - L > 0), allora 
U(B) > U(A), e l'energia interna è aumentata dì un ammontare pari 
appunto a Q - L. Viceversa, se l'energia estratta dal sistema è maggiore di 
quella che esso ha ricevuto (Q - L < 0), la differenza è stata fornita dal 
sistema, la cui energia interna è diminuita di un pari ammontare. Nel caso 
particolare in cui il sistema non cambi stato {A = B), la sua energia 
interna non è variata (U{B) - U(A) = 0); e il bilancio dell'energia scam- 
biata va necessariamente in pareggio (Q - L = 0). 



f 
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Considerato un qualunque sistema termodinamico, l'utilità dell'equa- 
zione [11.10] e subordinata alla conoscenza, per quel particolare sistema 
della espressione esplicita dell'energia interna U in 'funzione dei parametri 
di stato del sistema. Nei prossimi paragrafi forniremo l'espressione 
dell energia interna per alcuni sistemi termodinamici notevoli 



Esempi 

E """ 3 ' t^MnZf' p \ de ? niz ; on V na durante la quale siano tra- Trasformazioni adiaba.ìclie 

scurrili gli scambi di calore Tra il sistema e l'ambiente (Q = 0) Per una tra- .luuo.muK. 
slormazione adìabatica, pertanto, la 111.10] si scrive: 

AU = - L 

Se il lavoro è solo lavoro di volume (cioè associato a variazioni di volume) 
durante una espansione adiabatica L > 0; da cui segue A U = - L < 0, ovvero 
t/fin < t/inii- Il sistema compie lavoro verso t'esterno (per esempio sollevando un 
pistone su cui S! esercita una forza esterna) a spese della propria energia intenta che 
diminuisce. Viceversa durante una compressione adiabatica le forze esterne compiono 
lavoro comprimendo il sistema, che guadagna energia (U tln > U- mìt ). 

^'TlllZf^Zt^ V aVOronUllo < in » artico1 ^, se il lavoro è solo lavoro Trasformazioni isovolumichc 
di volume, nelle trasformazioni isovohimiche o «isocore») 



o isocore. 



AU = Q 



Ogni variazione di energia interna è dovuta unicamente a scambi di calore 
>,. cioè a interazioni termiche con corpi a temperatura diversa da quella del sistema' 
I interazione e con un corpo a temperatura maggiore di quella dei sistema: 

; ; . Q > 0 - AU> 0, cioè U !n > (j Mtt . 

■ '»!^ alJa ! ,c{0 cor P° a vo! "™ costante la stia energia interna aumenta. Viceversa se 
- )3r term ' Ca 6 CO " un corpo a temperatura minore di quella del sistema- 

WWdando un corpo a volume costante la sua energia interna diminuisce. ' 

S f ' U ' 5 ' V ln t rimT enm ° dem ° re T en ' e a WÌUme COStan,e amicamente iso- Trasformazione isocora di un 

lato. Ali interno, una resistenza elettrica viene alimentata in modo da dissipare uas 

w; % r . una potenza W di J00 watt per un quarto d'ora. Dì quanto varia l'enerva " 
interna del gas? 1 



|g Usiamo la [11.10], in cui poniamo L « 0 (recipiente a volume costante) 

^sv"- Q = AU 

ffiSade!b^io SÌS(enZa) VÌ6ne , CedUt ° C3l0re 31 Sistema ^s). Essendo la tempera- 
jggra della resistenza maggiore di quella del sistema, si ha Q > 0. Numericamente: 

à?P Q = Wt = 100 watt x 15 min x 60-^- = 9 . 10 4 joule 

^Dunque l'energia interna cambia di una quantità AU data da- 

AU = Q = 9 ■ IO 4 joule . 
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pressione costante. 



Tratformizione isobara cioè a E.H.6. Un gas alla pressione atmosferica P„ è contenuto in un cilindro con pistone ter- 
Trasformazione isobara, cioè mica mente isolato e di massa trascurabile, di voltane V-, = > litri. Dentro il 

recipiente vengono posti alcuni grammi di ghiaccio (a ff'C), che lentamente si 
scioglie. Si riscontra che il pistone si abbassa. Il sistema raggiunge l'equilibrio 
quando si è sciolto un grammo di ghiaccio: il volume dei gas si è ridotto a 3.7 
litri. Di quanto è variata l'energia interna del gas? 

La variazione At/ del gas può essere calcolata attraverso la [11.10]: 

At/ = Q - L 

Il ghiaccio fa parte dell'ambiente esterno rispetto al gas. Il calore Q è quello assor- 
GHIACCIO bjt0 daj ghiaccio, di cui si è sciolto un grammo. 

q = _ calorie = 79,6 x 4.18 joule = - 333 joule 
(Q negativo perché ceduto dai gas). 

I! lavoro compiuto dall'esterno sul gas è negativo {àV < 0) e vale: 

l = -p 0 (K - yj) = - Po x 13 ,itri = 




= 1,013 ■ 10 — r 
m 



iJL x 1.3 io" 3 m 3 - 



132 joule 



At/ = Q - L = - 333 joule - (- 132 joule) = - 201 joule. 

(Si è trascurata la variazione di volume subita dall'acqua nel passaggio dallo stato 
solido allo stato liquido). 



Dissipazione 
canica. 



di energia mec- 



altezza a cui 
rimbalza 



altezza da 
cui cade 



E.IIJ. Un blocco di ferro di I kg viene fatto cadere, partendo da fermo, da una altezza 
H di 20 m. Dopo l'urto al suolo il blocco rimbalza all'altezza h di 1 m. Di 
quanto aumenta l'energia interna U 8 del blocco se praticamente tutta l'energia 
meccanica dissipata viene assorbita dal blocco? 
L'urto - anelastico - può essere schematizzato come un processo che avviene. 

in due fasi: fri 

- nella prima fase il blocco, che arriva al suolo con energia cinetica mgH, viene,, 
portato in quiete per effetto delle forze di reazione alla deformazione del blocco, 
stesso e del pavimento. In questa prima fase, parte dell'energia meccanica mH ; 
ziale sì trasforma in energia potenziale elastica macroscopica, e parte si tra-: 
sforma in energia microscopica (di vibrazione degli oscillatori in cui i costituente 

■' microscopici dei corpi coinvolti nel processo possono essere schematizzati).,; 

- nella seconda fase dell'urto l'energia potenziale elastica (tipo molla compressa); 
si trasforma in energia cinetica di rimbalzo (pari a m g h). Dunque la parte (li: 
energia meccanica che resta al sistema - che corrisponde al lavoro meccanico L< 
di frenamento - ha un valore pari a L = mg h - mgH = mg{h- H). .j 
negativo, in quanto esso è ricevuto dai sistema). - il 

Poiché il processo d'urto avviene in un tempo breve, si può supporre che nott, 
avvengano scambi; di calore Q. Dunque il primo principio si scrive: 



At/ = - L 



Se si fa l'ipotesi semplificati va che solo l'energia interna U 8 del blocco sia modi*! 



catà nel processo', si ha 



At/ fi = mg(H-h) = 1 kg. 9.8— r • (20 - Dm = 186.2 J 
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II. 3. Applicazioni del primo principio a un corpo rigido 

A ppii cuponi elei l principio a Consideriamo il caso di un sistema termodinamico costituito da un 

un corpo riddo. corpo rigido: un corpo cioè, il cui volume e la cui forma siano praticamente 

immutabili (essendo in particolare trascurabile l'effetto della dilatazione ter- 
mica). In questo caso, l'unico parametro termodinamico che caratterizza gli 
stati del sistema è la temperatura t. Dì conseguenza, la temperatura (t) è 
l'unico parametro da cui può dipendere l'energia interna U. 

L'energia interini di un corpo U = U (t) 

rigido dipende solo dalla tem- 

pci;ilLI,a Per una qualunque trasformazione che porti il sistema dallo stato di tempe- 

ratura t A a quello di temperatura generica /, potremo scrivere la [11.10] 
come: 

Q-L= U(t)~ U(f A ) [11.12] 

Consideriamo il caso in cui al sistema venga fornito calore Q, ma non 
venga eseguito su di esso alcun lavoro meccanico per attrito. Essendo 
inoltre il volume del sistema praticamente costante, può essere trascurato il 
lavoro dovuto alla pressione che agisce sul corpo (può cioè essere trascurato 
il termine P g ■ AFche abbiamo visto comparire nell'esempio (II.6) del pre- 
cedente paragrafo). 

Essendo L = 0, la {11.12] si riduce a 

Q = U(t)-U(t A ) [H.13] 

In questo particolare caso, il calore ricevuto risulta essere direttamente 
e univocamente correlato con i cambiamenti di stato del sistema, e più in 
particolare con la sua temperatura. 

Derivando la [11.13] rispetto alla temperatura, e dividendo per la massa 
ni del sistema, si ottiene 



1 dQ 1 dU 

c = 



m dt ni ài 



[11.14] 



I dQ 

c - 



1 dO 

Calore specìfico dei corpo La quantità -^-—^ viene detta calore specifico c del corpo: essa rap- 

presenta la quantità di calore che deve essere fornita all'unità di massa per 
"' dt innalzare di un grado la sua temperatura. I calori specifici saranno espressi 

in cal/g°C, oppure in JouIe/kg°C, ecc. Dalla [11.14] risulta che il calore spe- 
cifico del solido è legato all'energia interna U del sistema della relazione 

1 dU 

c = 



m ài 

Capacità termica. Alla quantità me si dà il nome di capacità tannica del corpo considerato. 

Di norma, il calore specifico di una sostanza solida è funzione della 
temperatura (c = c(r)). 

Il calore specifico di un corpo può essere misurato misurando quanto 
cambia la sua temperatura quando il corpo riceve una determinata quantità 
di calore. 
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È bene notare che il fatto che il calore specifico dipenda solo dalla 
temperatura vale nel caso particolare di corpi solidi; in generale il calore 
specifico, essendo legato alla quantità di calore scambiato, dipende anche 
dalla particolare trasformazione considerata. 

Si riscontra sperimentalmente che per molte sostanze (e particolar- 
mente per i metalli) il calore specifico varia abbastanza poco al. variare della 
temperatura entro intervalli abbastanza ampi. Inoltre, quando la massa 
venga misurata in moli (il calore specifico viene allora detto calore molari 
S il calore specifico di un corpo solido ha un valore che è di regola simile ;\ ■ 
[sostanze diverse; valore prossimo a 6 calorie per mole e per grado (legge 
\ empirica di Dulong e Petit). 

L'andamento con la temperatura del calore specifico molare dì alcuni 
metalli di particolare interesse è mostrato in figura II. 1. Quando per una 
sostanza solida sia noto sperimentalmente l'andamento c(t) del calore spe- 
cifico in funzione della temperatura, la [11.14] consente di ricavare l'energia 
interna di quella sostanza 

U = m\ c{t) dt+ costante [H-15] 

In molti casi pratici, specie se si è interessati a fenomeni che non compor- 
tano variazioni di temperatura molto grandi (ad esempio dell'ordine di cento 
gradi o meno), una descrizione sufficientemente approssimata la si ottiene 
considerando c(t) come costante, indipendente cioè dalla temperatura. 
La [11.15] diviene in questa ipotest 

fj = mct+ costante [II. lo] m e i + aliante 

La [11.12] si può allora scrivere 

Q~L = mc(t- t A ) [11.17] 

11 problema del calore specifico dei corpi solidi verrà ripreso, a livello 
teorico, nel sesto capitolo. 



Calore molare. 
Legge di Dulong e Petit. 



Esempi 

E.H.8. Un disco omogeneo di ferro (raggio R = IO em; massa M, = I kg) iniziai- Applicazione del primo priticì 
mente fermo, viene messo in rotazione da un motore che lo porta a girare con pio a un sistema costituito ci 
una frequenza v di 6000 giri al minuto. Staccato il motore ed azionando un materiale solido. 
freno costituito da una ganascia di ferro dì massa M 2 = 0,3 kg, esso viene por- 
tato nuovamente in quiete. Ammettendo che sìa trascurabile il calore che il 
sistema dissipa verso l'ambiente, di quanto si alza la sua temperatura media? 

Nello slato iniziale il sistema (disco più freno) è fermo e alla temperatura 
ambiente; nelto stato finale esso è nuovamente fermo, per cui la sua variazione dì 
energia interna &U è legata solo a variazioni di temperatura ài : AU = m eli. 
Durante la trasformazione il sistema non scambia calore con l'ambiente (Q ~ 0), 
mentre riceve lavoro da) motore: tale lavoro L {negativo perché assorbito dal 

sistema) è pari in modulo all'energia cinetica — / u> 2 che il disco ha quando esso 

ruota alla sua massima velocità. Dalla 111.16) si ha allora: 

L \L\ 1 /w 2 1 , (2ttv) 2 

A t = = ^ = ~ri 

m c me Ime 2 m c 
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1 j 

con / — Mi R ; m - /W, + M 2 . Per il ferro, il calore specifico molare (vedi fig. 
ir 11 - ■ a cal 

il. ij e circa 6 — — ^— ; c he, tenuto conto dei peso molecolare (56), equivale a 
. Joule cai 1 

kg"C~ = 0,09 7^C • Essend0 ' = — M > r2 ' 5 • IO" 3 kg m 2 ; o) = 2nv = 
= 6,28 • 100 sec -1 , si ha A t = 3,3°C. 



450 



Variazione di temperatura di E.H.9. Calcolare di quanw aumenta la temperatura de! blocco di ferro di cai a/rcsem- 
un blocco dì ferro. pio 11.7. 



Dalla [H.16] si ha 
e dunque 



AU = m e Ai 



Al = 



m c 



mo 



Poiché nell'esempio in esame AU = 186,2 Joule, (vedi es. 11.7.), abbia 

186,2 Joule 186,2 Joule 

Af = = -~ ft d "C 

t kg . c 450 Joule 
1 kg 

kg°C 

Temperatura di equilibrio di E.II.10. Un corpo di massa m, , calore specifico e, e temperatura 7, viene posto a ron- 
dile corpi inizialmente a lem- latto con un corpo di massa m„ calore specifico c> e temperatura iniziale h 
perature diverse. Calcolare la temperatura fittale t F a cui si portano, all'equilibrio, i due corpi 

(supposti, nel loro complesso, isolati). 

L'energia interna del sistema (essendo una funzione additiva) è pari alla 
somma delle energie interne dei due corpi 

U = U] + U? = mi £■) f| + m 2 Ci t 2 + costante. 

D'altra parte, essendo il sistema complessivamente isolato si ha AU = Q - L = 0 
Da cui 

0 = AU = m, e } (t F ~ 7,) + m 2 c 1 {t h - - J 2 ) 
Risolvendo rispetto a t F \ 

_ m x c\ 7 j + m 2 c 2 7 2 

t F - 

ni\ C\ + m 2 c 2 

Vediamo in particolare che se la capacità termica di uno dei due corpi (ad 
esempio del corpo 2) è molto maggiore di quella dell'altro corpo (m 7 c, >> m, o) 
risulta 

m\ C] t\ + m 2 c 2 7 2 m 2 c 2 7 2 
w)i ci + m 2 c 2 m 2 c 2 

La temperatura finale dei due corpi coincide praticamente, in questo caso con la 
temperatura che inizialmente aveva il corpo a capacità termica più grande 
La quantità di calore di Q, ricevuta dal corpo 1 (se t 2 > /,) è data da 

Qt = V, = m y e, (t F ~ 7 t ) = m, q (7 2 - 7,) 
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Dunque il corpo 2, a causa della sua grande capacità termica, è capace di 
cedere la quantità dì calore senza che praticamente cambi la sua temperatura. 

In generale, per sorgente isoterma di calore si intende un sistema capace di Sorgente isoterma di calore (o 
cedere calore senza che la sua temperatura cambi. Ciò può accadere sia se i! semplicemente « sorgente»), 
sistema ha una capacità termica molto grande (al limite, infinita) sia se si provvede 
a rifornire via via al sistema l'energia termica che viene da esso prelevata (ad esem- 
pio mediante una caldaia a fiamma). 

L'esempio fatto indica anche le cautele che occorre avere quando si misura la 
temperatura di un corpo qualora la capacità termica del termometro non sia trascu- 
rabile rispetto a quella del corpo di cui sì vuole misurare la temperatura. 



E.II.ll. In tutto il paragrafo 11.3. abbiamo considerato il corpo completamente 
rigido (volume costante), e in questo caso il lavoro L era nullo. Se si prende in con- 
siderazione la dilatazione (termica), e se il sistema è sottoposto dall'esterno a una 
forza, il lavoro, a rigore, non è più nullo. 

Ad esempio una sbarra di lunghezza L e sezione A, sottoposta a una compres- 
sione longitudinale ad opera di una forza F normale alla sua sezione, se subisce una 
di 

dilatazione dz = — — , compie un lavoro pan 



dove con o si è indicato lo «sforzo 



a L = F di = o A I cit = Vq di 



•K) 



e con V il volume della sbarretta. 



E.11,12. Le considerazioni fatte nel par. 11.3. per un corpo rigido valgono anche per 
un liquido incomprimibile pur di trascurare l'evaporazione e il lavoro di deforma- 
zione. Sulla trattazione termodinamica della evaporazione (e più in generale delle 
transizioni di fase) torneremo nel capitolo V. Qui notiamo solo che per un liquido 
la cui tensione superficiale t non sia trascurabile, quando (a parità dì volume) si 
varia la forma del liquido (e ciò facendo si varia di una quantità dS la sua superfì- 
cie libera S) si compie un lavoro pari a t dS, 

È questo un esempio di sistema termodinamico che compie (o subisce) lavoro 
reversibile non esprimibile in termini delle sue variazioni dì volume, così come 
invece accadeva nell'esempio E.1.6. (e come sarà nella maggior parte degli esempi 
che faremo ne! seguito). Va notato che per un gas il fenomeno della tensione super- 
ficiale è praticamente assente. 



Lavoro dovuto alla dilatazione 
termica. 




Lavoro dovuto alla tensione 
superficiale. 



11.4. Applicazioni del primo principio ad un gas perfetto 

II.4.1 Definizione del gas perfetto Gas perfetto. 

Consideriamo una certa quantità di un gas (ad esempio di elio), conte- 
nuta in un recipiente. Un suo stato di equilibrio è completamente specifi- 
cato quando siano noti i parametri di stato pressione (P), volume (V), e 
temperatura ((), oltre alla massa m che, se il sistema è chiuso, resta 
costante anche quando il gas subisce una trasformazione. 

Si riscontra sperimentalmente che questi parametri di stato non sono 
fra di toro indipendenti. La relazione che li lega (detta equazione di staio) Equazione di stato, 
risulta più compatta se si usa la scala termometrica cosiddetta Kelvin. Per 
definizione, la temperatura Kelvin T è legata alla temperatura centigrada t 
dalla relazione 



Gradi Kelvin. 
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Osservazione: 

Una mole di qualunque so- 
stanza contiene un numero di 
molecole pari a 
TZ = 6,023 ■ 10". 
TZ è detto Numero di Avoga- 
dro. 

l'i-- n R T 

Cosumic dei gas 
Joule 



lì = K.l !4 ■ 



mulo K 



R = 82.(157 in 



litri • atin 
mole K 



R 2 



cai 



mule K 



Condizioni microscopiche ai- 
finche un gas si comporli come 
un yas perfetto. 



Da qui in avanti, salvo avviso contrario, useremo la scala Kelvin. 
Usando questa scala termometrica, l'equazione di stato del gas - sperimen- 
talmente ricavata - ha la semplice espressione 



PV 
mT 



= costante 



[H.19] 



Questa equazione descrive il comportamento delta maggior parte dei 
gas a temperature prossime a quelle ambiente e a pressioni dell'ordine di 

quella atmosferica. Se la massa viene espressa in moli n (n = dove 

- i ... M ' 

in e la massa espressa in grammi e M e il peso molecolare del gas) il valore 

della costante nella [11.19] è anzi la stessa per ì vari gas 



P V 
n T 



R \R = 8.3 14- 



Joule 
mole K 



[11.20] 



Alcuni gas (idrogeno, elio, argon, azoto, ecc.) seguono questa legge 
con eccellente approssimazione entro ampi intervalli di pressione (fino a 
molte decine di atmosfere) ed anche a bassa temperatura (fino a duecento 
K o meno). Altri gas (ad esempio l'anidride carbonica, o l'etano) si avvici- 
nano ad essa solo a temperatura elevata (ad esempio oltre 400 K) e pres- 
sione non superiore a qualche atmosfera. 

Per definizione si chiama xas per/cito un gas che segua esattamente la 
[11.20]. 

Vedremo in un altro paragrafo che le condizioni microscopiche affinché 
un gas si comporti come un gas perfetto sono che: 

a) Il volume complessivo delle sue molecole {covolume) sia molto piccolo 
rispetto al volume del recipiente che contiene il gas. 

b) La forza di attrazione reciproca fra le molecole sia abbastanza piccola, 
cosicché la loro energia potenziale sia trascurabile rispetto all'energia 
cinetica. 

Vedremo anche quali termini correttivi vadano inseriti nella [11.20] 
quando queste condizioni non sono soddisfatte. In ogni caso, si osserva 
che, al diminuire della pressione, il comportamento di un gas reale si avvi- 
cina a quello di un gas perfetto. 



II.4.2 // piano di Clapeyron. Trasformazioni quasi statiche, lavoro e 
reversibilità 

Fissata la massa, lo stato di un gas perfetto è dunque specificato 
quando siano noti due dei parametri di stato P, V, T: il terzo può infatti 
essere ricavato usando la [11.20]. 

Una volta scelta la coppia di parametri che si ritenga più comodo 
usare, uno stato del gas può essere rappresentato da un punto su un piano 
di riferimento che abbia come assi coordinati due assi rappresentativi dei 
parametri scelti. 

Se gli assi delle ascisse e delle ordinate rappresentano rispettivamente 
il volume V e la pressione P, il piano di riferimento viene detto piano di 
Clapeyron. 
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Ad esempio, lo stato di volume V 0 e pressione P 0 è rappresentato dal 
punto 5 0 ; quello di volume V } e pressione /*, dal punto £, . 

Se il sistema si porta dallo stato S Q allo stato S l esso subisce una tra- 
sformazione. Se tale trasformazione è quasi statica, allora anche mentre 
essa ha luogo i parametri di stato sono sempre definiti; la trasformazione 
può essere allora rappresentata da una lìnea contìnua. I punti di questa 
linea rappresentano gli stati attraverso cui il sistema passa mentre sì tra- 
sforma dallo stato 5 0 allo stato 5, . 

Evidentemente, per andare dallo stato 5 0 allo stato S, il sistema può 
seguire diverse trasformazioni. Nella figura, ne abbiamo indicate tre. La tra- 
sformazione I porta il sistema dallo stato S 0 allo stato A attraverso una linea 
orizzontale durante la quale cioè la pressione resta costante (una tale tra- 
sformazione si chiama isobara); e poi dallo stato A allo stato S t attraverso 
una linea verticale, durante !a quale il volume non cambia (trasformazione 
isovoìumica 0 isocora). 

La trasformazione II è un segmento di retta: sia P che ^crescono con- 
temporaneamente e linearmente fra S Q e Sj . La trasformazione IH porta il 
sistema da S 0 a B attraverso un tratto di curva in cui la temperatura resta 
costante {isoterma: notare che la [11.20] ci dice che una isoterma è rappre- 
sentata da un ramo di iperbole equilatera); e poi da B ad S { attraverso una 
isobara. 

Come si vede, in generale durante una trasformazione il volume del 
gas cambia. 

Supponiamo che nessuna forza dissipativa agisca sul gas. Cionono- 
stante, il sistema scambia lavoro con Pambiente. 

Abbiamo visto che tale lavoro ha l'espressione òL = P t/K, dove P è ia 
pressione che dall'esterno agisce sul gas; pressione che se la trasformazione 
è quasi statica (e solo in tal caso), coincide con la pressione P del gas espri- 
mibile mediante la (11.20]. 





*-< i 
j 



Vo 



Trasformazione isobari 



v, v 



li- 



ei [orinazione isocora. 



Tnis formili! ione isoterma. 



Esempio 

E.11.13. 8 grammi di elio, atta temperatura dì 27"C, occupano inizialmente un volume 
Vi — 5 litri. Mantenendo costante la temperatura con opportuno rifornimento 
dì calore, viene fatta compiere al sistema una espansione quasi statica fitto a 
portarlo a un volume V f — 10 litri. Quale lavoro compie il sistema? 

Essendo il lavoro elementare dato da P dV, il lavoro complessivo L è dato da 
L = \ dL = \ P dV avendo indicato con ì e / rispettivamente lo stato iniziale e 

quello finale. Dalla [11.20] si ha P = " . Dunque L = \ P dV = \ " dV. 

\ f jy y 
Essendo T costante, si ha L = n R T\ = n R Tlog — — . 

>ì V V, 



Numericamente,' L = 2 moli ■ 8,3 14 



V 
Joule 

mole K 



300 K • log 2 = 3458 Joule. 



Restando al caso di trasformazioni quasi statiche (e mantenendo l'ipo- 
tesi di assenza di forze di attrito, che ammetteremo sempre nel seguito 
salvo avviso contrario) l'equazione [11.11] che esprime il primo principio per 
un tratto elementare della trasformazione può essere scritta come: 




ÒQ = PdV+ dU 



[11-21] 




T = cost 
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.e trasformazioni quasi stati- 
.lie senza attrito sono reversi- 
>ili. 




Se la trasformazione elementare viene compiuta in senso inverso, nella 
[11.21] sia dV che dU cambiano semplicemente segno; e per conseguenza, 
anche ÒQ cambia segno. 

Integrando la [11.21] dallo stato iniziale a quello finale - o viceversa - sì 
ottiene che anche per la trasformazione finita invertire il senso di percor- 
renza vuol dire semplicemente cambiare i segni di Q, L e A<7. 

Dunque in assenza dì attriti una trasformazione quasi statica è reversi- 
bile. 

Questa conclusione vale in generale, e non limitatamente al caso che il 
sistema sia un gas perfetto. Ciò dimostra una osservazione che avevamo 
anticipato nel precedente capitolo. 

Notiamo infine che una trasformazione che non sia quasi statica non 
può essere rappresentata sul piano di Clapeyron, poiché in generale - 
mentre essa avviene - i parametri di stato hanno valore diverso da 
punto a punto del sistema. Tuttavia è d'uso indicare una trasformazione 
non quasi statica - e non reversibile - con il segno mostrato nella figura 
a fianco. 



I 



Energia interna di un gas per- 
itici. 



, TERMOMETRO 




IPIENTE PIENO " (SOLANTE 



Espansione « libera» di un gas. 



11-43 L'energia interna di un gas perfetto 

Attraverso l'esperimento che di seguito descriviamo, Joule dimostrò 
che l'energia interna di un gas perfetto dipende solo dalla sua temperatura. 

Consideriamo due ampolle di vetro, collegate da un tubo in cui è 
inserito un rubinetto chiuso. Una delle due ampolle sia piena di un gas, 
e l'altra sia stata evacuata mediante una pompa. Disponiamo un termo- 
metro a misurare la temperatura del gas; il sistema sia inoltre isolato ter- 
micamente. 

Aprendo il rubinetto, cosicché il gas compia una espansione spontanea 
(espansione libera) andando a riempire entrambe le ampolle, si riscontra 
che ciò provoca un lieve abbassamento di temperatura del gas stesso. 

Si può verificare tuttavia che tale abbassamento diviene sempre più 
piccolo via via che la pressione P del gas diminuisce (cioè via via che il gas 
si avvicina alle condizioni di gas perfetto): e si estrapola così che nel caso 
ideale di gas perfetto (P=*0) la temperatura sarebbe rimasta invariata. 

La trasformazione compiuta dal gas è una trasformazione spontanea: il 
sistema non scambia infatti calore Q con l'ambiente (grazie all'isolamento 
termico) né lavoro L (essendo il recipiente rigido, le forze agenti sul gas 
non spostano il loro punto di applicazione). Essendo sia Q che L nulli, la 
[11.10] ci dice che 



-energia interna di un gas 
perfetto dipende solo dalla 
emperatura U = U(T). 



A(7= 0 



[11.22] 



cioè che l'energia interna resta invariata nella trasformazione. 

A priori, l'energia interna potrebbe dipendere, oltre che da T, anche da 
un altro parametro di stato, ad esempio dal volume K (anche la pressione P 
può infatti, in ogni caso, essere espressa in funzione di Te di V tramite la 
[11.20]). 

Ma se così fosse, quando T resta fisso e F varia (come nell'esperimento 
testé descritto) U dovrebbe variare. 11 fatto invece che in corrispondenza di 
À£/= 0 sia 0 e AT = 0 ci fa per contro concludere che U 

dipende da V 



non 



£/= U(T) 



[11.23] 
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Anche per un gas perfetto (come già per un solido) la [IMO] [>uò 
essere scritta come 

Q-L= U(T)-U(T A ) [11.24] 

La [11.21], per trasformazioni quasi statiche, può a sua volta essere 
scritta come 

ÒQ = PdV+dU(T) [11.25] 

La [11.24] ci dice in particolare che, durante una trasformazione iso- In una trasformazione ìsoter- 
terma dì un gas perfetto, Q - L = 0; se un gas perfetto compie una espaiv nia di un gas perfetto Q = L 
sione isoterma, esso compie lavoro L pari al calore Q assorbito (e viceversa 
durante una compressione). 



II.4.4 Calori specifici di un gas perfetto 



Benché l'energia interna di un gas perfetto dipenda solo dalla tempera- 
tura, la [11.24] (e, limitatamente a trasformazioni quasi statiche, la [11.25]) ci 
mostra che il calóre che il gas scambia non dipende solo dallo stato iniziale 
e da queilo finale; ma anche dalla particolare trasformazione che, per 
andare da quello stato iniziale a quello stato finale (e in particolare da 
quella temperatura iniziale a quella temperatura finale), il sistema compie. 
Infatti, benché la variazione dell'energia interna dipenda solo dallo stato 
iniziale e da quello finale, il lavoro dipende - come abbiamo visto - dalla 
trasformazione. 

In particolare, non si può dunque pariate di calore specifico se non si 
ìndica anche a quale particolare tipo di trasformazione ci si riferisce. 

Limitiamoci alle trasformazioni quasi statiche. Dalla [11,25] ricaviamo 
per il calore specifico l'espressione (esprimeremo la massa in moli, cosicché 
qui e nel seguito tratteremo di calori molari): 



Calori specifici di un gus per 
fono. 



Il calore specifico dipende dui 
la trasformazione. 



C = 



1 ÒQ 11 



n dT 



n dT 



(PdV+ di/} 



[11.26] 



Se consideriamo una trasformazione isovolumica {dV = 0) otteniamo il 
calore molare a volume costante CV, che dalla [11.26] risulta essere 





ÒQ 1 


dU 


n 


dT n 


dT 


dU 


= n C v dT 





[11.27] 



In un ampio intervallo di temperatura, sperimentalmente si osserva 
che Cy può essere considerato costante. 

Nel caso riportato in figura, il gas è biatomico (H 2 ), e nell'intervallo di 
temperatura compreso fra 250 e 700 K il calore molare a volume costante 

5 

assume un valore praticamente costante pari a — R. Per gas monoatomici, 
3 

si ha invece C v = — R; e per gas poliatomici, Cy = 3 R (vedi tabella ILI). 



Ci- 

Calore molare a volume co 
stante. 



Cv 

(cai/mote KJ 



4 - 




50 



200 500 2000 
temper atura, K 
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Integrando la [11.27] si ha 

' U = n C v T+ costante [11.28] 

per cui la [11.24] e la [11.25] possono essere scritte rispettivamente come 

Q-L = nCy{J- T A ) [H.30] 
òQ - PdV+ nCdT [U.31] 

Se nella [11.26] si pone invece P = costante, si ottiene il calore molare 
.ilore molare a pressione co- a pressione cosatine C r . Usando la [11.27], la [11.26] diviene 

Ma dalla [11.19] sì ha P V = n R T; da cui differenziando PdV + 
+ VdP=nRdT; e per una trasformazione isobara (dP = 0) P dV = 
= nRdT. Sostituendo neiia [11.32] 



;j ine 



C P = R + C,- 



[11.33] 



che insieme ai già citati valori per C v ci consente di concludere: 

5 7 
C F = —-R (gas monoatomici); C P = — - R (gas biatomici); 

1 2 [u,34] 

C P = 4 R (gas poliatomici) . 

II.4.5 Adiabatica reversibile di un gas perfetto 

■ifrÌS n reVe,SÌbÌIC dì U " Abbiamo già visto come possono essere rappresentate, sul piano di 

" p Clapeyron, alcune trasformazioni quasi statiche notevoli dei gas perfetti. 

- Una isobara (P = costante) è rappresentata da un segmento orizzontale. 

- Una isovohimiea (V = costante) è rappresentata da un segmento verti- 
cale. 

- Una isoterma (T = costante) è rappresentata da un ramo di iperbole 
equilatera P V = n RT = costante. 

Un'altra trasformazione quasi statica notevole è Y adiabatica reversibile. 
Per definizione, una adiabatìca è caratterizzata da Q = 0. Trattandosi per 
ipotesi di trasformazione quasi-statica, possiamo usare la [11.311 ponendo in 
essa ò(2 = 0 

0 = PdV+ nCydT [11.35] 
Eliminando P mediante la [11.20]: 



dV 

« R T—-~ + nC v dT^ 0 



Separando le variabili: 



7? 



cioè 
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Dividendo per C v , usando la [1133] (C P - C v = R), e integrando, si ha 

C P - C y f dV [ dT 

~Y~ + costante 

(V - 1) log V+ log T = costante (avendo posto = y) ^"" h z rÌ/ e ' ri,diab:ili " IC " 

\ C v vcrsibilc di un gas perielio. 



log V' ri + log T = costante [11,36] 
log T V^ 1 = costante — ■■ 

T Vi' 1 = costante = T A V A ~ l T! 



7 V"< ' - coslanlo 
/> i-'y .-^ cosiantc 
i 



= _o 

avendo chiamato 7^ e V A la temperatura e il volume che il gas aveva nello C 1 

stato iniziale. Usando la 11.20], può essere eliminata, volendo, o la T o la V 
nella [11.36] introducendo la pressione P. 

Si ottengono così le tre formule equivalenti della equazione della adia- 
batica reversibile di un gas perfetto: 

T KT-" = T A V A ~ l ; PV* = P A V\; TP"' =T A PJ~ [11.37] 

con P A , V A e P A pressione, volume e temperatura dello stato iniziale. 
Notiamo che dalla [11.34] e [11.28] risulta 

5 , ' . 1 

Y = — (gas monoatomico); y = — (gas Diatomico). 

Le trasformazioni di un gas perfetto finora considerate (isoterma: 
PV= cost; adiabatica: P = cost.; isocora: F= cost.; isobara: T 5 = cost.) 
sono casi particolari di una famiglia di trasformazioni descrivibili, nel piano 
di Clapeyron, da una equazione del tipo: 

PV K — cost.; con K — costante reale 

ì jp. Per esempio, se K = 1 si ha l'isoterma; se A" = 0 si ha l'isobara; se K = y si 
5 p* s ua l' adiabatica, ecc. 

Queste trasformazioni si dicono trasformazioni polhropìche. Ogni tra- Trasformazioni politropiche di 
| ; sformazione politropica è caratterizzata dal suo calore molare jzas perfetti. 

1 |pr 

■ Q = ~ - ^l K corrispondente a P V K = cost. 

S.Si ha: 



Ne _ ( 6 Q)* _ (dU+PdV)* dU {PdV) K (PdV) K 
1 . * rfT rfT dT + . dT Cy+ dT 

|L(sÌ è fatto uso della relazione dU = C y dT valida indipendentemente dalia 
t trasformazione). 
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Trasformazione isoterma e tra- 
sformazione adiabatica quasi 
statiche: calcolo del lavoro. 



T= cost 




V 



Osservazione: 
Essendo y > I, nel piano di 
^apeyron la curva adiabatica 
™> Pendenza maggiore del- 
l 'soterma. 



S>«''-:. : i-'J*St' 



La quantità 



~ può essere calcolata tenendo conto che deve 

S e eP^^w ÌCh l StÌam ° considera "do una mole di gas perfetto) e 
inoltre/^ = cost. (poiché ci stiamo muovendo lungo la politropi,* in esame) 

Differenziando PV=RT si ha P dV + VdP = R dT 
Differenziando PV K = cost si ha KPdV+ VdP = 0 
Eliminando VdP da queste due relazioni si ha: 

- KPdV^ RdT-PdV 

da cui 

R dT 



PdV ' = 



1 - K 



che inserita nella espressione per C K fornisce: 



C K = Cy + 



R 



1 -K 



Nel caso di isobara (K = 0), sì ottiene la [11331 (C B = C + R\ NpI 
caso di isoterma (K = I) si ottiene r - «, infitti ' " } * ei 

Esempi 

E.II.I4. Quattro grammi di elio, alla temperatura T - 7?T , ■ ■ - , 

// K, - I n„ n ai „ ,u T ua [ ma 'a - 27 C, occupano inizialmente 

"ZTisotenna rleZ ,T W " C /T co "'^ ™° formazione quasi 
nea quasi statica die io riporta alia pressione inizia/e. 

a) determinare lo slaro finale; 

b) calcolare il lavoro e il calore scambialo dal sistema durame la irasfo 



forma- 



a) Si tratta^ una mole di gas monoatomico, di cui è noto lo stato iniziale y<,T<* 
P ^~~- Nello stato B si ha T 8 = T A , V„ = 2 y A , P 8 = l± . Nello stat0 £ 
si ha Pc ~ Pa = 2 e dalla [H , 7] , c = ^ ^ = 2 ^ ^ 

l'equazione di stato |II.20] si ricava inoltre 7> = 2 r /-i-V" ìr ' 

b) Durante l'isoterma si ha £, = /? 7\ ina - /? t u„ -> , „ j-*' 

' n ■* ,os ^ ~ «/,4log2. Inoltre, essendo- 

„ = r,/t(log2 + -L.|i- 2 ^J /5 |J (avcndol 



Or 



In complesso Z, = L, + L 



usato Q =— /f ); Q = a/ = /f ^log2 
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H-.ÌI.15. Una moie di idrogeno si trova inizialmente aita temperatura T A — 300 K, ed Trasformazione adiabatica non 
£v. è contenuta dentro un cilindro con pistone di volume iniziate V A = 10 litri. quasi statica, 
^i ; Ponendo un opportuno peso (costante) sul pistone, si fa sì che il gas si com- 

'H' prima adiabaticamente fino a raggiungere un volume V B = — — . 

'<$■ 2 
^i; Quanto valgono pressione e temperatura finale (P B e T B ) dei gas (supponendo 

j£: che tutto il lavoro sia assorbito dai gas stesso)? 
i v 

La trasformazione è adiabatica per ipotesi (recipiente isolante). Tuttavia essa 
. *bo>i è quasi statica. Infatti, la pressione esercitata dall'esterno sul gas è costante pari 
''%'Pb'i mentre se la trasformazione fosse quasi statica essa dovrebbe variare secondo 
la [11.37]. 

1 U - - » - - RT > 



stalo iniziale è completamente noto: T 4 , V,, e P A 



Va 



Per lo stato finale, conosciamo solo V B = , Ma il primo principio (con 

0 '■ 2 
Q = 0) ci dice 



-Z. - CAT S - T A ) 



(a) 



X'jjt-".' 

: . ^d L (essendo costante la pressione esercitata dall'esterno durante la trasforma- 
tone) è dato à& L = P B (V H - V A ) = P B {~ - y}j = - /> fl -y-. 
Sostituendo in (a) 



r.-t 



Cy(T B - T A ) 



Ma l'equazione di stato [11.20] ci dice anche 



RT K . 



(b> 



(c) 



Per confronto fra la (b) e la (c) troviamo 

R T B = Cy (T s — T A ) 

.dunque 

Cy 



Cy - R 



5 v 



biamo usato Cy = — R). Finalmente: 



R To 



'0 - t a 
-~R-~~ 



= ^-P 



•16. Due recipienti rigidi di volume rispettivamente V A e V B , termicamente isotati, 
contengono rispettivamente n A moti di gas monoatomico a pressione P A e n B 
moli di gas biatomico a pressione P B . ! due recipienti sono inizialmente sepa- 

■ rati da un rubinetto chiuso, la cui apertura causa il mescolamento dei due 
gas. Calcolare la pressione e la temperatura finali, dopo che si è raggiunto 

; -. l'equilibrio, nell'ipotesi che i due gas si comportino come gas perfetti. 

La trasformazione, spontanea, equivale a due espansioni libere che portano, 
a fine, ad un mescolamento dei gas nel volume V A + V B . 



Mescolamento di due gas. 



Q = 0 
L = 0 



AU ~ 0 



ì 
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ISOLANTE 




GAS 

MONOATOMICO 



11 primo principio della termodinamica implica AU = 0 e per l'additiviià 
dell'energia interna. 



àU = AU A + AU H = 0 



cioè: 



"a CV>(T r - T A ) + , tll C<f>(T F - T H ) = 0 

dove 7> è la temperatura finale, T A e 7~ s le temperature iniziali di due gas Si hi 
inoltre: 



Legge di ballon: 
In una miscela di due gas (per- 
fetti), la pressione è la somma 
delle pressioni che ciascun gas 
eserciterebbe se occupasse da 
solo tutto il volume a disposi- 
zione. 



Equazione barometrica. 



C'v' = — R (monoatomico) 
C\?> = -y R (biatomico) . 



Risolvendo rispetto a 7> si ha: 
t _ 3 n A T A + 5 it B T B 



3 n A + 5 iì a 



con 7*, = 



Pa Va 
ih li 



Tu = 



» H R 



La pressione finale P F si calcola tenendo conto che ciascun eas, occupando il 
votutyie V A + v B , coercita sulle pareti una pressione parziale uguale a quella che. > 
eserciterebbe se l'altro gas non fosse presente (ì gas perfetti non interagiscono 1 M 
apprezzabilmente fra di loro). = 

Per queste pressioni parziali si può scrivere- 

i ■ ■ v,?'"' ■ 

gas A : /",•"< K, • V H ) - n t R T r -1 # 

,.1 ■^■■ili". 

gas B: P?'(K) + Y H ) = »iiRT F | 

La pressione finale P Fi somma delle pressioni parziali P F 4ì e P F B \ soddisfa là!; 
relazione ottenuta sommando le relazioni relative ai due gas: 

(P U> + p<B) ){ y A + y g) = {llA + %) R ^ 

p = Ìn A + n„)RT F 

E.II.I7, Nell'ipotesi che l'aria si comporli come un gas perfetto di peso molecola^ 
medio M, calcolare l'andamento della pressione atmosferica P con l'altezza^.- 
dal suolo. Si assuma che la temperatura T dell'atmosfera e l'accelerazione,'' 
gravità g siano costanti nel tratto di quota considerato, ** 

La legge di Stevino, applicata a un tratto di colonna d'aria di alte! 
elementare dz, dà: 



dP = - p g dz (p 



ni 



densità dell'aria) 



Dall'equazione di stato PV = ~RT, ricaviamo 

M 



ni 
~V 



PM 
R T 



// primo principio della termodinamica 535 



per cui l'equazione di Stevino diviene 

PM . (iP I g M \ 

I sM\ 

Integrando: In P = - I ---- - ■) z + c\ da cui 

P = P a e ~(^) : 
essendo P a la pressione alla quota z = 0. 



.5. I fias reali 



■ 

i; 

I 

s 

1 

m. 



Abbiamo già accennato che non sempre le sostanze allo stato gassoso 
seguono con sufficiente approssimazione l'equazione di stato dei gas per- 
fetti P V = nRT. 

I fatti sperimentali possono essere sintetizzati come segue. 

Supponiamo dì compiere delle trasformazioni isoterme quasi-statiche 
avendo' "a "disposizione sorgenti a varie temperature T. 

Si trova che, per ogni sostanza gassosa, esiste un particolare valore 
della temperatura (temperatura critica tale che, per trasformazioni iso- 
terme a temperature T > T c , il comportamento della sostanza allo stato 
gassoso è ben descritto dall'equazione di stato P V = nRT, con lievi devia- 
zioni quando T si avvicina a T c . 

Per temperature inferiori alla temperatura critica (T < T c ), il compor- 
tamento è sostanzialmente diverso. Supponiamo di operare una compres- 
sione isoterma e di misurare con un manometro M la pressione che com- 
pete ai vari stati di equilibrio che si realizzano nella trasformazione quasi- 
statica a mano a mano che il volume V si riduce. 

Per volumi grandi (e pressioni piccole), alla riduzione di volume si 
accompagna un aumento di pressione con relazione non molto diversa da 
P>V= costante (tratto AB della curva), come per i gas perfetti. 

Arrivati allo stato B, per successiva compressione, comincia il feno- 
meno" della condensazione sulle pareti del recipiente. Si realizza cioè un 
cambiamento di stato fisico a causa del quale porzioni crescenti di sostanza 
passano dallo stato gassoso allo stato liquido. Durante questa fase della tra- 
sformazione isoterma si osservano tre fenomeni correlati (tratto B E del gra- 
fico): 

coesistono fase liquida e fase gassosa; 

la pressione non varia, mentre il volume si riduce sostanzialmente (da V g 
a V,). A tale pressione si dà il nome Ai pressione o tensione di vapore 
saturo (a quella temperatura); 

occorre sottrarre calore per mantenere la temperatura costante (calore 
latente) via via che la condensazione procede. 

_ Al punto E della trasformazione, la sostanza è tutta allo stato liquido, 
rer realizzare anche piccole diminuzioni di volume occorre ora applicare 
grandi valori della pressione. Per questo la curva della isoterma tende ad 
^vicinarsi a un andamento verticale. Questo andamento, che nel dia- 
gramma P V appare come un asintoto verticale a V = b, denuncia una 



1 raslonnazioni isoterme di un 
gas reale. 



MANOMETRO 




SORGENTE 
A TEMPERATURA T 



T < Te 




536 Parte seconda: lì 



PUNTO CRITICO 



. COESI 
LIQUICjO £ 
VAPOR E 




sc -b.l B) 



Temperatura, pressione e vo- 
lume critici. 



Energia potenziale 




U(r)-U(rJ>0 4Ll = U(r)-U(i«)>0 



3t 

REPULSIONE 



ATTRAZIONE 




Equazione d! Van der Waals. 



sostanziale impenetrabilità della materia: il volume complessivo è divenuto 
pari alla somma del volume proprio delle molecole della sostanza, sotto il 
quale comunque non si può scendere (covolume). 

Per temperature al di sotto della temperatura critica, le varie isoterme 
si distinguono per valori diversi della tensione di vapore saturo e per 
j diverse larghezze dei gradini di coesistenza di fase liquida e gassosa. Alla 
'•temperatura critica, il gradino si riduce ad un punto, punto critico, in cui 
l'isoterma crìtica ha un punto di flesso a tangente orizzontale. Al di sopra 
dell'isoterma critica nel piano P V, è possibile soltanto lo stato gassoso, I 
valori T c , P c e V c dei parametri di stato in corrispondenza del punto di flesso 
sono detti rispettivamente temperatura, pressione e volumi critici. _J 

A temperatura molto maggiore della temperatura critica e, ad ogni 
temperatura, per volumi molto maggiori del volume critico, l'equazione di 
stato dei gas perfetti P V = nRT descrive abbastanza bene il comporta- 
mento delle sostanze pure. In effetti, quei gas che a temperatura ambiente 
si comportano come gas perfetti sono caratterizzati dalla circostanza di 
avere temperature critiche molto minori della temperatura ambiente. Le 
costanti critiche per alcuni gas sono riportate nella tabella II.2. 
I" .Ponendoci in un'ottica microscopica, diremo che due molecole di una : 
jsostanza interagiscono con una forza che può essere considerata centrale e 
j conservativa. Tale forza trae origine da effetti elettromagnetici dipolari e da 
(effetti quantistici che coinvolgono elettroni e nuclei degli atomi. 

L'interazione intermolecolare può essere descritta empiricamente da 
una funzione energia potenziale de! tipo di quella rappresentata in figura. 

Il minimo della funzione U(r) corrisponde ad una distanza r 0 (qualche 
À, essendo 1 À = IO" 10 m) per cui la forza è nulla. Per r > r 0 si ha una 
forza attrattiva (per esempio responsabile dei fenomeni di attrito o della 
considerevole forza di adesione che si manifesta tra due superfìci molto 
levigate di due pezzi dello stesso materiale messi a contatto). Per r < r Q si 
ha una forza fortemente repulsiva corrispondente al tratto quasi verticale 
della funzione U(r) (impenetrabilità dei corpi). 

Quando si considera una sostanza allo stato di gas o vapore le distanze 
medie tra molecole (che si muovono disordinatamente con energia cinetica 
molto maggiore di | U(r 0 )\) sono molto maggiori della distanza di equilibrio 
r 0 e quindi predominano forze che sono, se pur blandamente, attrattive. 
L'effetto di tali forze è mediamente nullo sulle molecole interne (circondate 
iri~modo mediamente uniforme da molecole che le attraggono), mentre si 
manifesta sulle molecole dello strato esterno come una forza diretta verso 
l'interno e riguardante tutta la superficie di contorno. Questo effetto equi- 
vale ad una specie di pressione aggiuntiva rispetto alla pressione esercitata 
dalle^ pareti del recipiente che contiene il gas. 

E chiaro che l'effetto di questa pressione aggiuntiva sarà tanto maggiore 
quanto maggiore è il numero di molecole per unità di volume che attraggono 
dall'interno, e quanto maggiore è il numero di molecole per unità di volume 
che sono in zona superficiale e sono attratte verso l'interno; in definitiva ci 

aspettiamo che la pressione aggiuntiva sia proporzionale a -~. 

Una relazione empirica che funziona da equazione di stato nel caso dì 
gas reali è l'equazione di Van der Waals, che, per una mole, si scrive 



{p + -^(V~b) = RT 



[11.38] 
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dove nei sono due parametri caratteristici del gas in esame, Vb il volume 
del recipiente che contiene il gas, P è la pressione e T la temperatura in 
gradi Kelvin. 

Rispetto all'equazione di stato dei gas perfetti P V = R !T(che descrive 
bene il comportamento dei gas molto al di sopra dell'isoterma critica), il fat- 



tore di pressione diventa \P + 



ncludendo il termine aggiuntivo che c 



V 2 . 

tiene conto delle forze attrattive intermolecolari. Il fattore di volume 
diventa (V- b), per tener conto che ogni molecola ha a disposizione il 
volume V del recipiente meno il covolume occupato dalle altre molecole. 

L'equazione di Van der Waals, disegnata sul piano P ^per vari valori 
della temperatura (isoterma di V.d.W.), ha l'aspetto mostrato in figura. Si 
evidenzia un andamento che presenta un massimo ed un minimo nella 
zona in cui sperimentalmente si riscontra un tratto isobaro. In realtà, proce- 
dendo con qualche cautela, si trova quanto segue. 

Durante il tratto isobaro il gas sta subendo il processo di liquefazione. 
A partire da V B , se si compie senza scosse e lentamente la compressione in 
condizioni di particolare pulizia, il gas può seguire per qualche tempo per 
un breve tratto (freccetta in grassetto) la curva di Van der Waals, restando 
allo stato gassoso in una condizione metastabile detta di vapore soprassa- 
turo. Analogamente, espandendosi a partire dallo stato V A esso può seguire 
la curva di Van der Waals restando liquido in condizioni metastabili 
(liquido surriscaldato). 

Si può dimostrare - ma noi non lo faremo - che le aree dei due settori 
di curva indicati in figura con (a) e con (b) sono fra di loro uguali. A causa 
di questa proprietà l'equazione di V.d.W. può dare un'indicazione anche sul 
tratto di isobara sperimentale (zona B della figura): basta tracciare un tratto 
orizzontale che renda uguali le aree tratteggiate. L'accordo dell'equazione 
di V.d.W. con i dati sperimentali è soddisfacente sulla zona A della figura. 
Anche l'accordo nella zona D è buono, anche se poco significativo (liquido 
praticamente incompressìbile, isoterma quasi verticale). 

Le costanti a e b che compaiono nell'equazione di V.d.W. sono legate 
ai parametri critici dalle semplici relazioni: 



= 3^^; b = VJ3 



[11.39] 



Anticipiamo qui - anche se la relativa dimostrazione è rimandata ad un 
altro capitolo - il fatto che l'energia interna di un gas che obbedisca alla 
PUS] non dipende solo dalla temperatura, ma anche dal volume V. 

Più precisamente, per un gas di Van der Waals l'energia interna (rife- 
rita ad una mole) può essere scritta come 





GAS O VAPORE 
NON SATURO 




B. VAPORE SATURO 



U(V,T) = Q 



rr. a 



[11.40] 



Per una trasformazione quasi statica elementare, il primo principio 
della temodinamica può dunque essere scritto come 



con 



6Q = ÒL + dU 



[11.41] 



Energia interna 
Van der Waals. 



dì un gas di 



dU = C v dT+-p T dV 

ÒL- PdV (con P = -P— - -?-) 



[11.42] 
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Sostituendo le [11.42] nella [11.41] si trova 



Adiabalka qu 
gas di Van de 



usi italica ci 
v Waais. 



termometro a Las. 



ÒQ = CydT+- 



R T 
V-b 



dV 



[H.43] 



In particolare, ponendo nella [11.43] ÒQ = 0, si può trovare l'equazione 
un della adiabatica quasi statica di un gas di Van der Waals. Con procedura 
identica a quella usata nel par. II.4.5. per il gas perfetto si trova 



T(V~b) Cv = costante 



[11.44] 



Va notato che alcuni gas - e in particolare l'elio - continuano a comportarsi 
come gas perfetti fino a temperature molto basse. Usando un termometro a 
gas (cioè un termometro basato sulla dilatazione di un gas a pressione 
costante; ovvero basato sulla misura della pressione del gas a volume 
costante) è possibile estendere la definizione operativa di temperatura a 
intervalli molto più ampi di quelli accessibili al termometro a mercurio A 
temperature ancora più basse, è necessario fare ricorso a una definizione 
diversa (la scala termodinamica assoluta, che introdurremo più avanti)- una 
scala che, come vedremo, coincide con quella del gas perfetto a tutte quelle 
temperature in cui esiste qualche gas reale che si comporta praticamente 
come gas perfetto. 



U costumi di Van cfcr Waalse 
i parametri critici. 




Esempi 

E.IL18. Ricavare le [11.39]. -\ 

r\,Ju«™ d Z ^"'equazione di Van der Waals T= f=cost., ed esplicitando! 

rispetto a P, si ottiene i- 



P = 



R T 



V 



che rappresenta l'espressione di una isoterma p = P{V) nel piano di Clapeyroa* 
Intersecando con una retta P = p = costante, si ottiene J 



R T 
V- b 



cioè 



ovvero 



P(V-b) V 2 + a{V-b)- V l R T= 0 



V 1 P— V 2 (bP+ RT) + a y~ab = Q 




7inn5£ m i° S ' ^ e Come dd rest0 è evideflt e dalla figura, si tratta di una equi 
zioneai j grado che ammette in generale tre soluzioni /f, 5 e Cper V= V A V B * 
.nli^inni'l^ P = ^pressione critica e f = T c = temperatura critica, le 
soluzioni della equazione devono andare a coincidere in V = Ve = volume critici 
Ciò significa che la [11.45] deve assumere la forma 



P C (V- K C ) J = 0 

ovvero, sviluppando 

V 3 P C - Y 2 Q P C V C ) + VQ P c Vb -P c y c=0 



[II.4É 
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Confrontando la [11.46] e la [11.45] si ottiene 

3P c Vc- bPc+RTc 

a = 3 P c V 2 C 
ab = P C V\. 

(■ La seconda di queste relazioni, e il rapporto fra la terza e la seconda ci forni 
scono ie [11.39]. 



E.II.19. Calcolare la variazione dì energia interna relativa alla Ira sformano ne da 
liquido a vapore (evaporazione) di ima quantità di acqua, se la temperatura è 
mantenuta costante. 

Si tratta di una isoterma di gas reale nella quale, come già abbiamo detto 
occorre scambiare del calore (calore latente di evaporazione) perché la temperatura 
resti costante. Nel caso di evaporazione occorre fornire calore al sistema in misura 
proporzionale alla massa: Q tv = m X ev (A ev = calore latente di evaporazione in cai/ 
grammo o Joule/kg o simili; nel caso dell'acqua alla temperatura dì ebollizione a 
pressione atmosferica (/ = 10u°Q si ha X, v = 539 cal/er) 



dove 



Q cv = m X n 

e 

L = P(V G - V L) 

dove V a è il volume, a temperatura T t della massa d'acqua data in fase di vapore 
mentre £ e il volume della stessa massa d'acqua allo stato liquido. È da notare che' 
Vun , r rt ■ ra PP resen 'a la tensione di vapore saturo alla temperatura 

aeua rasformazione. E appena il caso di osservare che, se si fosse trattato di gas 
perfetto, si sarebbe avuto AU = 0 



Variazione di energia interna 
in li n processo di evapora/ione 



Oliere latente dì evaporazione 



P _ 




H.6. Sistema generico descritto dai parametri P, V, T 

partìrolarerti ! TU™ pe f fett0 0 u " § as . re L ale " rappresenta un caso Sistema qualunque descritto 
part colare di un sistema termodinamico descrivibile mediante i parametri dai parametri p V T 
"i stato f, V, T (pressione, volume, temperatura) legati fra di loro da una 
equazione di stato 



f(P t V,T) = cost. [H.47] 

Scegliendo come è spesso conveniente, le variabili Vt 7* come variabili 

statirf ? ent1 ' '' Pr ! m ° V™ ci V [o P er Ulia trasformazione elementare quasi Trasformazione elementare 
natica (e senza attrito) di un tale sistema può essere scritto come quasi-statica. 

ÒQ = dU + PdV; 

e poiché 
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Calore specifico molare a volu- 
me costante. 



segue: 



ovvero 



ÒQ - 



du\ irr i du \ 



'dT 



dT+ l^)r + P(KT) 



dV 



[11.49] 



dove, come è usuale nei testi di termodinamica, si indica esplicitamente 
come pedice accanto a una derivata parziale l'altra variabile che si mantiene 

costante effettuando la derivata (ad esempio l~r^ indica la derivata di U 

rispetto a T mantenendo V costante); e con P(V, T) si intende l'espressione 
di P in (unzione di V, T quale si ricava usando l'equazione di stato [II 47] 
In particolare, se si considera una trasformazione quasi statica a 
volume costante {dV = 0) dalla [11.49] segue 



ÒQ 
ÒT 



dT ìv 



e quindi, dividendo per la massa n espressa in moli 



cioè 



n \ dT r n dT l Cy 



[11.50] 



^ La derivata parziale dì U rispetto aTa volume costante è pari alla capa- 
cita termica a volume costante de! sistema considerato; cioè pari a! numero di 
moli moltiplicato per il calore molare a volume costante. 

Nel paragrafo V.l mostreremo che quando è nota l'equazione di stato 
[11.47] è possibile ricavare (-~J r , cosicché risulta completamente noto il 

secondo membro della [11.49] quando sia noto il calore specifico C v oltre 
all'equazione di stato [11.47], 



,":V 



II.7. Agitazione termica e transizioni di fase 

Molti fatti sperimentali (fenomeni di diffusione; conduzione termica , 
per convezione; moto browniano, ecc.) indicano che la materia allo stato ! 
nuiao (liquido o gassoso) è costituita da molecole in continuo disordinato:* 
movimento. Nel caso dì materia alio stato solido, gli atomi sono pure in ' 
continuo movimento, ma non in modo libero: ognuno di essi oscilla, come ; 
un oscillatore armonico tridimensionale, intorno a una sua posizione di. 
equilibrio fìssa all'interno del materiale. Se il solido è cristallino, queste! 
posizioni di equilibrio formano una struttura geometrica regolare il reticolo \ 
cristallino. 
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Il capitolo VI è dedicato a un approfondimento di questi aspetti mi- 
croscopici, e alla discussione delle relazioni esistenti fra parametri micro- 
scopici e parametri di stato macroscopici; qui ci limitiamo ad alcune con- 
siderazioni fenomenologiche qualitative, che tuttavia aiutano a meglio 
comprendere i fenomeni macroscopici e la relativa formalizzazione in ter- 
mini di equazioni. 

Consideriamo una certa quantità di materia, costituita da N molecole 
(considerato il valore del numero ?Z di Avogadro, A^è di solito un numero 
molto grande, ad esempio dell'ordine di IO 20 o più). Le molecole (di massa 
m) si agitano disordinatamente, e la loro velocità (così come la loro energia 
sia cinetica che potenziale) cambia continuamente a causa di interazioni fra 
di loro e con le pareti. Ha senso però chiedersi come si distribuiscano in 
media 1 valori dei moduli delle velocità delle molecole in questione in stati 
termodinamici di equilibrio. 

A questo scopo si introduce \a funzione di distribuzione delle velocità 
ir(v). Per definizione, la quantità n(v) dv rappresenta il numero di molecole 
con velocita compresa fra v e v + rfv, e la sua interpretazione geometrica è 
chiarita neila figura (area tratteggiata). La somma di tutte queste aree cioè 
l'area totale della figura sottesa dalla curva »(v), rappresenta il numero 
totale di N di molecole: 



N = n(v) dv 



n(7) 




v v+dv 



Funzione di distribuzione del- 
le velocità. 



>' 
tu- 



La funzione n (v) può essere misurata sperimentalmente. Ad esempio per 
un gas, si può praticare un piccolissimo foro nel recipiente che lo contiene 
e misurare la velocità delle molecole che via via fuoriescono. Si trova che 
b(v) ha l'andamento mostrato in figura. All'aumentare della temperatura T 
aumenta il numero di molecole dotate di velocità più alta, e diminuisce il 
numero di molecole più lente: la curva «(v) si modifica così come mostrato 
in figura; senza che cambi (finché N è fissato) l'area sottesa dalla curva 
Vedremo nel VI capitolo che la distribuzione n(y) è ben spiegata dalla 
teoria (distribuzione maxwelìiana delle velocità), ed ha la forma: 



n(v) = 4kN 



J»A ìn V 2 

UKj 



~ 2KT ' " A 



^=-srr— 1,38. ÌQ- 21 ~) [11.51] 



: La costante K è detta costante di Boltzmann. 

v Particolarmente semplice è l'espressione che lega l'energia cinetica 

| media di traslazione E T delle molecole di un gas perfetto alla temperatura: 

jf Energia cinetica media 

; * di traslazione 



E T =~KT 



[11.52] 



: Le considerazioni precedenti permettono in particolare di interpretare gli 
aspetti caratteristici dei cambiamenti di stato fisico o transizioni di fase. 
: _ E noto che la stessa sostanza può presentarsi in diversi stati di aggrega- 
tone (solido, liquido, gassoso). Alcune transizioni di fase (liquido va- 
pore, cioè evaporazione/ebollizione; e solido liquido, cioè fusione) sono 
gm state considerate, e ne sono stati evidenziati due aspetti caratteristici: 
una volta fissata la pressione, esse avvengono a temperatura fìssa, tanto 
che esse vengono utilizzate pef definire i punti fissi delle scale termome- 
triche; 




Energia cinetica media di tra- 
slazione delle molecole. 



Transizioni di fase. 



542 Parte seconda: il 



A v. ti . 



LIQUIDO 



L'evaporazione e un processo 
endotermico. 



Calore 
ne. 



iaicnie dì evaponizio- 



A 



Tensione di vapore saturo. 



- esse richiedono, per avvenire, quantità di calore specifiche (cioè riferite 
all'unità di massa) che sono caratteristiche dì ogni processo; tanto da 
poter essere impiegate per definire le scale calorimetri che! 

Vogliamo ora interpretare le caratteristiche fondamentali delle transi- 
zioni di fase in termini di meccanismi microscopici. 

Consideriamo il passaggio dallo stato liquido allo stato di vapore. Le 
molecole all'interno del liquido si agitano, con distribuzione delle velocità 
data dalla [11.51]. A causa delie forze di attrazione intermolecolari, lo stato 
di separazione fra liquido e ambiente esterno è sede di forze dirette verso 
l'interno: a questa conclusione si arriva con un ragionamento simile a 
'■■ quello fatto per i gas reali. Una molecola che, nel suo moto di agitazione 
' termica, arrivi alla superfìcie libera del liquido, può possedere energia cine- 
tica sufficientemente alta da superare la barriera frenante ed uscire nello 
spazio esterno, sia pure con energia cinetica ridotta per il lavoro fatto dalle 
forze di superfìcie (lavoro di estrazione). Se l'energia cinetica non è suffi- 
cientemente alta, la molecola viene respinta indietro e resta aggregata alle 
altre molecole che si trovano allo stato liquido. Le molecole che escono 
passano allo stato gassoso; e poiché si tratta delle molecole più energetiche, 
ne segue che l'energia cinetica media delle molecole restanti diminuisce, e 
ciò comporta un abbassamento di temperatura del liquido. Questo processo 

- un processo dì evaporazione verso un ambiente esterno non limitato in 
volume - è alla base della sensazione di fresco che si percepisce quando si 
lascia evaporare un liquido con cui abbiamo bagnato l'epidermide in una 
giornata calda. Se si vuole che l'evaporazione avvenga a temperatura 
costante, è necessario rifornire continuamente a) liquido l'energia che esso 
perde per la fuoriuscita di molecole di energia cinetica superiore alla media. 
L'energia che - nella forma di calore - deve essere rifornita per fare evapo- 
rare l'unità di massa a temperatura costante è, per l'appunto, il calore 

. latente di evaporazione. 

Un caso rilevante in cui opera il meccanismo della evaporazione si ha 
quando il corpo umano genera (per stato patologico, per fatica fisica, ecc.) 
un eccesso di calore che, se non smaltito, produrrebbe un innalzamento di 
temperatura al dì sopra dei 37°C che rappresentano la temperatura cui il 
corpo umano deve essere termostatato per il suo corretto funzionamento. I 
meccanismi di termoregolazione producono allora sudorazione, e la conse- ' 
guente evaporazione dissipa il calore in eccesso. 

Q uan . do f v »lunie a disposizione della fase gassosa è limitato, le mole-' 
cole efie si trovano allo stato gassoso si ripresentano, dopo un certo numero, 
di urti contro le pareti e contro altre molecole, alla superficie libera del 
liquido: e vengono aiutate, dalle forze all'interfaccia, a rientrare nella fase 
liquida. A regime, si realizza un equilibrio statistico, in cut, a parità di 
tempo, tante molecole passano mediamente dallo stato liquido a quello gas-,, 
soso (evaporazione) quante passano dallo stato gassoso a quello liquido 
(condensazione). Questa condizione di equilibrio statistico si realizza per, 
un preciso valore della densità di popolazione di molecole allo stato gassoso^ 
(una volta fissata la velocità media delle molecole, cioè la temperatura del,] 
sistema) e cioè per un preciso valore della pressione (detta tensione du 
vapore saturo a quella temperatura). 

Se sì innalza la temperatura in un recipiente chiuso contenente liquido ? 
e gas, aumenta la velocità media delle molecole. Aumenta per conseguenza^ 
il numero di molecole che lasciano la fase liquida perché capaci di superare^' 
la barriera superficiale, ed aumentano anche il numero e l'energia cinetica;: 
media delle molecole in fase gassosa: aumenta cosi la tensione di vapore; 
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a*?'" 



i: 



saturo (nelle isoterme sperimentali di un gas reale i gradini isobari si pre- 
sentano ad una pressione che aumenta con la temperatura). 

Il processo di evaporazione sopra illustrato avviene alta superfìcie 
libera de! liquido, superfìcie che separa i! liquido dall'ambiente esterno. 
L'evaporazione può però avvenire anche ail'interno del liquido, se si realiz- 
zano in esso delle zone (dette balle) all'interno delle quali vi sia gas (aria) o 
vapore. Tali bolle tendono a formarsi intorno a impurità sempre presenti 
nei liquidi (particelle solide o ioni in sospensione nel liquido). Ad esempio, 
se si lascia riposare per qualche tempo un bicchiere d'acqua, si formano 
bollicine attaccate alle pareti. 

Ogni bolla è assimilabile a un piccolo recipiente circondato da liquido, 
e pieno d'aria mescolata a vapor saturo. Per le leggi dell'idrostatica, la pres- 
sione ail'interno di queste bolle è pari alla pressione P„ che dall'esterno 
agisce sul liquido, sommata al termine di Stevino p g li (che di solito, cioè 
per piccole profondità del recipiente, è trascurabile rispetto e P 0 ). Ogni 
bolla è spinta verso l'alto dalla spinta di Archimede; ma se essa aderisce 
alle pareti, e se le dimensioni sono abbastanza piccole, la forza di adesione 
contro le pareti è sufficiente a mantenerla in equilibrio, ed essa non si 
muove. Se al recipiente viene fornito calore, la tensione di vapore all'in- 
terno della bolla aumenta insieme alla temperatura locale. Poiché la pres- 
sione esterna P 0 rimane immutata, la tensione di vapore raggiunge il valore 
P 0 e a quei punto la bolla può aumentare indefinitamente dì dimensioni 
con l'evaporazione di una quantità via via crescente di liquido; la spinta di 
Archimede prevale e la bolla sale liberando il vapore alla superficie del 
liquido (ebollizione). 

il processo di ebollizione si relizza dunque alla temperatura per cui la 
tensioiie eli vapore saturo uguaglia la pressione atmosferica esterna. Ciò 
spiega perché ad alta quota, dove la pressione è minore, l'ebollizione 
avvenga a temperatura più bassa. ' 

Il processo di evaporazione, in conclusione, porta un certo numero di 
molecole dallo stato liquido, in cui le distanze medie sono piccole, allo 
stato gassoso in cui le distanze intermolecolari sono in media motto più 
grandi. L'aumento della distanza intermolecolare avviene in presenza di 
forze attrattive, e dunque implica un lavoro (negativo, cioè assorbito dal 
sistema) di separazione: Proprio per compiere tale lavoro microscopico 
;j viene fornito calore, se si vuole mantenere la temperatura costante. Questo 
jè il significato del calore latente di evaporazione. Nel caso dell'acqua il 
•[calore latente di evparazione X ev alla pressione di una atmosfera (a 10CTC) 

vale circa X cv = 540 cal/gr. 
'?[ Anche il processo di fusione, in cui una sostanza allo stato solido passa 
allo stato liquido, avviene a temperatura costante (fissata la pressione) e 
con rifornimento di calore (calore latente di fusione). Rifornendo calore 
§ quando il corpo è a temperatura più bassa di quella di fusione, aumenta la 
\ temperatura; e ciò corrisponde, dal punto di vista microscopico, a un 
Ì aumento dell'ampiezza di oscillazione degli oscillatori armonici tridimensio- 
" nali con cui possiamo schematizzare un solido cristallino. Ciò facendo, 
aumenta sia l'energia cinetica che quella potenziale (fra di loro uguali) che 
ogni atomo in media possiede (equipartizione dell'energia). 

Ad un certo punto l'energia di ogni atomo diviene tale da rompere il 
-tegame cristallino (di fatto gli atomi escono dalla buca di potenziale in cui 
sono confinati quando il corpo è nella fase solida). L'energìa necessaria a 
rompere i legami e a far passare la sostanza dallo stato solido, più ordinato, 
.allo stato liquido, più disordinato, è il calore latente di fusione. 




Ubollizionc 



La temperatura di ebollizione 
dipende dalla pressione del- 
l'ambiente. 



X X 







1- li sione. 

Calore latente di fusione. 
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Tabella ILI. 

Calori specifici molari a pressione costante per alcuni gas 
(a 15°C 1 atm) 





C 


> 


GAS 


Houle/ mole K) 


M/mole K) 


Monoatomici 


Elio 


He 








Argon 


A 






Biatomici 


Idrogeno 


H 2 


28,59 


6,83 




Ossigeno 


0 ; 


29,01 


6,93 




Azoto 


N 2 


29, 1S 


6,97 




Ossido di carbonio 


CO 


29,05 


6,94 




Ossido di azoto 


NO 


29,26 


6,99 




Acido cloridrico 


HO 


29,59 


7,07 




Cloro 


C\ 2 


34,12 


8,15 


Poliatomici 


Anidride carbonica 


CO2 


36,63 


8,75 




Protossido dì azoto 


N 2 0 


36,92 


8,82 




Ammoniaca 


NH; 


37,29 


8,91 




Metano 


CH4 


35,50 


8,48 




Etano 




48,26 


11,6 



— R = 20,79 Joule/moie K 
1 



— fi - 29,10 Joule/mole K 
2 



4 fi = 33,26 Joule/mole K 



Tabella II.2. 



Parametri critici di alcune sostanze pure 



SOSTANZA 


7V(K) 


P c (almi 


V (tm J ) 
per mole 


Densilà critica 
(g/cm 3 ) 


Elio 


5.3 


2.25 


58 


0.069 


Idrogeno 


33.3 


12.8 


64.5 


0.031 


Azoto 


126.2 


33.5 


90 


0.311 


Argon 


151 


48.6 


75.2 


0.531 


Ossigeno 


154.8 


50.1 


74.4 


0.430 


Metano 


191 


45.8 


98.8 


0.162 


Etilene 


283.1 


51.2 


124 


0.225 


Etano 


305.4 


48.2 


143 


0.211 


Anidride carbonica 


304.2 


79.9 


95.6 


0.460 


Propano 


369.9 


41.5 


200 


0.22 


Ammoniaca 


405.6 


112.5 


72.4 


0.235 


Acqua 


647.3 


218.3 


45 


0.40 
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Tabella 113. 

Valori della costante dei gas in varie unità di misura 



p 




I7i» 


r 




N/m 2 


ni 3 /mole 


K 


83143 


Nm/molc K 


Atm 


cmVmole 


K 


82,9567 


Atm cnvVmole K. 


mmHg 


ctrrVmole 


K 


62363,1000 


mmHg cmVmole K. 


Atm 


litri/mole 


K 


0,0820 


Atm litri/mole K 


mmHg 


litri/mole 


K 


62,3631 

■ 


mmHg litri/mole K 



Tabella II.4. 

Calore molare a pressione costante per alcune sostanze in condizioni 
Standard di Temperatura e Pressione (S TP; T = 298,15 K, P = 1 Atm.) 





c„ . .. 




tarinole K 


J oli limole K 


Acqua 


17,95 


75,14 


Alluminio 


5,82 


24,36 


Argento 


6,06 


25,37 


Carbonato di Calcio 


19,57 


81,92 


Cloruro di sodio 


12,07 


50,52 


Etano 


12,50 


5232 


Ferro 


6,00 


25,12 


Ossido di Silicio 


10,62 


44,45 


Piombo 


6,18 


25,87 


Platino 


6,21 


25,99 


Propano 


17,40 


72,84 


Rame 


5,84 


24,25 





Tabella H.5. 

Coefficienti di Van der Waals per alcuni gas 





a 

lisci ;i[iin7mok 


b 

1 i ( t i/nruìlfi 


Ammoniaca 


4,170 


0,037 


Anidride Carbonica 


3,592 


0,043 


Argon 


1,345 


0,032 


Azoto 


1,390 


0,039 


Elio 


0,034 


0,024 


Etano 


5,489 


0,064 


Etilene 


4,471 


0,057 


Idrogeno 


0,244 


0,027 


Metano 


2,253 


0,043 


Ossigeno 


1,360 


0,032 


Propano 


8,664 


0,084 


Vapor d'Acqua 


5,464 


0,030 



Tabella II.6. 

Tensioni di vapore per varie sostanze pure. 
La tavola mostra la temperatura in gradi K a cui il vapore saturo della 
sostanza ha la pressione indicata in cima alla tabella 



] mmMg 



10 mmllg 



100 miniMu 



Acqua 

Alluminio 

Ammoniaca 

Argento 

Argon 

Anidride Carbonica 

Azoto 

Elio 

Idrogeno 
Mercurio 
Oro 

Ossigeno 
Piombo 
Platino 
Rame 



255,85 
1557,15 
164,05 
1630,15 
54,95 
138,85 
47,05 
1,45 
9,85 
399,35 
2142,15 
54,05 
1246,15 
3003,15 
1901,15 



257,87 
1760,15 
181,25 
1947,15 
62,25 
153,65 
54,05 
1,85 
11,85 
457,15 
2427,15 
62,55 
1435,15 
3419,15 
2152,15 



324,75 
2022,15 
204,75 
2138,15 
72,65 
172,95 
63,45 
2,85 
18,65 
534,85 
2794,15 
74,35 
1694,15 
3987,15 
2480,15 



373,15 
2329,15 
239.75 
2485,15 

87,55 
194,95 

77,35 
4,55 

20,65 
630,15 
3239,15 

90,19 
2017,15 
4680,15 
2868,15 
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Esercizi del capitolo II 



il.:. 



11.2. 



11,3. 



H4. 



^5 



5. 



H.6. 



Un decimetro cubo di rame, aila pressione atmosferica, viene riscaldato da 
20 C a 100 C. Che quantità di calore assorbe? 

Verificare che, rispetto a Q, è trascurabile il lavoro conseguente alla dilata- 
zione termica. „„, 

(Risposte: 274 ■ 10 3 J; 0,4 J) 

Un cubo di ghiaccio contenuto in un involucro metallico scivola lungo una 
strada m discesa, e, dopo un certo tratto iniziale, esso procede a velocità uni- 
forme poiché le forze di attrito compensano la forza attiva (componente tan- 
genziale della forza peso). Se la strada ha una pendenza a del 10%. che per- 
corso / dovrebbe compiere il ghiaccio per venire completamente sciolto dal 
lavoro delle forze di attrito? (si ammetta che il lavoro delle forze di attrito 
vada tutto assorbito dal ghiaccio). , D . 

(Risposta: 340 m) 

Una miscela di acqua e ghiaccio alla temperatura di 0°C è formata da 
m g = 20 g di ghiaccio e nt a = 80 g di acqua. Il tutto è contenuto entro un 
recipiente che, non essendo termicamente isolante, consente scambi di 
calore con l'ambiente a 20°C. Entro un cerio tempo, il ghiaccio si scioglie e 
acqua così formata si porta alla temperatura t a = 20°C dell'ambiente 
i Qua e la quantità di calore fiche il sistema ha scambiato con l'ambiente' 

2) Qual e il lavoro L compiuto durante la trasformazione? 

3) Quale la variazione AC/ di energia interna? 

(Risposte: 15-10~ 3 J; 0; 15 10" J J) 

Una certa quantità di azoto (biatomico, peso molecolare M = 28) è conte- 
nuto in un cilindro metallico con pistone di sezione 5=10 cm 2 e peso tra- 
scurabile. La pressione del gas, pari a quella atmosferica esterna, è inizial- 
mente P 0 = 1 atm. Il volume iniziale è V 0 = 0,5 I, e la temperatura iniziale 
pan a quella dell'ambiente, è f Q = 27°C. Sul pistone viene disposto un pesò 
di massa w 0 = 10 kg, cosicché esso si abbassa comprimendo il gas La tem- 
peratura finale torna pari a quella dell'ambiente. 

1) La trasformazione è quasi statica? 

2) Quale è la massa m del gas? 

3) Quale stato finale (P, V, 7) raggiunge? 

4) Quanto valgono AC, L e Q relativi alla trasformazione? Trattare l'azoto 
come un gas perfetto. 

(Risposte: m = 0,56 g; P = 2 • IO 5 N/m 2 , F= 300 K, V= 0,26 I; 

Af7= 0, L = 48,2 jj 

Risolvere l'esercizio II.4. supponendo che il cilindro, anziché metallico sia 
isolante (trasformazione adìabattca anziché isoterma). 

(Risposte: AV = 36,5 J; V= 0,323 1; T — 388 K) 

Un disco omogeneo di rame, girevole intorno al suo asse, è contenuto in un 
recipiente rigido termicamente isolante riempito con V 0 = 3 litri di azoto 
alla pressione atmosferica P Q = I atm e alla temperatura T 0 = 300 K. Il rag- 
gio del disco è R = 20 cm e la sua massa M = 1 kg, ed esso ruota inizial- 
mente alla frequenza v = 9000 giri/min. A causa del frenamento operato dal 
gas, il disco si porta a riposo. 

1) Quanto valgono £>, L e AC/ riferiti al sistema complessivo (disco più gas) 9 

2) Quanto valgono file AC/, riferiti al solo gas? 

3) A che temperatura finale si porta il sistema? 

4) Quale è lo stato finale P, V, T del gas? 

(Risposte: 3) T = 345,7 K; 4) P = 1,15 atm) 
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II.7. Risolvere l'esercizio H.6., supponendo però ora che i! recipiente termica 
mente isolato, anziché essere rigido, consenta l'espansione del gas a D re< 
sione P Q costante pari a 1 atm. 



II.8. 



Una miscela di idrogeno e ossigeno alla pressione atmosferica è contenuta in 
un recipiente termicamente isolato e rigido. Facendo scoccare una scintilla si 
provoca la combinazione dei due gas; la temperatura del sistema aumenta e 
cosi pure accade alla sua pressione. 

Trascurando l'energia fornita dalla scintilla, quanto vale il lavoro L compiuto 
dal sistema? Quanto il calore Q da esso scambiato? Commentare inoltre su 
ciò che accade alla sua energia interna. 



MOLtA 



PISTONE 



^■W'Iii ■! Milli 




• GAS • 

• • • * 

• • * 



U.10. 



II. U 



alla 
cm. 



H.9. Un gas biatomico (ossigeno) è contenuto dentro un cilindro con pistone di 
area 5 - 200 cm e peso trascurabile collegato tramite una molla a un 
sostegno rigido. Inizialmente il volume del gas è V a = 5 I, la pressione è pari 
a quella esterna P 0 = 1 atm (la molla è cioè nella sua posizione di riposo) e 
la temperatura è 7* 0 = - 30"C. 

Lasciando il sistema a contatto con l'ambiente esterno esso si port- 
temperatura ambiente T = 27°C e il pistone si solleva di h - 

1) Quale è la massa del gas (peso molecolare M = 32)? 

2) Quanto valgono la pressione P e il volume V finali 7 

3) Quale è il valore della costante elastica K della molla? 

4) Quale il lavoro L compiuto durante la trasformazione? 

5) Quale quantità di calore Q il sistema ha assorbito dall'ambiente'' (Trat- 
tare il gas come un gas perfetto). 

(Risposte: 8 g; 5,4 1 e 1,3 atm; 3,4- IO 4 N/m; 47,3 J; 346,3 J) 

Un gas (azoto, peso molecolare 28) è contenuto dentro un cilindro con 
pistone (di massa trascurabile); inizialmente il gas occupa un volume 
V a - 2 ì la sua temperatura è i 0 = 2TC e la sua pressione (pari a quella 
atmosferica esterna) è/> 0 =l atm. 

Si riscalda il gas fino a che il suo volume non diviene V = 2 5 1 

1) Quale e la massa m del gas? 

2) Quale lavoro L esso compie durante la trasformazione'' 

3) Quanto calore Q ha assorbito? (Rjspos[e: 2 2?g; 5QJ J; , 77J) 

Una certa quantità di ossigeno alla temperatura T 0 = 350 K è contenuto in 
un cilindro con pistone (di massa trascurabile) in equilibrio con la pressione- 
atmosferica esterna P 0 = 1 atm. Il suo volume iniziale è V 0 = 5 1. ' 
Al gas viene sottratta, lentamente, una quantità di calore Q = 40 cai. h" 
l) Quale volume finale V e quale temperatura T raggiunge? 
,, y " an lP val S°no il lavoro £ e la variazione AU di energia interna relativi;; 
alla trasformazione? ' }à 

(Risposte; 4,53 1 e T = 317 K; - 47,6 J e - 119,6 J)|f 

Un gas monoatomico (elio) è contenuto in un cilindro con pistone termica^ 
mente conduttore, cosicché la temperatura resta pari a quella dell'ambienti* 
esterno T a - 300 K. Il volume iniziale è K 0 = 5 l e la pressione P a = 20 atttìj 
il gas viene lasciato espandere molto lentamente fino a che il volume^ 
diviene V = lo |. 

1) Quale è lo stato tinaie? » 

2) Quale è il calore Q, il lavoro £ e la variazione AU di energia interna relaj 
tiv. alla trasformazione? (Risposte; p = , fl atm; Q m m ^ àU , 0 | 

I|.13. Tenuto conto del valore delle costanti critiche riportate in tabella H.2, serti 
vere [ equazione di Van der Waals relativa a una mole di anidride carbonici 



I 



11.12. 



I 
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11.14. 



11.15. 



II. 16. 



11.17, 



11.18. 



11.19. 



11.20. 



U.21. 



Una mole di anidride carbonica alla temperatura 7" 0 = 300 K occupa un 
cilindro con pistone (di massa trascurabile), cosicché si trova alla pressione 
dell'ambiente circostante pari a P 0 = 1 atm. 

1) Trovare (mediante tentativi numerici) il volume occupato dai gas. 

2) Se al sistema viene fornita una quantità di calore pari a 1 50 cai quale 
diviene il suo stato finale (K 7)? 

3) Quali sono il lavoro L e la variazione di energia interna AU relativi alla 
trasformazione? , ,, , ^ 

(Risposte: 3) 157 J, 471 J) 

Un pallone ad aria calda si trova ad una certa altezza h dal suolo ed è tratte- 
nuto da una corda distesa liberamente a terra; una quantità di calore Q viene 
fornita all'aria nel pallone il cui involucro è a tenuta (la massa m di aria che 
contiene è costante). Supponendo che la pressione interna si mantenga 
uguale a quella atmosferica esterna P 0 e che le pareti del pallone siano termi- 
camente isolanti, si calcoli la nuova altezza dì equilibrio h' del pallone (lì = 
10 m; ^0=1 atm; 7" 0 = temperatura dell'atmosfera circostante = 27°C; 
Q = 10 J; u. = densità lineare della corda = 200 g/m; densità dell'aria cir- 
costante p A = 1,29 kg/m 3 ). , D . , 10 , v 

7 (Risposta: 18,3 m) 

Tre blocchi della stessa sostanza, di massa rispettivamente w, = 1 kg, 
m 2 = 2 kg ed m 3 = 3 kg, si trovano inizialmente alle temperature /, = 10°c| 
h = 20°C e / 3 = 30°C. Immaginando che i tre corpi vengano posti a con- 
tatto mantenendoli isolati dall'ambiente esterno, calcolare la temperatura di 
eqmhbrio t F che essi raggiungono. (Risposta; 2xrQ 

Due moli di gas perfetto, a partire da uno stato iniziale A in cui la tempera- 
tura è T A = 273% raddoppiano il loro volume e dimezzano la loro pres- 
sione, seguendo la trasformazione quasi statica lineare riportata in figura 
Calcolare la quantità di calore assorbita dal gas. (Risposta: 3403 J) 

Una mote di gas perfetto monoatomico, inizialmente alla pressione P A = 1 
atm e volume ^=81, compie una trasformazione quasi statica rappresen- 
tata dall'equazione VT= costante. Il volume finale è V B = 2 1. Calcolare il 
lavoro nella trasformazione, , D . . . 

(Risposta: - 2431 J) 

Una certa quantità di gas perfetto compie una trasformazione quasi statica 

lungo la quale il calore molare ha l'espressione C(T) = Cy + a T. 

Lo stato iniziale è caratterizzato dalla temperatura T A = 250 K e dal volume 

= 5 1. La temperatura dello stato finale è T 8 = 350 K. 
Essendo a = 7 ■ 10 3 cai/mole K 3 , calcolare il volume finale V„. 

(Risposta: 7,1 1) 

Ricordiamo che per un gas di Van der Waals l'energia interna ha l'espres- 
sione U(T t V) - C V T — + cost. (per una mole). Se un tale gas esegue 

una espansione libera adiabatica che ne raddoppia il volume, di quanto varia 
la sua temperatura? „ .„ „ 

(Risposta: -a/2CyV { ) 

Un setto conduttore fisso divide un cilindro a pareti isolanti in due parti A e 
B. Ciascuna parte contiene Io stesso numero di moli (« = 2) di gas perfetto 
monoatomico. La parte B ha volume variabile per la possibilità di movi- 
mento senza attrito di un pistone isolante. Il sistema è inizialmente in equili- 
brio alla temperatura T, = 270 K. 

Con un lento movimento del pistone si comprime il gas nella parte B fino a 
che la temperatura di equilibrio finale è 7>= 280 K. Trascurando la capacità 
termica del recipiente e del pistone, calcolare i! lavoro. 

(Risposta: - 120 cai) 



p =21* 




Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo II 



11. 1. SÌ veda i! calore specifico del rame in tabelle 11.4. e II. 1. Per il calcolo del 
lavoro di volume, si usi il coefficiente di dilatazione volumica p = 3 «, (con 
a, coefficiente di dilatazione lineare, dalla tabella 1.2). 

11. 2. A regime (v = cost), il lavoro compiuto dalla forza peso è pari in modulo al 
lavoro delle forze di attrito; lavoro che, trasformandosi in energia termica va 
a sciogliere il ghiaccio. * 

11.3. SÌ ha L = 0. Il calcolo di Q è ricondotto alle definizioni cai ori metriche 
(calore latente e calore specifico). 

II.-). Lo slato iniziale (P 0 , v o , T 0 ) è noto, per cui n (e dunque anche la massa m ) 
può essere calcolato dall'equazione di stato. Anche lo stato finale è noto 
essendo nota la temperatura Te la pressione P. AU ed L si calcolano diretta- 
mente, e il primo principio consente di calcolare Q. 

II.5. La pressione finale è nota, e così anche la massa del gas. Gli altri due para- 
metri possono essere calcolati usando le due equazioni rappresentate 



r ~ - - ~ ■ ■ v vjjwh, inviati umjiuu JC UUC 

dall'equazione di stato e dal I princìpio (con Q 



0). 



H.6. Il sistema complessivo (disco più gas) è isolato, e dunque AU = 0. Ma 
l'energia interna essendo additiva, essa può essere scritta come somma di 
quella del gas e di quella del disco: e quest'ultima non è puramente termica, 
m quanto che, inizialmente, ad essa contribuisce un termine dato dall'ener- 
gia cinetica. 

11.7. li modo più semplice per risolvere l'esercizio è quello di considerare che il 
gas compie una trasformazione a pressione costante e ciò consente di met- 
tere immediatamente in relazione le sue variazioni di temperatura con 
l'energia da esso scambiata. 

11.8. Il sistema è isolato ; l'unica cosa che accade è che l'energia interna del gas 
cambia forma. 

11.9. Lo stato iniziale e quello finale sono completamente noti. Nota la pressione 
finale e l'accorciamento h della molla si calcola la costante K della molla 
stessa. Quando il pistone si è sollevato di un tratto y (0 < v < /;), la pres- 
sione vale P = P a + ~~; per cui di = PSdy = Po dV + K y dy, il che 

consente il calcolo immediato del lavoro L relativo alla trasformazione. AU si 
calcola usando la variazione di temperatura, e il primo principio consente di 
ricavare Q. 

11.10. La trasformazione è isobara (P = P„), ed essendo noto il calcolo del { 
lavoro L è immediato. La temperatura finale si ricava dall'equazione di stato, 
e si può così calcolare AU; Q discende dal I principio. 

11.11. La trasformazione è isobara (P = P IS ); essendo noto Q, è immediato il cai- . 
colo della variazione di temperatura, il che consente di calcolare i parametri * 
dello stato finale. Segue il calcolo di L e di AU; il I principio consente uria ; 
verifica. * 

11.12. La trasformazione è quasi statica e isoterma; gli stali iniziale e finale sono* 
nou. E quindi immediato il calcolo di AU e di L; e, tramite il I principio, il" 
calcolo di Q. 



// primo principio della termodinamica 551 



11.13. L'esercizio si risolve usando ie [11.39]. 

11.14. Si cominci col considerare il gas come un gas perfetto per trovare un valore 
approssimativo dei volume K, e si calcoli il valore dei termini -~ e b ; si tro- 
verà che questi possono essere considerati come piccole correzioni, il che ne 
semplifica il calcolo. 

11.15. La condizione dì equilibrio è che la spinta di Archimede V p # sia pari al 
peso del pallone più il peso del tratto di corda che non giace a terra. Con- 
frontando la situazione di equilibrio prima e dopo che il pallone ha ricevuto 
il calore Q, sì ha p /) «AK= p.gA//. D'altra parte AK si ricollega a A 7" 
mediante l'equazione di stato; e AT si ricollega a Q considerando che la tra- 
sformazione avviene a pressione costante. 

11.16. 11 sistema è isolato, e dunque AU = 0. U è funzione additiva (vedi Esempio 
E.1L10). 

11.17. Per il calcolo di Q ricorrere al primo princìpio della termodinamica. Per i gas 
perfetti U = U(T). Calcolare T B e confrontarlo con T A . L = \ pdV può 
essere calcolato anche graficamente. 

11.18. È opportuno esprimere la politropica VT = cost nella forma p V K = cost, 
cosa che può essere fatta tenendo conto che p V = n R T, Una volta ricavata 
la relazione P = P(V), il calcolo del lavoro L =\pdV è immediato. 

H.19. Occorre mettere in relazione volume e temperatura di stati che. in termini di 
parametri di stato, differiscono dì quantità finite. 

Conviene partire dalle espressioni del calore infinitesimo ÒQ ricavabili 
rispettivamente dal 1 principio e dal calore molare dato nel problema. Per 
confronto si ricava una equazione differenziale da integrare fra A e B. 

11.20. Usare il I principio della termodinamica nel modo usato per interpretare 
l'esperienza di Joule (espansione libera dei gas perfetti). 

11.21. Applicare ii I principio della termodinamica al sistema A + B, tenendo conto 
del fatto che U è additiva e che, per il sistema A + Zf, la trasformazione è 
adiabatica. Poiché la trasformazione è lenta, le parti A e B sono sempre in 
equilibrio termico fra di loro. 




Capitolo terzo - j> //,9 

Trasmissione del calore 



Conduzione, convezione, ir- 
raggiamento. 
Conduzione. 



Conduzione. ]l punto di vista 
microscopico. 



Convezione. 



Come abbiano visto nel precedente capitolo, il calore è la forma in cui 
l'energia si trasferisce in virtù di differenze di temperatura. 

I meccanismi attraverso i quali il calore sì trasmette sono sostanzial- 
mente tre; la conduzione, la convezione e Yirra^iamemo. 

Sì ha conduzione quando il trasferimento avviene attraverso un mezzo 
materiale senza che nel mezzo vi sia trasferimento (cioè movimento macro- 
scopico) di materia. Se il mezzo è trasparente (il significato di trasparenza 
verrà meglio specificato più avanti) la conduzione può essere accompagnata 
anche da trasmissione per irraggiamento. Ad esempio una parete rigida, per 
cui la faccia interna sia a temperatura 7 1 , e la faccia esterna a temperatura 
Ti < 7|, è sede di conduzione di calore dall'interno verso l'esterno; il vetro 
di una finestra, oltre a trasferire calore per conduzione, trasmette' però in 
generale anche energia termica per irraggiamento (la luce del sole). 

Dal punto di vista microscopico, in un corpo caldo le molecole (come 
abbiamo già accennato, e come vedremo meglio nel VI capitolo) si agitano, 
e la loro energia cinetica è proporzionale alla temperatura Kelvin T. Se il 
corpo e solido, il moto di agitazione termica di ogni molecola avviene 
attorno a una posizione di equilibrio che la molecola non può abbandonare. 
Quando vi è trasmissione di calore per conduzione, le molecole più calde, j 
£ pl " energetlcne ) comunicano P arte ^ella loro energia alle molecole più 'j| 
fredde (meno energetiche), senza però che ciascuna di esse lasci la posi-:! 
zione media che essa occupa all'interno del solido. :'A 

Se il sistema termodinamico è un fluido (un gas o un liquido), allora in il 
generale il trasferimento di calore è accompagnato anche da movimenti jf 
macroscopici di materia; alla conduzione del calore si accompagna allora J 
anche la convezione, che diviene anzi il meccanismo dominante di trasmisi^ 
sione del calore. Ad esempio, se un recipiente contenente un liquido omoge^l 
neo viene riscaldato dal basso, la parte più calda, dilatandosi, tende a galleg-:T 
giare per la spinta di Archimede. Essa si sposta cosi in alto mentre porzioni! 
pm f ^edde del liquido scendono sul fondo a contatto con la sorgente calda*? 

Arimene anche in un fluido resti dominante il meccanismo conduttivo! 
e necessario evitare la convezione. Un tessuto che avvolge il nostro corpo| 
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(o un mantello di lana di vetro nell'intercapedine attorno a un frigorifero) 
non fa altro che inibire i moti convettivi dell'aria (oltre a schermare l'irrag- 
giamento, cui accenneremo fra poco) riducendo cosi la trasmissione de! 
calore al solo fenomeno conduttivo che nei fluidi - e in particolare nei gas - 
consente solo trasferimenti di calore relativamente modesti. 

lì terzo meccanismo di trasferimento del calore è Virra^iamcnio. Ogni Inaiigiainento. 
carica elettrica accelerata emette onde elettromagnetiche che si propagano 
anche nel vuoto trasportando energia. Onde radio, microonde, radiazioni 

infrarosse, radiazione visibile ultravioletta, X oy, sono tutte forme dì radio- Radiazione elettromagnetica. 
zione elettromagnetica, diverse fra loro per la loro lunghezza di onda. Le 
cariche elettriche microscopiche di cui ogni corpo è costituito, in virtù 
dell'agitazione termica che è tanto maggiore quanto più alta è la tempera- 
tura, emettono radiazioni elettromagnetiche. Alla temperatura ambiente, si 

tratta di radiazione infrarossa. All'aumentare delta temperatura, aumenta Radiazione infrarossa, 
rapidamente l'intensità della radiazione emessa; contemporaneamente, la 
lunghezza d'onda diminuisce, spostandosi verso il visibile. A temperature 

di sei-settecento gradi centigradi, la radiazione emessa ha già una compo- Radiazione rossa; corpi po- 
nente rossa, e il corpo si dice rovente; alla temperatura di qualche migliaio venti, 
di gradi, il filamento di una lampadina emette radiazione molto più chiara. Radiazione bianca, 
e la luce «bianca» del sole altro non è che l'energia irraggiata da un corpo 
la cui temperatura superficiale è di circa 6000 gradi. 



III.l. La conduzione in regime stazionario 



Sperimentalmente, si è riscontrato che la quantità di calore dP che 
attraversa nell'unità di tempo un'area dS all'interno di un materiale solido è 
proporzionale alla superficie dS e alla derivata della temperatura in dire- 
zione ortogonale alla superficie stessa: 



Conduzione in regime stazio- 
nario. 



dP = -XdS 



ÒT 

dx 



ini i] 



avendo supposto, per fissare le idee, che dS sia ortogonale all'asse .y. Il 
segno meno indica che il calore fluisce nel verso in cui T decresce. Il para- 
metro X è detto conducibilità, e se il materiale è isotropo non dipende 
.dall'orientamento della superficie. In generale X dipende dalla temperatura, 
ma in molti problemi pratici la dipendenza è tanto debole da poter essere 
trascurata (così come noi faremo sistematicamente nel seguito). Il valore di 
:.X per materiali di interesse pratico è riportato in tab. III.l. Se il sistema non 
; e in uno stato stazionario, la temperatura in un suo punto generico dipende 

■.,,pal tempo; anche e dunque dP, dipendono in questo caso dal tempo. 

p Consideriamo però ora un sistema costituito da una lastra piana di 
- .materiale omogeneo di spessore d e superfìcie S; siano le dimensioni 
..lineari di S molto grandi rispetto allo spessore d, cosicché possano essere 
^.trascurati gli effetti di bordo. Una faccia della lastra sia a contatto con una 
^sorgente a temperatura uniforme e costante pari a 7\ ; l'altra faccia con una 
■ sorgente a temperatura uniforme e costante T 2 > T 2 ). 

Dopo un certo tempo la lastra raggiunge uno stato termico stazionario, 



1 



^ cui la temperatura (oltre a non dipendere dal tempo r) non dipende 
^nemmeno dalle coordinate trasversali y e z, ma solo dalla coordinata x nor- 
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male alla piastra (e ciò per l'ipotesi che siano trascurabili effetti di bordoì 
Integrando la [III.l] rispetto a dS, si ottiene h 



P= ~ A S 



dT 

dx 



fHI.2] 



La potenza termica P (cioè il calore che passa nell'unità di tempo) sarà 
la stessa attraverso due qualsiansi superficie S, ed S 2 parallele alle facce 
della piastra: infatti poiché lo stato della porzione di materiale compresa fra 
S, ed S 2 non cambia (AU = 0), tanto calore entra nel sistema tanto deve 
uscirne (poiché 1 = 0, in virtù de! I principio, se AU = 0, deve essere 

Q - Qi + Qì = 0). 

Pertanto, nella [III.2] P non dipende da x. Integrando allora rispetto a 
dx su tutto lo spessore della piastra, si ha 



ovvero 



P(x 2 - a-,) = p. d = KS(T, ~ T 2 ) 



P = 



XS 



(?) - T 2 ) 



[I1I.3] 



che e la legge di trasmissione dei calore in regime stazionario. È spesso utile 
introdurre il flusso di calore che attraversa nell'unità di tempo l'unità di 

superficie: F = — . In termini di F la [III.3] può essere scritta come 



F= H(T y - T 2 ) 



[III.4] 



Conduttanza unitaria. 






dove il parametro H = — è della conduttanza unitaria (cioè per unità di 
superficie) delia lastra considerata. 

La [111,3] (o l'equivalente [III.4]) consente di calcolare immediatamente 
il itusso termico che attraversa in condizioni stazionarie una lastra (0 
parete); essa può essere applicata anche a una sbarra omogenea purché con 
opportuni accorgtmenti (isolamento termico laterale) si faccia sì che siano 
trascurabili le dispersioni termiche laterali. 

Supponiamo ora che il sistema sia formato da due lastre piane paral- 
lele, di spessore rispettivamente pari arf.eAe conducibilità termica A, e Xj p: 

Quando il sistema ha raggiunto la condizione di stazionarietà, applK 
cando la [III.4] possiamo calcolare il flusso termico che attraversa ciascuna; 
delle due piastre 



K = H: Cr, - T 0 ); H l = -~- 



?2 = H 2 (T„ 



■ T 2 ); H 2 =-^- 



[MS] 



dove con T 0 abbiamo indicato la temperatura della superficie di separazioni 
delle due lastre. Con Io stesso ragionamento fatto sopra, concludiamo chft " 
condizioni stazionarie deve essere F, = F 2 = F. Per cui le [III.5] divengo 



F= H, (r, - T 0 ) 
F = H 2 (7i - T ; ) 



Eliminando T Qy si ottiene 



F- H(T,- T>) dove H = 



[III.7] 



Ponendo due lastre «in serie», le conduttanze si sommano secondo la regola 

J_ 1__ J_ 

H, + H. ' 



H 

Dalle [III.6], eliminando F, otteniamo anche 



El 



[IH 3] 
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Conduttanza termica di due la- 
ire in serie. 



La cadala di temperatura su due lastre «in serici) è inversamente proporzio- 
nale (die rispettive conduttanze ■ 

Le [III ,7] e [III. 8] sono facilmente generalizzabili al caso dì n lastre 
piane parallele «in serie». La conduttanza complessiva H è allora data da 



H 



1 1 

+ — + 



J_ 



[111.91 



e le cadute di temperatura sono legate alle conduttanze dalle relazioni 



Af, Ht = A 7*, E-, 



... = *T„H„ 



[111.10] 



dove con A 7) si è indicato 7)- I). 



Esempio 

E.11I.1, Una parete di area 12 nr è costituita da 15 etn di calcestruzzo proletto da 3 
an di intonaco. Se la faccia intenta si trova a IS"C e (lucila esterna a 2"C. 
quale è la potenza termica dissipala'/ Se il rendimento dell'impianto di riscal- 
■ < dantemo è 0,80, quale è il consumo annuo di gasolio di cui quella parete è 

responsabile, supponendo che per ISO giorni all'anno la situazione termica 
inedia sia quella sopra delta? A quando scendono la potenza termica e il con- 
sunto se la parete viene proletta con 5 cm di poliuretano espanso? 



La conduttanza unitaria dei tre strati è rispettivamente {vedi tab. llì.l): 

W 



jf- calcestruzzo //, = XJd, = 1,3 



intonaco H-, = ).i/d 2 



0,80- 



rn "C 
W 



70,15 m = 8,7 Wlm 2 °C; 



ni °C 



/0,03 m = 26,7 Wlm 2 "C; 



Pi 

II 

Mi- 



poliuretano H } = X-Jd-i - 0,026 



W 



-/0,05 m = 0,52 1*7 m 2 °C. 



m n C 

La parete non isolata ha conduttanza // data da 

_L = J_ 1 

H ~ H, H 2 ' 

■jgsulta 

■■ w 

\ li ~ 6.5 — 

t m 



2 or 



Caduta di temperatura su due 
lustre in serie. 



Un numero qualunque di la- 
stre in serie. 



Una parete costruita con più 
strati di materiali omogenei di- 
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La parete isolata ha conduttanza H data da 

— = — JL J_ 
H "i + H 2 + Hi ' 

da cui 

W 



H = 0,48 



W 

P = SH(T\~Ti) = 12m ; .6,5 2 ■ (18 - 2>°C = 1248 W; 



m 2 "C 

La potenza media dissipata è 

- parete non isolata: 

li- 
ni 2 "C 

- parete isolata; 

P = S H ( 7Ì - T 2 ) = 1 2 m 2 ■ 0,48 — -(18- 2)°C = 92 2 W- 

nv C ' 

L'energia consumata annualmente è data, nei due casi, da: 

- parete non isolata 

1248 ^1 x 150 giorni x 24 * 3600 Sec 



sec giorno /; 

= 16,17 • 10 Joule; . 

— parete isolata 

È-P.t- 92,2 x 150 giorni x 24 x 3600 sec = 

sec giorno h 

= 1,19 • 10' Joule. 

Ogni kg di gasolio sviluppa circa 10< kcal = 4,18 • IO 7 tenendo conto di urr 

kg - : 

rendimento di 0,80, ogni kg rende disponibili 3 34- jp 7 Jouie ■< 

Per sopperire alle dissipazioni termiche, servono dunque, nei due casi, le seguenti 
quantità di gasolio: -A 

. i 

— parete non isolata 

Q = 16,17 - IO 9 Joule i = 4 8 d k)! . 

3,34 ■ 10 Joule/kg 484 Kt ' . ; ; 

— parete isolata 3 

Q = 1,29 - IO 9 Joule 1 , 38,6 kg. ^ 

3,34 ■ 10 Joule/kg 

III.2. Conduzione in regime non stazionario J 

Condurne in regime non ita - Consideriamo una parete omogenea, molto estesa rispetto al suo spcsj 

sore in modo che possano essere ancora trascurati gli effetti di bordo. SutóJ 
poniamo ora che le temperature r, e T 2 , uniformi sulle due facce, stanò! 
però non necessariamente costanti nel tempo. La temperatura rairinternóf 
oella parete sarà ancora indipendente day e da z, ma in ogni punto dipeli! 
aera dal tempo. Se consideriamo due piani paralleli al piano zy rispettiva! 
mente di coordinate x e x+efx, i flussi termici P(x) e P(x+dx) norf 



Sarete PmlT^ ^ Vm ™*™* sull'elemento di area dS 

aeua parete. .Potremo scrivere ner il paini» «^i *~ , j 

due piani considerati (usando la [lllSÌ ^ temP ° attraversa 1 



Q(x) = />(*)<// = - </s A 



ar 

6a- 



Q(x+ dx) = rf/ = - dSkl— ) 

\ dx /.v+,/.( 

a 2 r 



= - dSX 



mi 



dx 2 



• dx 



dr 



al primo 



Nella seconda di queste equazioni, abbiamo sviluppato 

SSA * ^^^^i^"^ 



6.v /.y+,/y 



àQ=Q(x)-Q(x+dx) = Xds4^dtdv 

dx- 



[HI-ll] 

Decanto, deve aversi per il primo principio della termodinamica 
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"TT 



!' ! !."|' L ^ '-■"]" 



ÒQ = dU 
dove dU, per la [11.14], è dato da 

dU = dmcdT^ dS dx p c r IU>12 ] 

SE pil'e;?^ ^sità^ ,a maMa dell ' e,eme " t0 * vo1 ^ ^ d x 
Uguagliando la [IIU1] e la [111.12] otteniamo in definitiva 

= NeUasolenS^'^n^^ " T m ! dimen5Ìonale «> Fourter «ni* 

dinata *, dipenda anche d a T I ? temperatura oltre che dalla coor- matonaie. 
Più generale ' Z ' equaziotle di F ™"er assume la forma 



d 2 T 


ò 2 t 


Q 2 T 


_ p c 


àT 


dx 2 + 


5> 2 ' 


dz 2 


X 


3f 



Equazione di Fourier tridi- 
mensionale. 



[III. 14) 



di connf^ T ammeUe soIuzione analitica solo nel caso di geometrie e 
con cu? ffl 31 COnt °T° < ra PP re sentate dalle temperature dell'amb ente 
Se Tn SCambìa Calore > Particolarmente semplic nel casTéene 

rale e necessario ricorrere a soluzioni numeriche app ossimate 

aitata da Ca u°n a ^ mente t riSol " bi,e è « uc,to dl una ^SS^ solle- 
va da una temperatura r caratterizzata da andamento sinusoidale 

T 0 = A + Z? sin (or. 



To=T 0 (t) 




I I. 



V.- 



:■ iti 

:1S 

(fi 
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In questo caso, la soluzione della [III. 13] è data semplicemente (come è 
facile verificare sostituendo nella [III. 13]) da 



con 



T(x, r) = A + B €~' x • sin (cor - ax) 
a 



[III.15] 



2 À 



La [III. 15] rappresenta un'onda dì icmpcraitira che si propaga all'interno 

, . , co / 21w \" 3 , , . 

della parete con velocita v = — = ; onda che si smorza via via 

a \ pc f 

che penetra nella parete con una lunghezza di attenuazione pari ad 
1 / 2 A " n 



tópf 



Convezione in regime stazio- 
nario. 

Convezione naturale. 

Convezione forzata. 



Numero di Rayleigh. 



III.3. Convezione in regime stazionario 

Come abbiamo accennato, si parla di convezione allorché lo scambio di 
energia termica fra le parti di un sistema è dovuta al moto di masse di 
fluido aventi temperature differenti. Se il moto del fluido è causato unica- 
mente da variazioni di densità dovute a gradienti di temperatura la conve- 
zione è detta naturale ; se il moto del fluido è causato essenzialmente da 
altri fattori (ventilatori, pompe, il vento, ecc.) la convezione è detta. forzala. 

I problemi riguardanti la convezione sono generalmente complicati, in 
quanto le modalità di trasmissione del calore dipendono da numerosi para- 
metri, quali la forma e le dimensioni delle superfici che delimitano il fluido 
e il suo movimento, oltre naturalmente che dalle caratteristiche fisiche del 
fluido stesso. 

Per una trattazione sistematica dell'argomento si rimanda ai testi spe- 
cializzati. Qui ci limitiamo a introdurre la trattazione fenomenologica di 
alcuni casi che più frequentemente si incontrano nella pratica. 

Nel caso della convezione naturale è innanzitutto utile introdurre una 
grandezza adimensionale caratteristica del sistema in esame - detta'!"""''' 0 
dì Rayleigh - definita da 



Conduttanza termica unitaria 
per convezione. 



R a = A{T)L? AT 

dove ATè la differenza fra le temperature delle regioni tra cui interessa cal- 
colare gli scambi termici, A{T) è una funzione dipendente dalle proprietà 
fisiche del fluido e in particolare dalla sua temperatura media, ed L è una. 
dimensione lineare caratteristica del sistema. Nel caso dell'aria, la funzione 
A(T) è riportata in figura III.l. Nella stessa figura, riportiamo anche la con- 
ducibilità dell'aria (in assenza di convezione) in funzione della temperatura. 

Gli scambi termici convettivi possono essere empiricamente espressi 
mediante una legge formalmente analoga a quella per la conduzione [III.4J: 



F= H c (r t -T 2 ) 



[111.16 



Il coefficiente di scambio unitario H e (corrispondente alla conduttori 
unitaria) dipende però dalla geometria e dalla temperatura. Ci limitiarn 
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Intercapedine verticale in aria. 



Intercapedine orizzontale in 
aria. 



qui a dare l'espressione empirica di // f per alcune geometrie particolar- 
mente semplici e usuali: 

a) intercapedine di spessore d d'aria fra dite parai verticali a temperatura 
rispettivamente 7", e T 2 (dimensioni lineari delie pareti molto minori di d). 



H - X 

<~~d 



1/4 . 



[111.17] 



per R 0 < 2000 
per 2000 < R a < 200.000 
per R a > 200.000 

Nel calcolo di R at va posto L = d,T= ' ' 2 , = 7", - r ; . Per como- 
dità, riportiamo in figura III.2 i risultati che si ottengono dalla [111.17] in 
intervalli di particolare interesse per L e Te AT, 

b) intercapedine orizzontale con T 2 > T, (vedi figura); per T, < f non si 
hanno moti convettivi (//,. = X/d). 



H c = 0,12 (RJ 



H c = 0,04 w — 
d 



r, + r, 



per /?„ < 1000 // ( . 
per 1000 < R a < 300.000 //, 
per R e > 300.000 //, 



d 

0,21 (/e,)" 4 - 
0,08 «) l/3 — 



_X_ 

A. 

"7 



[111.18] 



^>^V:; <'-• \ ?$J :: ì:':'Ù •' '■ \ con lo stesso significato dei simboli rispetto alla [III. 17], 
l^^M^ÉtÉ^k^ì^^ Anche per questa situazione, riportiamo per comodità l'andamento di 

H f in fig. III.3. Finalmente, riportiamo in figura III.4 il coefficiente di scam- 
bio termico (empiricamente ricavato) fra una parete verticale e l'ambiente 
circostante, in funzione della velocità v del vento. Tale coefficiente di scam- 
bio tiene conto anche di scambi termici radiativi (vedi le relative definizioni 
nel prossimo paragrafo) per una parete che non sia di metallo lucidato. 



Trasmissione di calore attra- 
verso il vetro di una finestra. 



Esempio 

E.IU.2. Una finestra dì area — 2 nr è realizzata con una lastra di vetro spessa' 7/$ 
millimetri. Se la temperatura dell'aria dell'ambiente interno è 7) = 2<f'C,"è\ 
quella dell'ambiente esterno è T e = 5"C. quale è la potenza termica dissipata'', 
attraverso la finestra (trascurando le infiltrazioni d'aria) se la velocità dei 
vento esternamente è 4 m/s? 

La finestra può essere considerata come una lastra (di superficie S = 2 m 2 ^ 
costituita di tre strati: uno strato di aria (esterna di conduttanza li tl X la lastra;,!^} 
vetro (di conduttanza //, ), e uno strato di aria interna (di conduttanza H, ; ). Quéste 
tre conduttanze sono date rispettivamente da: 

W 



H ir : (dalla fig. Mi.I, in corrispondenza 



di 



4 m/scc): H, t . = 20- 



m 
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Fig. HI. 2. - Conduttanza conveniva 
unitaria per una intercapedine ver- 
ticale in aria. 



Fig. - Conduttanza convettiva 
unitaria per una intercapedine 
orizzontale in aria scaldala da 
sullo. 




Fig. 111.4. - Coefficiente di scambici 
termico (convettivo e radia(ivo) fra 
una parete verticale e l'ambiente 
circostante, in funzione della velo- 
cita del vento. 
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H v - — Usando per a il valore À = 0,93 ^ — sì ha 

ni "C 

Hi = — —t- = 0.31 ■ IO' 1 



■> in-- 1 ".j ■ in rrrr — ■ 
j.10 m - "c 

(dalla fig. III.], in corrispondenza di v = ()) H,, = 7,2 Wfm- "q 
La conduttanza complessiva H della lìncea è data, secondo la [111.9], da: 

-L = . __L _ (_L . I I \ nr"C 

H H n . ' H t T //,, \ 2 0 " 310 ^1JI~ÌF~ 

Da cui 

// = L— . = _ , , w 

0,0500 + 0.0032 + 0,1389 0,1921 ' n r "C ' 
Come si vede, la conduttanza del solo vetro sarebbe di 310 — ~ : CS sii scende a 

l'H^'f S ,° pratUmo i[1 virlù Jcll ° ^arìa interno, dove^er l'assenza di 

vento I U conduttanza convettiva è relativamente modesta 
La potenza termica dissipata è: 

P = SHiT,- T,ì = 2 nr ■ 5,2 J\ ■ (20 - 5)"C = 156 II'. 



Scambi termici per irraggia- 
mento. 





Riflettala speculare 
Ispecchiol 



III.4. Scambi termici per irraggiamento 



i, "«IL P ,ier °' S 0ns . ldemn10 un cor l 10 C realizzato con un materiale 
K r? ; P <f r sempllc,ta ' u supponiamo che la sua forma sia quella di una 
lastra piana. Supponiamo che il corpo sia investito da radiazione elettroma- 
gnetica (luce, o radiazione infrarossa, ecc.) di lunghezza d'onda X e che tale 
radiamone incida con angolo 0 rispetto alla normale « alla superficie del 

Se indichiamo con / l'intensità della radiazione (cioè l'energia inci- 
dente per unita di tempo sull'unità di superficie ortogonale alla direzione in 
cut la radiazione viaggia) in generale una certa frazione dì / con intensità /* 
viene ntiessa, una certa frazione con intensità Ì T attraversa il corpo e wm 
certa frazione con intensità I A viene assorbita dal corpo stesso 

Per la conservazione dell'energia si ha: 



da cui 



I rapporti 



/ = Ir + It+Ia 
1 = 



T T T 



[IH. 19] 



/ ' 



II 
i ' 



dipendono in generale sìa dalla lunghezza d'onda X della radiazione chfe 
dall angolo di incidenza 0. Essi vengono indicati usualmente con 

-y = '(A,Q); = t(KQ) e A = a (A,0) 



e vengono detti rispettivamente ipatanza, trasparenza e ussorbaira del 
Solo" 0 SamC r3dÌaZÌ0ne ^ JUngheZZa d '° nda X Ìnddente se " cond ° 

^™£ zi T rifl ? è rifl f sa 3110 stesso an § ol ° si ^ di 

, W«nmte, altrimenti si parla di rijlettanza diffusa 
La [III. 19] può essere scritta come: 



r + t + a = 1 



[111.20] 



Un corpo per cui r (l, 0) = l (e dunque /(A, 0) = 0 e fl U 0) = 0) viene 
detto Perletuuuenie njlcuane (speculare o diffondente a econda dia 

n a\ m '! a ^ (, '5"' e ; un corpo per cui £f {A, 0) = 1 (r() ti) = 0' 

&£ S&ri fS'^ot"'""" per «■* W*»: 

daHa^^lalu^ "' ' ^ U " C ° rP ° dipend ™° »*• 
,I.J! f se ess " "" orbe 'ompleramciw la radla-lone 

»r? ( « re? ™ " wm * - : 

gi's^o"^ 

(jsotxop.camente in ogni direzione) radiazione elettromagi^r s econl lo 

C, = 3,7405 - IO" 1 ' f^m 2 = 8tu/;c 



X (A) = 



A 5 (exp (Cj/X 7) - 1) 



Q= 0,0I43879 mK = A c/A 



[111.21] 



con A costante di Planck, k costante di Boltzmann, c velocità della luce 

k DerS df/n V ,SC fn ,a qUant,tà di ener § ia che 11 cor PO nero irrag- 
r^esa U ?if f VflT dÌ 6 ne,P,nte ™ U ° di 



X W- dX = £(X - A. + dX). 



[111.22] 



STdV2™n ^ ? Pla ' K ' k [IIU1] dÌP£nde dalla ^ m P-atura Kel- 

z T t\s?2;z: Tsz con *• per alcuni valori de,ia ^ 

Integrando la £111.21] rispetto a X per un dato valore di 7si trova l'ener- 

d supSSTS V rrag8Ìa ! a neI1 ' Unità dÌ t6nip0 da] un 4 

sciaXt:iol^si la tr o e v7 eratUra SU tUUe ' e 1Un§hCZZe d '° Ilda - Trala " 
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f « = L fn U) dX= oT 4 




[111.23] 

del è ri a rnn° irn * giata da tUtta la su P erfi cie del corpo, 5 è la superficie 
corpo, 7- la sua temperatura assoluta e o è una costante universale ^ 



Riflettala diffusa 
[superficie bianca! 

.Superila riflaicnti e di l'Io ri- 
ddili. 

Trasparenza. 
Supcrlìci i ruspa re mi. 
A smorba il za, 
Superfici assorbenti. 

Corpo nero. 



Speltro di corpo nero. 



Funzione di Planck. 



potere emissivo spettrale 
del corpo nero 
f 0)(w/m 2 u,m ) 
IO 8 




0 4 8 12 16 20 24 
lunghezza d'onda, M^ m ) 



1 
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Legge di Slefan Boiizmann. 



Energia irraggiata dal sole. 



Stefan Boltzmann) che vale o = 5,6697 . IO -8 W/m 2 K 4 . La [111.23] è detta 
legge dì Stefan Boltzmann. Come risulta dalla 111.23, la potenza unitaria 

F„ = -~ = o T A aumenta molto rapiciamente all'aumentare della tempera- 
tura assoluta. Ad esempio, per T = 300 K la potenza (energia per unità 
di tempo) irraggiata per unità dì superficie è (300) = 460 W/m 2 - p er 
T- 1000 K, F„(l0O0) = 56,7 kW/m 1 . 

L'intensità della radiazione emessa dal sole (la cui temperatura superfi- 
ciale è circa 6000 gradi) è di olire 10 MW/ra 1 ; ma alia distanza a cui si trova 
la terra (circa 150 • IO 6 km) l'intensità è scesa a circa 1350 W/m 2 , e diviene 
circa 1000 W/m ! dopo aver attraversato perpendicolarmente l'atmosfera a 
cielo sereno. 

Derivando la f{X) [III.2Ì] rispetto a X ed uguagliando a zero, si ottiene 
il valore dì X (À mai! ) in corrispondenza del quale lo spettro di corpo nero ha 
il suo massimo di intensità. Si ottiene 



Legge di Wien. 



Scambi termici radiativi. 
Emittanza spettrale. 



Legge dì Kirchoff. 



i = 



2897,8 um • K 



[111.24] 



La [111.24] rappresenta la cosiddetta legge di H'/p/j, che mostra come all'au- 
mentare della temperatura il massimo dello spettro di emissione (e tutto lo 
spettro nel suo insieme) si sposti verso le piccole lunghezze d'onda. Ad 
esempio per T= 300 K( = 27"C) il massimo dello spettro si presenta per 
X = 9.7 pm (spettro infrarosso). Per T = 1000 K ( = 727°C) il massimo si 
ha per X = 3 um: lo spettro è ancora composto soprattutto da radiazione 
infrarossa, tuttavia il suo bordo inferiore già entra nella zona del visibile e il 
corpo {rovente) appare rosso. Per T = 6000 K (spettro solare) il massimo è a 
circa 0.5 pm « 5000 À, ed è dunque centrato col suo massimo in mezzo 
alla cosiddetta banda visibile (che è compresa fra 0.38 uni del violetto e 
0.78 urn del rosso). 

HI.4.3. Emittanza spettrale e scambi termici radiativi. Le caratteristiche di 
emissione di un corpo qualunque (non nero) sono specificate da una sua 
proprietà detta emittanza spettrale, L' 'emittanza spettrale è un numero puro 
t{X) funzione della lunghezza d'onda, definito dalla relazione 



XX) 
fJX) 



[111.25] 



z{X) è cioè il rapporto fra lo spettro f(A) emesso dal corpo iti esame e quello . 
f n (X) emesso da un corpo nero alla stessa temperatura. Si dimostra che 
['emittanza e(X) è pari alla assorbanza a{X) che il corpo presenta a quella; 

temperatura integrata su tutto l'angolo solido Q [a{\) = J a(X, 0) </óJ 
{legge di Kirchoff) {*): 



e (A) = a{\) 



[in.26]j 



{*) La legge di KirchofTsi dimostra facilmente per assurdo: mettendo un corpo a temperatura! 
T all'interno di una cavità alla stessa temperatura T, se il corpo avesse emittanza e minore^ 
della sua assorbanza a esso si riscalderebbe (e viceversa se fosse e > a) e ciò - come vedrenipj 
- è contrario al secondo principio della termodinamica perché non possono aversi trasfer 
menti di calore fra due corpi posti inizialmente alla stessa temperatura. 
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Se Temìttanza spettrale non dipende dalla lunghezza d'onda, il corpo si dice 
grigio (e(X) = e = cost). _ ^ 

Il calcolo degli scambi termici radiativi fra due corpi può essere eliet- 
tuato con relativa semplicità quando si tratti di corpi grigi; la potenza ter- 
mica scambiata dipende (oltre che dalle temperature 7*, e T 2 dei due corpi), 
dalle loro emittenze e, ed e, , dalle aree S, ed S 2 sotto cui un corpo « vede» 
l'altro (vedi figura), e dalla loro distanza relativa r. Più precisamente, si ha 
che la potenza termica scambiata P (da quello più caldo a temperatura T, a 
quello più freddo a temperatura T 2 ) è data da: 



Corpo grigio. 

Scambi termici radiativi 
corpi grigi. 



P = 



a (TI - Ti) 



E, S, £-> S-, F 



dove 



[111.27] 



cosQi CQSQ; dS l dS 2 



Alla [111.27] si arriva integrando la potenza irraggiata da S, che colpisce S 7 e 
viene da essa assorbita, e sottraendo a questa la potenza irraggiata daS 3 che 
colpisce S, e viene da questa assorbita. 

Due casi notevoli semplici e importanti sono i seguenti: 

a) Superjìci piane parallele esiese di area S (dimensioni lineari grandi 
rispetto alla loro distanza). 
La [111.27] si riduce a 



o (ri - tì) 



ì i 
— + 

e, e 2 



Se T, non è molto diverso da T 2 ^ - T 2 « T , dove T = 
[111.28] può essere scritta approssimativamente come: 

F - M r (T x - r 2 ) = H r AT 



T, + T 



1 1 

+ 

a, a 2 



- 1 



fra 



[111.28] 



[111.29] 



"ir Alla [111.29] si arriva ponendo nella [111.28] 

Ar _ ^ at 



T x = T + 



T = T 



e trascurando termini di ordine superiore al primo in 

W 

m 2o C " 



AT 



Per T = 300 K, H t risulta dell'ordine di 5 




Scambi termici radiativi Ira su 
perllci piane parallele. 



U 



n 



d « VS 



b) Corpo piccolo di temperatura T, immerso dentro una gronde cavità 
Va temperatura T : (S t « S 2 ). 
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P = 5, doCri - 71) 



[111.30] 




dove 5| è la superficie del corpo jmmerso nella cavità ed e, la sua emit- 
tanza. Nel caso che T, - T 2 « T, possiamo scrivere (analogamente alla 
[111.29]): 



H = e, 4 a P 



[111.31] 



L'emittanza media di un certo numero di materiali a temperatura ambiente 
è riportata in tabella III .2. 



Scambi termici radiativi attra- 
verso una finestra con doppi 
vetri. 



Esempio 



E.II1.3. Una finestra inolila doppi vetri. Se i due vetri si trovano rispettivamente a 
temperatura di !0"C e 2(/'C, quale potenza termica si scambiano per irraggia- 
mento per unità (ti superfìcie? A quanto scende late potenza se uno dei due 
vetri è trattalo, internamente, con ossido di stagno? 



Dalia [111.28] si ha: 



F = 5,67 ■ 10" 



in 2 K' 1 



(293 J - 283 J YJ) 



1 



1 



0,9 0,9 



44,6 



W 
ni" 



1,0 



0.5 



trasparenza, C [vetro di spessore 
3mm ) 



12 3 15 
lunghezza d'onda, À( ( im) 




Usando la [111,29] si ha invece; 



H, = 4 5,67 ■ 10" 



288" K' 



m 3 K 4 



1 1 

+ ■ 



4.46 — 



W 



nvK 



0,9 0,9 



Se uno dei vetri è trattato con ossido di stagno, si ha ai = 0.9 ma a 2 = 0,2; H r sii 



riduce pertanto a 1,06- 



W 



irrK 



; e dunque F = 10,6 M/nr. 



III. 5. Materiali selettivi 

Un materiale !e cut proprietà ottiche (assorbanza a uguale alla emit-j; 
tanza e; trasparenza r; riflettanza r) dipendono dalla lunghezza d'onda 
viene comunemente detto un materiale selettivo, 

I materiali selettivi hanno alcune notevoli applicazioni. 

Una lastra sottile di vetro (così come di molti materiali plastici, come,: 
plexiglass, PVC, ecc.) presenta una trasparenza selettiva: essa è trasparente 
per A < 2.5 u,m (t = 0.85), mentre diviene opaca (/ = 0) per X > 3 u-nv_ 
Essa può essere pertanto impiegata per il cosiddetto effe no sena : essa lasciai 
entrare in una serra la radiazione solare, ma «intrappola» la radiazione^ 
infrarossa che l'ambiente interno, a temperatura dell'ordine di 300 tv 
emette su lunghezze d'onda centrate intorno a = 10 u,m (vedi fig ura )i" 
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L'effetto sena sarebbe ancora più efficace se il vetro fosse trattato 
internamente con ossido di stagno, riflettente la radiazione infrarossa 
Mentre mfatt, in una serra di vetro normale la radiazione infrarossa in 
uscita viene assorbita dal vetro, e poi riemessa in parte verso l'interno ,™ 
m parte anche verso l'esterno, in una serra di vetro trattato con ossido di 
stagno la radiazione uscente viene riflessa quasi tutta verso l'interno (vedi 

Sono state sperimentate anche serre inverse: un film sottile di mate- 
riale plastico (polietilene) trasparente alla radiazione infrarossa, se colorato 
con opportuni pigmenti bianchi, riflette la radiazione solare in ingresso ma 
lascia uscire la radiazione infrarossa in uscita, mettendo così l'ambiente 
interno in interazione termica con il cielo freddo (vedi 8 III 6 ) Un 
ambiente ombreggiato con un telone realizzato con tale materiale può risul- 
lare naitirahneme condizionato. 

Altre superila selettive vengono usate nelle applicazioni deiVcnema 
solare. Una lastra nera (a = 1 per ogni lunghezza d'onda) assorbe la radia- 
zione solare e cosi si riscalda; ma avendo anche e = I, via via che la su i 
temperatura sale esso irraggia una quantità crescente di radiazione inln- 
rossa; e la sua temperatura di equilibrio è solo poche decine di gradi supc- 
riore rispetto alla temperatura ambiente. Se l'assorbanza a (e dunque anche 
ÌZrÌTJ rand r ent ° mostrato - ^ 'a superfìcie assorb 
A f'em, ihh -i f 6 ^ ma eme " e m ° lt0 p0ca "diazione infrarossa. 
Alt equ.hb.io la superficie raggiunge una temperatura di molte decine di 
gradi; e se essa e protetta frontalmente da un vetro, che assicura l'effetto 
serra, essa può raggiungere una temperatura dell'ordine di duecento gradi 



HI. 6. Il bilancio termico della terra 

è H„nnni and ° H rmÌC ° de l' a terra > Che è imniersa ne!I ° vuoto e non 

e dunque soggetta a scambi termici conduttivi né convettivi, è determinato 

SCa T bl t£rmiCÌ radÌatìVÌ: 6SSa riceve ener *ia dal sole, ed emette 
^X'^ ve «° '<>. ^zio cosmico che è equivalente a un corpo 

terra SeVunT? ?" ^ * 3 ^ aSS ° tUtÌ « < dun 1 ue invia «rso la 
terra nell unita di tempo una quantità di energia la cui densità per m 2 pari 

a o T 0 , e praticamente trascurabile). 

quandn m a e rr iS bÌ r°H- 8 Ì à mti ^ t0 ' l'intensità I s della radiazione solare, 
d circa Z: 3 /? 2 ^ 1 ,^ 150 " 106 km CUÌ la terra si trova, è 
<< vis ™ ììu h - ESSend ,° 11 ra§gi0 de,la terra circa "00 km, essa è 
iS 3 ' adia2ione so, are come un disco di area S„ = n ' = 3 14 

Per uni f } m = ? ' m / ed ÌmerCetta dun « ue una Pote.^ (energia 
Per unita di tempo) pan a I s ■ S„ = 170- IO 15 W. 

aalP a TmmS«- U i , i- fraZ Ì? nC K dÌ qUeSta energia (=25%) viene ass0lbit * 
«ali atmosfera, e d. quella che arriva sulla terra, una certa frazione ( =* 30%) 

viene riflessa, non essendo la superficie terrestre nera per la radiazione 





rullimene / j I / 

'"7/// 




as$orbanza selettiva 
di un materiale per 
applicatemi delta 
energia solare 



5 10 15 

lungheiza derida, A ( (im ) 

11 bilancio termico della terra. 



Energia solare intercettata dal- 
la terra. 



cioè eh, n. n rZ a ? 6 ChC 10 Spazi0 vuoto avesse una lemperaiura di 0 gradi assoluti 
l t H SSe a ' CUna e " erSla radiante ^sorbendo invece tutta quella ad I esso " Lia 
ilo di I T dimostm ° i 'Perimerualmen.te che !o spazio cosmico è u temente S 

Bang" da ?S".^„to iX" ^'f reSÌdu ° della " rinliti - -Soni (« Big 

unii! Ut0 0rlgme 11 P resen »e ciclo di vita dell'universo- ciò fornisce ad e «n 

una temperala equ.valeme che non è rigorosamente nulla, pur essendo àssii bai intorno 



568 Parte seconda: Ili 



Potenza termica irraggiata dal- 
la (erra. 



solare. La potenza solare W s assorbita dalla terra è dunque pari circa a 
W s = 65 • IO 15 W. La potenza termica W T che la terra irraggia è invece 
data da 



Temperatura di equilibrio del- 
la terra. 



trasparenza 
dell'atmosfera 




5 10 15 20 25 
lunghezza d'onda, ),( ( im) 

Finestra di trasparenza atmo- 
sferica. 



L'inverno nucleare. 



Inquinamento termico da ani- 
dride carbonica. 



W T = zaST* = 0,9-6-4nR 2 -T 4 = 2,5- WT* W 

All'equilibrio, ci aspettiamo che sia W s = W r , da cui ricaviamo per la tetri 
peratura della superfìcie terrestre 



47°C 



Questa temperatura è molto più bassa di quella reale, che come sappiamo 
si aggira intorno a 290 K. La discrepanza è dovuta al fatto che V atmosfera 
che avvolge la terra realizza intorno ad essa una sorta di effetto serra - essa è 
infatti piuttosto ben trasparente per la radiazione solare che entra ma è 
invece piuttosto opaca per la radiazione infrarossa che esce. 

La trasparenza dell'atmosfera in funzione della lunghezza d'onda A è 
mostrata in figura. 

Come si vede, oltre i 3 um, la trasparenza è pittosto ridotta se si 
esclude la banda di lunghezza d'onda compresa fra 8 e 13 um (finestra di 
trasparenza atmosferica). Poiché attraverso la finestra di trasparenza un 
corpo esposto al cielo sereno interagisce anche con lo spazio freddo il cielo 
stesso equivale a un corpo con temperatura più bassa rispetto à quella 
dell aria ambiente. 

Il bilancio termico della terra dipende in maniera assai critica dalla tra- 
sparenza atmosferica. Se si avesse un fenomeno di immissione di polvere 
nel! atmosfera (così come è stato osservato, se pure su aree geografiche 
limitate, per conseguenza di violente eruzioni vulcaniche) diminuirebbe la 
trasparenza alla radiazione solare, e la temperatura ambiente diminuirebbe. 
E stato calcolato che i grandi «funghi» di pulviscolo sollevati dalle esplo- 
sioni provocherebbe, in caso di guerra nucleare, un lungo micidiale rigidis- 
simo inverno su tutto il pianeta. 

Viceversa, l'immissione in atmosfera di altri inquinanti (fra cui alcuni 
non nocivi dal punto dì vista chimico, come l'anidride carbonica) diminui- 
rebbe la trasparenza infrarossa dell'atmosfera stessa, rendendo così più pro- 
nunciato il suo effetto serra: la terra si riscalderebbe con conseguenze 
ancora una volta deleterie sull'equilibrio degli ecosistemi, e con pericoli per 
la stessa sopravvivenza di molte specie animali e vegetali 



IH. 7. Il bilancio termico di un corpo umano 

Bilancio termico del corpo Anche il bilancio termico di un sistema vivo - e in particolare del . 

corpo umano - e regolato dalle leggi della termodinamica. Poiché la tempe- 
ratura del corpo umano è costante (pari a circa 37°C), la sua energia interna 
e costante; e dunque - in virtù del primo principio della termodinamica - il ^ 
onancio dell energia scambiata con l'ambiente deve andare in pareggio; 

11 metabolismo (cioè in sostanza la combustione che il corpo compie 
dei «combustibile» contenuto nei cibi) fornisce in continuazione energiàJ^ 
in condizioni di riposo, in un corpo di taglia media il metabolismo fornisce '; 
una potenza W m di circa 110 W; quando il corpo compie qualche attività* 
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tale potenza aumenta, e per tempi sufficientemente brevi (ad esempio 
durante una corsa veloce) può raggiungere ii livello di molte centinaia di 
watt (vedi figura). 

Questa energia deve essere dissipata dal corpo verso l'ambiente w 
esterno attraverso i meccanismi della conduzione (che per altro, essendo il ™ 
corpo immerso normalmente nell'aria, contribuisce in misura trascurabile), 
della convezione e dell'irraggiamento. 

Come abbiamo visto nei paragrafi III.4. e III. 5., gli scambi termici con- 
vettivi e radiativi possono essere descritti, per piccoli valori della diffe- 
renza di temperatura A 7", attraverso il coefficiente di scambio convettivo H, 

(il cui valore è dell'ordine di 1,5 — ^~—\ e il coefficiente di scambio radia- 

me/ 

tivo H r \H r ^ 5 —~\. 

Pertanto il bilancio termico del corpo (nudo) può essere scritto come; 

W„ = S(H c + H r )AT (S superficie del corpo). 
II valore ottimale di A 7" è dato dunque da: 



500- 
400- 
300 H 
200 
100 
0 



metabolismo 
(watU 



attività svoli & 



riposo marcia marcia 
veloce 



corsa 
veloce 



AT = 



W 



(H c +M f )S 



Se il corpo è a riposo (W„ = 110 W), e per un corpo di taglia normale 
(S = 1,5 m 2 ), AT ottimale è dato da: 



a: 

:j>.. ■ 
* 



r 01 ,) = Ar oll = 



no 



6,5 ■ 1,5 



ire. 



La temperatura ambiente ottimale T on è dunque 

T*u = ^orro- H°C - 2Ó°C. 

Se la temperatura ambiente è più bassa, il corpo dissipa troppa energia 
e tende a raffreddarsi: o ci si copre con indumenti più o meno pesanti, o il 
metabolismo deve intensificarsi e si avverte disagio. Coi vestiti usati nor- 
malmente in inverno nelle case, la temperatura di confortevolezza è di circa 
20°C. Se la temperatura è troppo bassa e non ci si può coprire, si può arri- 
vare al punto che il funzionamento dell'organismo vada in crisi. 

Quando si compie una intensa attività fisica, occorre dissipare una 
maggiore quantità di energia; la temperatura ambiente corrispondente alla 
confortevolezza fisiologica diviene più bassa, e a parità di temperatura si 
sente l'esigenza di scoprirsi. 

Va notato che il bilancio termico del corpo è dominato dagli scambi 
radiativi: la confortevolezza è determinata dunque non solo dalla tempera- 
tura dell'aria, ma anche e soprattutto da quella delle pareti dell'ambiente in 
cui ci si trova, pareti con le quali si scambia calore per irraggiamento. In 
vicinanza di una grande parete vetrata (fredda), ad esempio, si avverte in 
inverno sensazione di freddo anche se la temperatura dell'aria non è infe- 
riore a 20°C. 

Quando la temperatura dell'aria sale al di sopra di 27°C, si comincia ad 
avere sensazione dì caldo. Il corpo emette sudore in modo che l'evapora- 



Tempeintur;! itmbieme otti- 
male. 



zione (un processo che è endotermico, cioè ha luogo assorbendo calore) 
aiuti la dissipazione di calore da parte del corpo. La con forte volezza è favo- 
rita in queste condizioni anche da movimenti dell'aria (ventilazione), che 
aumentano il valore del coefficiente di scambio termico per convenzione ed 
evaporazione. Quando (a temperatura ambiente supera i 30°C, il mecca- 
nismo dominante di dissipazione del calore resta l'evaporazione. Poiché 
l'evaporazione è tanto più rapida quanto meno elevato è il tasso di umidità 
presente nell'aria, il parametro dominante a determinare la confortevolezza 
fisiologica diviene - ancor più che la temperatura - l'umidità relativa 
dell'aria nell'ambiente. 
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Tabella III.l 

Conducibilità, Calore specifico e Densità di alcuni materiali di interesse 



Materiale 


Conducibilità 


dio re specifico 


Densità 


W/m "C 




Kg/m-* 


Melala 








Acciaio (0,1% C) 


45,4 


478 


7850 


Alluminio 


209 


896 


2700 


Ferro 


58 


435 


7850 


Ghisa {4% C) 


52 


540 


7^50 


Ottone 


yy 




ÌS3UU 


r ìwiìiwKj 


? c 

03 


130 


1 1300 


R firn p 

l vii UIC- 


I/IO 
ivi 




8yoo 


Zinco 


1 1 ri 




7100 


Materiali da costruzione 








Ardesia 


1,98 


920 


2700 


Arenaria 


1,63 


921 


2250 


Argilla secca 


0,93 


921 


1780 


Calce 


0,9 


837 


2000 


Calcestruzzo 








ai Ulti tU 


i ^1 




1 A AA 

2400 


1 i t\ *ì té» 


a n 
U,ìj 


837 


600 


magro 


0,93 


850 


1800 


ordinario 


1,28 


879 


2200 


Ceramica 


1,16 


922 


2400 


Gesso 










A A 1 

0,43 


8088 


1240 


ccj iuj<ir& 


A A£T A 

0,064 


1088 


200 


in pannelli leggeri 


0,24 


1088 


65 


Gomma per pavimenti 


0,30 


1423 


1200 


Granito 


3,14 


712 


2500 


Gres 


1,10 


920 


1900 


Intonaco 








calce e sabbia 


0,80 


837 


1800 


gesso e sabbia 


0,81 


963 


1670 


cemento e sabbia 


1,4 


837 


2200 


Laterizi 


0,9 


700-900 


1900 


Linoleum 


0,186 




1200 


Marmo 


3,37 


795 


2700 



Segue: Tabella IH.l 
Conducibilità, Calore specifico e Densità di alcuni materiali di interesse 



Male rial e 


Condu cibili Là 
W/m "C 


Calore specifico 


Derisila 
Kg/m 3 


segue: Materiali da costruzione 








Mattoni 


0,8 


837 


ISÓfì 
loUU 


Porcellana 


1,05 


Ql 1 
yi i 


2600 


Terracotta piastrelle 


0,93 




l criA 


Terreno 








secco 


0,80 


1840 


2580 


bagnato 


2,3 


3010 


2580 


Tufo 


0,6 


900 


1500 


Vetro 


0,93 


750 


2500 


Materiali isolanti 








Amianto cartone 




1045 


970 


Carta macerata ner n^mnimpnir* 


ri f\Af\ 

U,U40 


1340 


56 


Cenere di legno 


0,16 


837 


500 


Feltri di crine e cotone 


0,047 


1340 


270 


Fibra di vetro 


0,035 


837 


70 


Gomma schiuma 


0,030 




70 


Gesso e vermiculite 


0,10 




500 


Legno (segatura o fibre compresse) 


0,06 


2510 


300 


Lana di roccia 


0,035 


750 


150 


Perii te 








sfusa 


0,044 




140 


con cemento 


0,10 




500 


Pomice conglomerata con cemento 








cellulare 


0,17 


837 


650 


Poi 1^ t i Vi\\f\ f r». i rt p. n 

jrvuauiUJU CSpcinSQ 


0,035 


837 


25 


Poliuretano espanso 


0,026 


837 


35 


Stiferìte 


0,023 




40 


Sughero e catrame 


0,060 


2010 


150 


Torba in lastra 


0,060 


1880 


100 


Vermiculite 








espansa 


0,07 




120 


conglomerata con cemento 


0,09 




300 


Vetro cellulare espanso 


0,056 


837 


140 


Aria (1 atm) 


0,026 


1010 


1,29 
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Tabella III.2 

Emittanza media di diversi materiali di uso comune 
(a temperatura ambiente) 



Materiale 


EjVlill 1 Ufi !£J t 


Acciaio lucidato 


0,30 


ossidato 


0,90 


zincato 


0,28 


Acqua 


0,96 


Alluminio lucidato 


0,05 


ossidato 


0,20 


anodizzato a 540°C 


0,94 


Argento lucidato 


0,01 


Asfalto 


0,93 


Carbonio 


0,80 


Carta bianca 


0,90 


Cartone per copertura 


0,93 


Cemento-amianto rosso 


0,90 


Cromo lucidato 


0,08 


Ferro lucidato 


0,06 


ossidato 


0,63 


zincato 


0,25 


Ghiaccio 


0,97 


Intonaco 


.92 


Lacca di alluminio 


0,65 


Legno 


0,90 


Molibdeno 


0,06 


Mattoni 


0,90 


Marmo 


0,95 


Nerofumo 


0,96 


Neve 


0,96 


Ottone lucidato 


0,10 


ossidato 


0,61 


Pitture ad olio 


0,94 


Rame lucidato 


0,04 


ossidato 


0,87 


Smalto 


0,95 


Vetro 


0,90 


Zinco lucidato 


0,02 


Ossido di stagno (trasparente) 
■ 


0,20 



Tabella III.3 



Assorbanza approssimata per alcuni materiali, integrata su tutto lo spettro 
di corpo nero alla temperatura indicata 





Intelailo di lemp. 7", K 


Assorbenza 


1 - 

i'' t ILI l f % ItH-lLILtii 








Alluminio 


523 -=- 873 


0,039 


-f- 0,057 


Cromo 


323 - 823 


0,080 


+ 0,260 


Ferro 


423 1273 


0,050 


+ 0,370 


Nichel 


293 h- 623 


0,045 


t- 0,087 


Ottone 


523 - 673 


0,033 


0,037 


Rame 


373 


0 


,018 


Zinco 


523 + 623 


0,045 


0,053 


Filamenti 








Molibdeno 


1023 ~ 2873 


0,096 


+ 0,290 


Platino 


303 -h 1473 


0,036 


0,190 


Tantalio 


1573 -T- 3273 


0.190 


0,310 


Tungsteno 


303 -=- 3573 


0,032 


^ 0,350 


Altri materiali 








Amianto 


313 + 623 


0,930 


+■ 0,950 


Ghiaccio (umido) 


273 


0 


970 


Nerofumo 


293 + 623 


0 


950 


Gomma (grezza) 


298 


0 


860 



Tabella IH.4 

Fattori di conversione di unità di misura per la conducibilità termica 







iva ti 


ai 


kcal 




cmK 


m K 


cm sec K 


m sec K 


watt 
cm K 


1 


100 


0,239 


86,04 


watt 
m K 


1 x IO" 2 


i 


2,39 x 10" J 


0,8604 


cai 

cm sec K 


4,184 


418,4 


1 


360,0 


kcal 
ni sec K 


1,162 x IO" 2 


1,162 


2,778 x 10~ 3 


1 
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Esercizi del capitolo III 



] 1 d, 



ini. 



III.2. 



111.3. 



i 

1 



Una parete è costituita di tre strati: uno strato di mattoni, di spessore 
ii\ = 10 eni; uno strato di poliuretano espanso, di spessore d 2 = 8 cm; e 
uno strato di mattoni intonacati di spessore complessivo pari a 12,5 cm. Cal- 
colare la conduttanza unitaria. 

Se la faccia estema si trova a temperatura 7", = 2CTC e la faccia interna a 
T 2 = 5 n C, quale è il flusso W di potenza termica a regime attraverso l'unità 
di area? Quali sono le temperature T 3 e T x sulle superfici di separazione dei 
vari strati? (Risposte: 0,30 W/m 2 "C; 4,5 W/m 2 ; 19,3'C e 5,5"C) 

Una parete ha una intercapedine d'aria di spessore à = 10 cm. Se le due 
facce dell'intercapedine si trovano rispettivamente a temperatura 7", = 15"C 
e r, = 8"C, quale è la potenza termica W, riferita all'unità di area, che si 
scambia fra le due facce rispettivamente per convezione e per irraggia- 
mento? (Risposte: 8,4 W/m 2 ; 30,1 W/m 2 ) 

Risolvere l'esercizio III.l. nell'ipotesi che lo strato di poliuretano espanso 
sia sostituito con una intercapedine d'aria di pari spessore, 

(Risposte: 2,16 H7nr °C; 32,4 W; 14,9°C e 9,1°C) 

III.4. Calcolare la potenza che si scambia fra le due facce della intercapedine di 
cui all'esercizio III.2. nell'ipotesi che al centro dell'intercapedine sia 
disposto uno schermo di cartone di spessore trascurabile (emiltanza 0.90). 

(Risposta: 18,9 W/rrr) 

IH.5. Calcolare la potenza che si scambia fra le due facce dell'intercapedine di cui 
all'esercizio II1.4. nell'ipotesi che lo schermo sia ora di alluminio lucidato. 

(Risposta: 4,9 W/m 2 ) 

III.6. Una parete molto spessa di cemento armato affaccia su un ambiente la cui 
temperatura T(i) varia con legge sinusoidale intorno a un valor medio 
7" 0 15°C, con una ampiezza M = 7°C e un periodo t di 24 ore. Calcolare 
l'andamento della temperatura - a regime - su una superficie parallela alla 
faccia esterna e disposta a d = 30 cm da essa all'interno della parete. 

IH.7. Una finestra ha un vetro di spessore d = 5 mm. All'interno la temperatura 
è 7) = 20"C e l'aria è calma; all'esterno la temperatura è T e = 0°C e spira 
un vento con velocità v = 20 km/h. 

Calcolare la potenza termica W trasmessa dall'unità di area della finestra. 

(Risposta: 106 Wlm 1 ) 

HI.8. Calcolare la potenza termica W trasmessa attraverso l'unità di area della 
finestra di cui all'esercizio III.7, nell'ipotesi che essa sia dotata di doppi vetri 
a una distanza di 3 cm uno dall'altro (si tenga conto sia della convezione 
che dell'irraggiamento). (Risposta: 43 W/m 2 ) 

Hl.9. Calcolare la potenza termica dissipata dalla finestra di cui all'esercizio IH.8. 
nell'ipotesi che fra i due vetri venga fatto il vuoto. 

(Risposta: 37 W/m 2 ) 

HI.10. Calcolare la potenza termica dissipata dalla finestra nell'ipotesi che venga 

applicato uno strato di ossido di stagno: 
,. a) sulla faccia del vetro esterno che affaccia verso l'ambiente esterno; 

b) sulla faccia del vetro interno che affaccia verso l'ambiente interno; 

c) sulla faccia del vetro interno che affaccia verso il vetro esterno; 

d) su entrambe le facce dei due vetri che affacciano fra di loro. 

(Risposte: 42,8; 313; 25,8; 22,8 W/m 2 ) 
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111.11. Due lastre piane parallele di alluminio lucidato, separate da aria, sono 
disposte orizzontalmente a una distanza d = 10 cm; quella inferiore si trova 
a Tj = 10°C; quella superiore aF, = 30°C. Calcolare la potenza termica W 
che si scambiano per unità di area in virtù dei meccanismi di conduzione 
convezione e irraggiamento. (Risposta: 7,6 Wfu?) 

111.12. Calcolare la potenza che si scambiano le due lastre di cui al precedente 
esercizio nel caso che quella superiore sia fredda e quella inferiore calda. 

(Risposta: 72,5 li/m 2 ) 

111.13. Calcolare la potenza che si scambiano le due lastre di cui al precedente 
esercizio nel caso che esse vengano anodizzate. (Rj sposta; 166 w/m 2^ 




III. 1-1. 



111.15. 



Un uomo, correndo al piccolo trotto alla velocità di 10 km/h, ha un metabo- 
lismo di circa 250 W. Se anziché alimentarsi di normale cibo si alimentasse 
con gasolio (il cui calore di combustione è di circa 10.000 kcal/kg), quanti 
chilometri percorrerebbe quell'uomo con un kg di gasolio? 

(Risposta: 465 Km) 

I! raggio equivalente del Sole è di circa R s = 700.000 km, e la sua tempera- 
tura superficiale è T s = 5760 K. Quale è la potenza totale W s che esso 
emette per irraggiamento? Quale frazione f di essa è intercettata dalla Terra 
il cui raggio è circa R T = 6300 km, e la cui distanza media dal Sole è circa 



lunjhfiJI» d'onda. M^m) 



d s = 150 ■ 10 km)? 



(Risposte: 3,6 ■ 10 W; 4,4 ■ 1<T 10 ) 
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111.16. L'inradianza spettrale del sole (intensità per unità di intervallo di lunghezza 
d'onda) al di fuori della atmosfera terrestre è quella mostrata in figura. Cal- 
colare in maniera approssimata la frazione di energia contenuta all'interno 
dello spettro visibile (038 p.m < A < 0,78 u.m). 

111.17. La trasparenza tipica dell'atmosfera serena a radiazione di lunghezza d'onda 
compresa fra 0,5 urti e 2 p.m è quella mostrata in figura (le «bande» di 
assorbimento sono dovute a vapor d'acqua). Valutare come lo spettro solare 
viene modificato a livello del suolo, tenendo conto anche di una attenua- 
zione per un fattore 0,9 dovuta alia diffusione dei raggi solari come effetto 
aggiuntivo rispetto all'assorbimento da vapor d'acqua. 

111.18. Una radiazione solare di intensità <t> = 700 W/m 1 incide su un vetro di 
finestra con un angolo di incidenza 0 = 45°. Se il 15% della radiazione 
viene assorbito dal vetro, calcolare la temperatura di regime raggiunta dal 
vetro se la temperatura dell'ambiente (sia interno che esterno) è di 20°C, (Si ~* 
usi il coefficiente di scambio di figura III.4. in corrispondenza di una velo- v; 



'fi: 



cita del vento nulla). 



(Risposta: 25°C) 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo III 

111.1. Vedi l'esempio E.III.l. 

111.2. Si veda la « conduttanza convettiva » di una intercapedine verticale in fig 1 "^ 
III.2; e per l'irraggiamento si usi la (111.29]. = 

111.3. L'esercizio si risolve come l'esercizio III.l, usando per l'intercapedine »3 
conduttanza ricavata nell'esercizio 1II.2. f 
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IH--*- Il calcolo si fa considerando l'intercapedine come una «serie» delle due 
intercapedini in cui essa è divisa dal setto. 

111.5. L'esercizio è simile all'esercizio I1I.4, con la differenza che l'emittanza e del- 
l'alluminio lucidato è assai minore che non per l'intonaco (vedi tao. III.2). 

111.6. SÌ tratti la parete come una parete semiinfinìta, per cui vale la (111,14). 

111.7. Vedi l'esempio E.III.2. 

111.8. La finestra può essere trattata come una serie di vari elementi, di cui uno è 
rappresentato dall'intercapedine fra i due vetri. 

H1.9. La conduttanza dell'intercapedine è ora dovuta al solo meccanismo radiativo. 

111.10. L'ossido dì stagno ha una emittanza di circa 0,2, e viene pertanto modificata la 
«conduttanza radiativa» dell'elemento della serie cui esso viene applicalo. 

111.11. Usare la [111.29] per il contributo radiativo. Il contributo convettivo è assente. 

111.12. Rispetto al caso dell'esercizio III.l), si aggiunge il contributo convettivo che 
può essere calcolato con l'aiuto della figura 111.3. 

111.13. Anodizzando l'allumìnio viene modificata la sua emittanza (vedi tab. 1II.2). 

111.14. La soluzione dell'esercizio è assai semplice; è stato inserito per fornire un 
confronto diretto fra l'energia consumata dai mezzi di trasporto normal- 
mente usati e quella consumata dal corpo umano. 

IH. 15. L'esercizio si risolve ricorrendo alle leggi dell'irraggiamento di par. 111.4,2. 

HI. 16. Va ricordato che l'energia relativa a uno spettro di radiazione è rappresen- 
tata graficamente dall'area sottesa alla curva. 

HI.17. L'esercizio si risolve in maniera grafica approssimata usando le due figure 
rappresentative rispettivamente della trasparenza dell'atmosfera e dello 
spettro solare extraatmosferico. 

IIL18. A regime, devono essere fra di loro uguali la radiazione solare assorbita dui 
vetro e l'energia termica dissipata verso l'ambiente. 



Capitolo quarto 

Secondo principio della termodinamica 



Secondoprindpiodellatermo- Il primo principio della termodinamica stabilisce la conservazione 

dinamica. dell'energia imponendo un vincolo a calore e lavoro, secondo la relazione 

àU = Q-L. 

In particolare, tutte le volte in cui la energia interna non varia (AU = 0), 
si ha Q = L. Tale relazione, per quanto riguarda il primo principio della 
termodinamica, è del tutto simmetrica, nel senso che lavoro può essere tra- 
sformato integralmente in calore e viceversa. 

Tale simmetrìa, compatibile con il primo principio, non è verificata in 
natura 



Esempi 



L'energia meccanica può sem- 
pre essere trasformata in ener- 
gia termica. 
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E.IV.l. È esperienza comune che, sfregando tra di loro due corpi, dopo un certoj. 
tempo essi si riscaldano (aumentano di temperatura). Se però, durante lo sfrega-s'. 
mento, entrambi i corpi sono mantenuti a contatto con una sorgente ad una cerjat 
temperatura T (peraltro comunque elevata), ciò che si osserva è che la temperatura!! 
dei corpi non varia, perché si realizza un continuo flusso di calore dai corpi alla sor« 
gente con cui sono a contatto. Alla fine del processo i due corpi non hanno' càrii||* 
biato stato e pertanto la loro energia interna non è variata (AU = 0). Tutto ciò i 
è avvenuto è che del lavoro meccanico (attrito) si è trasformato integralmente: in 
calore (L = Q). In certo senso, il sistema termodinamico (i due corpi) ha fur 
nato esclusivamente da tramite per questa trasformazione di lavoro in calòr 
Si può concludere, da questo esempio, che, con opportuni accorgimenti, lavor, 
meccanico può essere trasformato in calore in modo integrale ed a temperatur 
comunque elevate. 

E.1V.2. Consideriamo due corpi, A e fi, inizialmente a temperature diverse (rispet 
vamente t A e t B con con t A > t B ). Sappiamo che, mettendo i due corpi a_contat 
termico, si raggiunge una situazione di equilibrio in cui la temperatura t è co. 
presa fra u e Ib. Lo scambio termico fra i due corpi è controllato dal primo prijn 
pio delta termodinamica, nel senso che il sistema è isolato dall'esterno (Q * ■ " ' 
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non viene compiuto lavoro (L = 0), per cui AU^ lcmil = 0. Dunque, il primo princi- 
pio impone esclusivamente che l'energia interna del sistema non cambi nella tra- 
sformazione. 

In questo senso, per il primo principio, sarebbe perfettamente realizzabile una 
trasformazione inversa secondo la quale i due corpi, partendo dallo stato di equili- 
brio a temperatura r, si riportassero, senza interventi dall'esterno (sistema isolato) 
alla situazione injziale con il corpo A a temperatura t A ( > /) ed il corpo B a tem- 
peratura t s { < /). 

L'esperienza mostra che la trasformazione inversa non avviene spontaneamente. 

Da questa, e da moltissime altre osservazioni sperimentali, si deve con- 
cludere che non tutle te trasformazioni che soddisfano la conservazione 
dell'energia (primo principio della termodinamica) possono effettivamente 
avvenire. Con il secondo principio della termodinamica si dà un assetto for- 
male ai vincoli che la natura pone al procedere di certi fenomeni termodi- 
namici. In particolare si chiariranno le limitazioni esistenti alla trasforma- 
zione di calore in lavoro, laddove si è visto che non esistono limitazioni alle 
trasformazioni di lavoro in calore. 

È da osservare che la conversione di calore in lavoro è la base del fun- 
zionamento delle macchine termiche (macchina a vapore, motori a combu- 
stione interna). Anche per questo aspetto applicativo, la termodinamica 
connessa col secondo principio è particolarmente importante. 

Proprio perché il secondo principio vuole formalizzare leggi naturali 
per cui certi fenomeni, possibili per if primo principio, non avvengono in 
realtà, non deve sorprendere che i suoi enunciati siano delle negazioni. 



IV.l. Enunciati del secondo principio 

Esistono due enunciati storici, fra di loro equivalenti, del secondo prin- 
cipio. 

a) Enunciato di Ctaitsius: è impossibile realizzare una trasformazione termo- 
dinamica il cui unico risultato sia quello di far passare calore da un corpo a 
temperatura inferiore ad un corpo a temperatura superiore. 

Ovviamente un frigorifero - che pure sottrae calore dalla cella frigori- 
fera fredda per cederlo ad un ambiente più caldo - non contraddice l'enun- 
ciato di Clausius: non è quello infatti l'unico risultato; esso richiede del 
lavoro esterno L per funzionare. Nel suo funzionamento calore Q f è sot- 
tratto alla sorgente fredda e calore Q c è ceduto alla sorgente calda. 

H b) Enunciato di Kelvin-Planck: è impossibile realizzare una trasformazione 
v termodinamica il cui unico risultato sia quello di assorbire calore da una 
; . sola sorgente e di trasformarlo integralmente in lavoro. 

In modo equivalente si può dire che è impossibile realizzare un 
motore capace di trasformare in lavoro con continuità tutto il calore sot- 
tratto ad una sola sorgente termica (impossibilità del moto perpetuo di 
fecondo tipo). Un motore che lavora con continuità indica di fatto una mac- 
\china ciclica, la quale, dopo aver trasformato in lavoro tutto il calore estratto 
|da una sorgente, si riporta poi nelle condizioni iniziali, pronta a ripetere 
|nuovamente l'operazione. 

Ricordiamo che l'espansione isoterma quasi statica e senza attrito di un 
£gas perfetto (AU = 0) trasforma completamente in lavoro il calore sottratto 
|ad una sola sorgente a temperatura T(L = Q). Ma alla fine lo stato del 
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gas è cambiato, in quanto è cambiato i! volume. Dunque la trasformazione 
non ha come unico risultato quello di trasformare integralmente in lavoro il 
Calore sottratto da una singola sorgente. 

Se si volesse chiudere il ciclo, riportando isotermicamente e reversibil- 
mente il gas dal volume V B al volume iniziale V Aì si ripercorrerebbe all'in- 
verso la trasformazione iniziale ed il lavoro complessivo sarebbe nullo 
(L A ^ B = - Z. s _.,,). Contemporaneamente la sorgente riassorbirebbe nel 
tratto B -* A la stessa quantità di calore che aveva ceduto nel tratto A -* B. 

Segue dunque dall'enunciato di Lord Kelvin che // più semplice fin j 
motori fermici realizzabili opera con due sorbenti termiche. Anticipiamo qui 
in termini qualitativi - per ritornare approfonditamente sull'argomento più 
avanti - come può funzionare un tale motore. 

Dopo aver prodotto lavoro L c nell'espansione assorbendo calore 
Q c > 0 dalla sorgente calda a temperatura T e , il gas viene raffreddato alla 
temperatura 7} della sorgente fredda. Se si vuole che le sorgenti siano solo 
dae(z che il gas non scambi dunque calore mentre la sua temperatura varia 
con continuità da T c a 7}), il processo ili raffreddamento non può che essere 
adiabatico (espansione). Ora che il gas è più freddo, per comprimerlo iso- 
termicamente è necessario un lavoro L f minore rispetto a quello che il gas 
aveva compiuto espandendosi; e ciò facendo esso cede alla sorgente fredda 
una quantità di calore Q f < 0 il cui modulo \ Q,\ è minore di Q c . 

Se il lavoro L c era stato usato ad esempio per mettere in movimento un 
volano, si può sottrarre all'energia cinetica del volano stesso quanto serve per 
compiere il lavoro di compressione L { . Riscaldando infine il gas nuovamente 
alla temperatura T c {compressione adiabatica) sì chiude il ciclo, riportando 
la macchina nelle condizioni iniziali, pronta a ricominciare un nuovo ciclo. 
Complessivamente, su tutto il ciclo, si ha àU = 0, cioè non si è avuta 
variazione di energia interna; per cui il lavoro totale L T è espresso dal primo 
principio come 



Lavorò compiuto d;i un moto- 
re termico. 



L T = Q c +Q f =\Q e \-\Q f \> 0 



[IV.l] 



Nello scrivere il terzo membro della [IV.l] abbiamo usato una convenzione 
usuale, nei testi di termodinamica, laddove si parla di motori: cioè quella <■<> 
esprimere i moduli delle quantità di calore, in modo che i segni compaiano ■$ 
esplicitamente nelle formule, e non implicitamente all'interno del simbolo jjf; 
Q così come accade ad esempio nel secondo membro della stessa [IV.l]; 



Equivalenza fra i due enuncia- 
ti del II principio. 



1V.2. Equivalenza fra i due enunciati del secondo principio 

Si può mostrare facilmente 1' equivalenza fia i due enunciati a e b dei 
secondo principiomostTando che se non valesse a) non varrebbe, per con-.-.: 
seguenza, b); e viceversa la non validità di b) comporterebbe la non vali-i*' 
dita di a). ; p 

Immaginiamo dunque che non valga l'enunciato di Clausius. Presa una:... 
macchina termica ciclica che assorbe calore Q c alla sorgente calda 
cedendo Q f alla sorgente fredda S f - mentre la differenza | Q c \ - \ Q/l v i efl6 (1 
trasformata tutta in lavoro - non valendo a) potremmo poi trasportare | Q/l, 
da Sj a 5,.. La sorgente fredda non entrerebbe allora nel processo (tanto;? 
calore ha ricevuto dalla macchina, tanto essa ne cede a 5 f ); in complesso^ 
avremmo una macchina ciclica che trasforma in lavoro tutto il calor 
\QA~ 1(2/1 che è stato sottratto alla sorgente calda. 



T 
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Viceversa, immaginiamo che non valga l'enunciato eli Lord Kelvin e 
che possiamo dunque realizzare una macchina che trasformi completa- 
mente in lavoro L il calore Q f sottratto da una sorgente fredda S,. Poiché 
non esiste vincolo alla trasformazione di lavoro in calore a qualsivoglia tem- 
peratura, potremo cedere il lavoro L alla sorgente calda in forma di calore 
Avremo cosi trasportato una quantità di calore | Q,\ dalla sorgente S, alla sor- 
gente S e ; e sarebbe questo l'unico risultato della trasformazione perché 
essendo la macchina ciclica, essa si sarebbe riportata nelle condizioni ini- 
ziali. 

L'equivalenza fra i due enunciati è così dimostrata 

Va notato che il processo di trasferimento di calore da una sorgente 
calda a una sorgente fredda non è una trasformazione quasi statica (poiché 
le due sorgenti non sono in equilibrio termico fra di loro); e l'enunciato di 
Uausius sancisce la sua irreversibilità. 

Dunque l'unica possibilità che una trasformazione termodinamica ha 
per essere reversibile è quella di essere quasi statica; essa deve inoltre 
essere senza attriti, perché la trasformazione di lavoro in calore è a sua 
volta irreversibile in virtù dell'enunciato di Lord Kelvin 

Mettendo questa conclusione insieme alla dimostrazione - da noi data 
nel $ 4.2. del cap. II - che una trasformazione quasi statica senza attrito è 
necessariamente reversibile, resta dimostrata la piena eauiva/eira fra tra- 
sformazioni quasi stanche (senza atirilo) e trasformazioni reversibili cosi 
come avevamo anticipato nel § 7 del cap. I. 

Da qui in avanti, le due locuzioni («trasformazioni quasi statiche senza 
attrito» e «trasformazioni reversìbili») saranno usate indifferente mente. 
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IV.3. Il più semplice fra i motori termici: il ciclo di Carnol 

Il più semplice possibile fra i motori termici è stato studiato diffusa- 
mente da Sadi Carnot in via teorica. Si tratta di un motore ideale in quanto 
che esso e supposto operare per trasformazioni quasi statiche senza attrito e il 
nmdo termodinamico è un gas perfetto; tuttavia i risultati di Carnot sono di 
grande interesse oltreché teorico anche pratico, perché essi forniscono, come 
vedremo, un limite superiore alle prestazioni di qualunque motore reale 

11 motore di C amo! opera con due sole sorgenti, a temperature rispettiva- 
mente T c e T f . Pertanto, in base ai ragionamenti fatti nel § IV.l. risulta che 
Clc i° Jjpmpiuto dal fluido è formato da due isoterme e da due adiabatiche 

bull intero ciclo di Carnot, come su qualunque ciclo, si ha AU = 0' per 
cui il primo principio della termodinamica si scrive- 



Q-L = 0 
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[IV.2] 



vaJ °. dlcand ° co , n 1 &l e I Qf\ i moduli delle quantità di calore che il fluido 
scambia con le due sorgenti lungo le isoterme calda e fredda rispettiva- 
mente, si ha Q = \Q c \-\Q f l e quindi la [IV.2] si scrive 



L-\QA-\Q f \ 
secondo quanto avevamo già anticipato nel § IV.L 



[1V.3] 
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Per definizione, si chiama rendimento r\ di un motore /'/ rapporto fra ì! 
lavoro L che esso compie e il calore Q c = \Q t . \ che esso assorbe dalla sorgente 
calda 



Rendimento di un motore. 
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[IV.4] 



ed usando la [IV.3]: 
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lai 



[IV.5] 



Rendimento del cielo dì 
Cu mot. 



Calcoliamo ora il rendimento [IV.5] in funzione dei valori che i para- 
metri termodinamici T e V assumono negli stati A, B, C e D del ciclo. 

Per la espansione isoterma quasi statica da A a B, dal primo principio 
si ha: 



Qe = L AB (infatti per una isoterma di un gas perfetto AU = 0) 



Ma 



Lab = \ .PdV= nRZ 



B dV 



nRT,\og- 



Essendo V B > V A> L AB > 0; e dunque 



lal= a= nRT t \vg- 



[1V.6] 



Analogamente, per la compressione da C a D abbiamo: 



Qf= L CD = «tf 7}log-f 
y c 

Essendo V D < V c> risulta Q f < 0; per cui: 



10/1= -Q f - 7}log-f . 



[IV.7] 



Dividendo la [IV.7] per la [IV.6] si ha: 

lql = 7} \og(V c /V D ) 
IQJ T c \og{V B !V A ) 



Il rendimento del ciclo di Mostriamo ora che il rapporto [IV.8] è indipendente dai «rapporti dr 

Camot è indipendente dal rap- compressione» V C /V D e V B /V A . Infatti, applicando l'equazione della adiat " 
porto di compressione. t ica reversibile alle trasformazioni AD e B C, si ha: 

Va = VdT/^ 



v B r/ -1 = v c t/ 
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[Wsfdà* membr ° 3 membr ° SÌ ha {Vb ' Va) ~ {Vc/Vd) che sostituit * nella 



ÌQA 



= Il 



[IV.9] 



In definitiva, l'espressione del rendimento del ciclo di Carnot diviene: 

[IV. 10] 



ti = 1 -7 



ÌQA 



QA 



= 1 - 



II 



Il ciclo di Carnot e un ciclo reversibile. Dunque, se esso viene percorso 
m senso inverso, le energie scambiate con le sorgenti cambiano semplice- 
mente segno: viene assorbito lavoro meccanico di modulo pari ad \L\ viene 
assorbito dal sistema una quantità di calore | Q f \ prelevata dalla sorgente 
iredda e viene ceduta alla sorgente calda una quantità di calore O. il cui 
modulo e pari a: 



\QA = \Qr\ + \L\ 



[IV. 11] 



Il ciclo di Carnot diviene allora un ciclo frigorigeno: la corrispondente 
macchina e detta macchina frigorifera o pompa di calore. 

Cosi come le prestazioni di un motore termico sono caratterizzate dal 

rendimento — cosi le prestazioni di una pompa di calore sono caratteriz- 
zate da un parametro detto coefficiente dì prestazioni o COP definito come: 



COP = 



ÌQA 



ÌQA _ 

ìlì ÌQA-ìQA 



[IV. 12] 



Usando la [IV.9] il coefficiente di prestazioni di un ciclo frigorigeno di Car- 
not risulta: 



Rendimento 
Carnot: 

II 

f 



del ciclo di 



1 - 



Macchina frigonTera o pompa 
di calore. 



COP: coefficiente di presta- 
zioni. 



COP = 



T e -T f 



[IV. 13] 



Va notato che mentre il rendimento r, è sempre compreso fra 0 e 1 (un 
.unite quest ultimo, cui ri si approssima per T c - co 0 per T f - 0 Kelvin) 
COP e compreso fra 0 (per T c - co, ovvero per T f -*0 Kelvin) ed » 
"mite cui COP si approssima per T c - 7». 



COP di un ciclo frigorìgeno di 
Carnot: 

Tf 



COP = 



T t -T, 



f 



V.4. Teorema di Carnot e temperatura termodinamica assoluta 

ìmit^T gÌà a " ticipat0 ? e la ^cchina di Carnot rappresenta un caso Teorema di Carnot 
unite per le macchine reali. 

In effetti esiste un importante teorema - detto teorema di Carnot - che 
J enuncia come segue: date due so/genti a temperatura rispettivamente T t e 
h una macchina termica qualunque funzionante fra tali temperature avrà 
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rendimento minore o uguale a! rendimento delia macchina di Cmnm /;, ■ 
nane fra le stesse temperature; il se.no di uguale Jedolt m cia T 

T a r M - In f0miUle ' 11 teorema * Camot può es re" 
espresso per un ciclo «motore» (cioè operante con O > n in , m ? 
■ produrre lavoro) dalla relazione: ^ f> U ' 111 modo ^ 



1 - 



ai 



< i 



2> 




\- SORGENTE - CALDA' : T c 




Fissate le temperature delle 
sorgenti, ogni macchina reale 
ha rendimento minore, o al lì- 
mite uguale, rispetto a una 
macchina reversibile. 



[IV. 14] 

li 1 Qfì e ^PPresentano le quantità di calore (in modulo) che il 
Te? sca - bia f COn ]e sor ^ nti * temperatura rispet tvament 

alla pv.15] U " C,C ° fng0ngen ° V6rrà dÌSCUSS0 fra P° co > e « PorteJa 

ragionamenta 3 * ^ PUÒ 655616 dÌm ° Strat ° attraverso un semplice 
Rappresentiamo schematicamente due cicli motori così come in figura 

per as urdoTheT > * m0t ° re reversibi,e - AmmeS 

per assurdo che T| G > x] R ciò significa che - a parità di I O ! - la macchi™ r 

produrrebbe un lavoro L G maggiore del lavoro L R prodotto dallTmac S 5na " 
eversale (così come rappresentato in figura, dove la larghezza di ogn ri 
scia da una misura delia grandezza indicata) S 

Ma essendo, per ipotesi, la macchina R reversibile, ciò significa che 
essa può funzionare all'inverso assorbendo lavoro \L R \ cedeSaSso? 
«me fr dd fl Un A, qUant : tà , dÌ ?° re ' 2?l 6d sorbendo «Io« ? ^ da Ila Z 
con pa e del' I^T, ? 0 (C ° me t ^5™^° in figura) la macchina R 
con parte del lavoro L c , la sorgente calda diverrebbe inutile' infatti la mac- 
china R lavorando all'inverso, le fornirebbe tutto ii calore che da èssaTe- 
leva la macchina G (| Q?[ = \ Q*\y c uie aa essa pre 

(I 0?Y- I oTnr^M 3 aVrebbe , ' n coni P lesso cedut ° 'a quantità di calore 
come: "* U ° diSponibiIe <l ^1 - sì può scrivere 

Ucl = {I Qf\ - | Qf\) - (| Q?| - | = j e ;| _ , Q/C| 

nlircon nnfiif' 6 ^ 6 / 63 ^ 2313 una macchina terniìca ci ^^a, ronzio- a 
.KJ in ì sor g e » te /la sorgente fredda) e capace di trasformare % 

£^^^1.*^ S0UrattO 3!]a SOr8ente SteSsa ' *»» che 

nin- ^° t6SÌ ^ > P° rterebbe dun Qu« a contraddire il secondo princi- 
pio, per conseguenza, non può che essere n c £ 

u^ .LZI° SS 1 anch ' e , ssa reversibile, il ragionamento potrebbe essere ripe- 
so scambiando i ruoli delle due macchine: se ne concluderebbe n, > L 
Dunque, se entrambe le macchine sono reversibili non resta che la possibi- 
lità X] G = T)*. 

I, J^? dìm0Strat0 1>assunt0 t IV - 14 ^ ™n il segno di uguale nel caso che:' 
la macchina sia un motore reversibile. 

■w« Se El P ? St ° di , due motorì consideriamo due macchine frigorifere, cori' 
ragionamento analogo a quello fatto sopra si conclude 

COP c < COP/f 

Cioè il COP della macchina generica G è sempre minore o uguale al C0§ 
delta macchina reversìbile R. 
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; Usando la [IV. 12] e la [IV. 13] sì ha: 



\QA-\Qfl * T c - T f HV.15] 



Ancora una volta - e lo stesso varrà per tutte le diseguaglianze che 
scriveremo nel seguito ~ il segno di uguale vale se il ciclo è reversibile 
\ Dalla [IV. 14] e dalla [IV. 15] ricaviamo: 

■jgTj" ^ ~ cldo motore (Q e > 0; Q f < 0) 

; \ Qf \ t t t IV - 16 l 

J^T < -jr ciclo frigorifero (Q c < 0; (2/ > 0) 

Introducendo le quantità con segno Q ( e Q r si ottiene dalle [IV. 16]: 



[IV. 17] -^ + -^< 0 



valida per qualunque tipo di ciclo (sia esso frigorìfero o molare) ; mentre per 
qualsivoglia ciclo reversibile (qualunque sia il fluido usato) si ha 

i ai T t 

W = T [IV - 18] 



Fino ad ora, la definizione operativa di temperatura (in particolare di scala 
Kelvin) era stata data facendo riferimento al termometro a gas perfetto- e 
! , dunque non era valida quando la temperatura stessa scendeva al di sottò - 

\ h m) n 1( £ r0SSimità ~ del punt0 critico dì tuttì ' § as esistenti in natura. La 
v. UV 18] ci consente invece di estendere la definizione anche laddove i gas 
|;v perfetti non esistono più. 

j| . Scelta Ia temperatura di una certa sorgente S c come temperatura T c di 
| T™™ 1 ° (S J P? tra oliere ghiaccio al punto triplo, ed assegnare ad esso 

; nimeo^ temperatUm T di Un a,tr0 rar PO S è ^nta tramite la Temperatura .emodinamica 



assoluta. 



il """ T T lei 

|dove | Q\ e | Q \ sono le quantità di calore (in modulo) che vengono scam- 
!| oia e con S ed S c da qualunque ciclo reversibile operante fra esse. In virtù 
|aelia opportuna scelta del valore di T et la temperatura così definita - detta 
I !^ peratura tennotl ''^'»ica assolino - coincide con quella dei gas perfetti 
laddove esistano gas reali che si comportino praticamente come gas perfetti 
t A temperature molto basse, prossime allo zero della scala assoluta 
jwetto zero assoluto), le misure di temperatura divengono in pratica estre- 
mamente difficoltose. Tuttavia in laboratorio sono state raggiunte e misu- 
^te tramite la [IV. 19], temperature inferiori al millesimo dì gradò Kelvin 
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IV.5. Il rendimento dei motori reali 



Rendimento dei motori reali. 



RENDIMENTO 




1W3 20OO 



Motori ii combustione interna. 



Motori a combustione esterna. 



Nella pratica, quando si voglia realizzare un motore termico - il cui 
rendimento, come risulta da!la [IV.14], aumenta all'aumentare della tempe- 
ratura T c e al diminuire della temperatura T f ~ la più conveniente fra le sor- 
genti fredde è rappresentata dall'aria ambiente, verso cui viene scaricato il 
calore di scarto Q f ; talvolta, specialmente per postazioni fisse ma anche ad 
esempio per le motonavi, si può far ricorso a una sorgente rappresentata da 
un corso d'acqua, o dall'acqua del mare. Indicativamente, possiamo dire 
che 7} non è inferiore di norma a una ventina di gradi centigradi 

Se la temperatura T c fosse allora, ad esempio, di 100 C C, la [IV. 14] ci 
dice che nemmeno il motore ideale reversibile potrebbe funzionare con 
rendimento superiore a circa il 20%. Fissata 7}, il rendimento x\ R del mo- 
tore ideale aumenta abbastanza rapidamente all'aumentare di T c Nella 
figura, abbiamo indicato r\ R in funzione di T c (gradi centigradi), supposto 
T f - 20°C Nella stessa figura abbiamo anche indicato con delle barrette 
verticali la zona entro cui varia il rendimento di alcuni motori reali tipici. I 
motori per auto, siano essi a benzina (ciclo Otto) o a gasolio (ciclo Diesel) 
sono di norma motori a combustione inuma : la sorgente calda è cioè rap- 
presentata da un combustibile che brucia all'interno stesso del cilindro 
(potremmo dire che brucia il gas che costituisce anche il «fluido di lavoro» 
del motore). In questo caso la temperatura T r può essere molto elevata 
dell'ordine di 2000°C; la temperatura del gas è infatti molto superiore 
rispetto alla temperatura delle pareti meccaniche del motore, che a tempe- 
rature così elevate sarebbero irrimediabilmente danneggiate anche sce- 
gliendo i materiali più opportuni. Sì tratta di motori particolarmente sem- 
plici e flessibili; tuttavia, come si vede, il loro rendimento non è superiore 
in pratica a circa un terzo rispetto a quello di un motore ideale che lavori a 
pari temperatura. 

Nei motori a turbina a combustione esterna, il rendimento - rapportato, 
a quella della macchina ideale alla stessa temperatura - può essere notevol- 
mente superiore, dell'ordine della metà o addirittura prossimo a 2/3 (nel' 
caso delle grandi postazioni fisse, come le centrali termoelettriche). Tutta- 
via, a tutt'oggi la temperatura della loro sorgente calda non può superare i, 
600-700 gradi. Come si vede, il rendimento tipico resta così compreso - perpjl) 
la maggior parte dei motori - fra 0,25 e 0,40. I notevoli margini di migliora- r % 
mento disponibili rispetto al limite teorico rappresentano tuttavia obiettivi,;;'^' 
tutt'altro che facili da raggiungere, sia dal punto di vista strettamente tecnoyH 
logico che da quello economico. . J^|| 



i 



IV.6. Integrale di Clausius ed entropia 

II secondo principio della termodinamica, per quanto finora trattato^ 
prende atto del fatto che certi fenomeni, pur rispettando la conservazioni' 
dell'energia, non avvengono in realtà. Così il calore non fluisce spontanea^ 
mente da un corpo freddo ad uno caldo; così un freno può agire su ùr| 
volano inizialmente in rotazione fino a fermarlo ed alla fine il volano ed # 
freno sono più caldi che all'inizio, ma non succede che, partendo da fermo, 
il volano si raffredda ed inizia a ruotare; così certe reazioni chimiche evo| 
vono in una direzione e non nella direzione opposta; ecc. 
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La sostanza del secondo principio, espressa negli enunciati di Kelvin e 
Uausius, ha trovato una prima formalizzazione matematica col teorema di 
Carnot nella [IV. 17] valida per macchine che usano due sorgenti: 

Q c Qj_ 

T c + Tf ~ ° ( - con 11 segno di u § ua glianza per cicli reversibili); 
r ~ 0 ^ dove le Q uantità Q hanno il loro segno algebrico). 

Almeno per quanto riguarda cicli a due sorgenti, si può dire che la 
reversibilità delle trasformazioni si manifesta con l'uguaglianza a zero delia 

quantità £ — mentre l'irreversibilità si manifesta con la disuguaglianza 
v Q 

L T < 0. Si vedrà subito che questa è una proprietà generale di tutti i 

cicli, indipendentemente dal numero di sorgenti che vengono utilizzate Da 
questa proprietà S1 procederà ad introdurre la formalizzazione quantitativa 
che descrive la scelta che la natura opera per l'evoluzione dei fenomeni 



Esempio 



E.IV.3. Supponiamo di avere una macchina termica in cui il fluido termodinamico 
sia un gas perfetto che scambia calore con tre sole sorgenti u temperatura r, T, e 

neilXTTV^ i ^'V' P ° SSa ra PP rcsemare ™l diagramma di Cfapevron, 
nel! ipotesi che mite le trasformazioni siano reversibili, come descritto in Riunì 
Decomponiamo ,1 ciclo disegnato in figura in due cicli di Carnol reversibili-' 
«r„ ÀB . C yA>* he n ] * v ° r * f ™ T \ e h^GDEFG.che lavora fra T-> e T,. (Le tra- 
sformazioni.fi C, DE, FG, GA sono adiabatiche) ' 
Per il ciclo A BCGA si ha: 



Macchina con tre; soracnii. 



da cui 



Qab 



Qcg 



Qcg 



0, 



Qab 

r, 



Per il ciclo G DEFG si ha: 



,da cui 



(Ma 



Qgc + Qcd Qef 



_Qcc Qcd Qef 
Ti Ti 7\ 



= 0. 



=> 0. 



Qcc = Qcg = Qab 
fi Ti Tt ' 





Qef 
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per cui in conclusione si ha 




ovvero 



v Q 

I-y = 0. 

Nel caso in cui il ciclo sia irreversibile (in almeno una delle trasf'orm 
lo compongono), si può scrivere: 

ciclo A BCG A: 



azioni che 



da cui 



ciclo G D E FG : 



da cui 



Essendo 



Q<* _ Qc<; 



Qnc + Qcd , Qn n 
j + — — < 0 

•2 li 



T-, 




(con * c< 



Qgc 



positivo perche Q cr viene assorbito dal sistema), la relazione ottenuta^ 



sostituendo con seguila a valere; 



ovvero 



I— <o. 

In modo analogo si sarebbe proceduto se il ciclo a 3 sorgenti Tosse stato' 
tipo mostrato in figura. , ! ; 



Nel caso in cui un ciclo operi con un numero qualsivoglia di sorgenti! 
temperature T,(i = 1,2, ...,«), scambiando quantità di calore Q,, si 
scrivere: 
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_ Del resto, un ciclo qualsiasi può essere approssimato da un insieme di 
cicli di Carnot operanti con sorgenti a temperature di poco diverse fra di 
loro. A! limite, la temperatura delle sorgenti può variare con continuità e se 
con ÒQ si indica la quantità di calore elementare che nel ciclo viene scam- 
biata con la sorgente a temperatura T y la [IV.20] diventa' 



5(2 



T ~ 



< 0 



[IV.21] 



ISOTERME 



CICLO 

GENERICO 




0^j IV ' 2 ° ] 6 ^ generalìzzazione t IV -21] si chiama disu^lianza di 

«»Jf> dÌSLlgua § lian2a P^ rniette di introdurre una nuova funzione di DisuewHkw, di Chusius 

stato > \ e,wopu,, di notevolissima importanza nella termodinamica " ~ " r "' Wd c1 ' CL ' Llill,v 
Nel caso particolare che si abbia a che fare con un ciclo reversibile, si ha: 



(REV) 



= 0 



[IV.22] 



Come ogni quantità il cui integrale ciclico sia nullo, la quantità -^L 
(quando venga calcolata su una trasformazione reversibile) rappresenta 
Se 6 dlfferenz ' a,e esatt0 di una funzione ^ stato; in altri termini, l'in- 



A J 

(REV) 



effettuato fra gli stati A e 5 lungo una trasformazione reversibile può essere 

nw- 001116 t d,flfere " za fra 1 va!ori cne u »a funzione di stato S assume 
rispettivamente negli stati A e B: 



ÒQ 



A mv ~ = S{B)~S{A) 



[IV.23] La funzione di stalo entropia. 



A questa conclusione, a partire dalla [IV.22], si arriva con lo stesso 
ragionamento da noi fatto nel § IL2. per dimostrare il fatto che la quantTtà 
M~L può essere scritta come U(B)-U{A) 

U funzione S defunta dalla [IV.23] (con l'accento sulla condizione che 

entri Ìli ?'° '"T reversibile) viene deUa 

entropia del sistema termodinamico considerato. S risulta definita dalla 

J ] \ men ° dl Una costante arbitraria. Notiamo che l'entropia è una fun- 
es^L 6 H 1Va: C1 ° e I entr °P ia di un sistema costituito da più parti può 
essere scritta come somma dell'entropie delle sue parti 
v La definizione [IV.23] dell'entropia consente ovviamente di calcolare la 
variazione di entropia relativamente a qualunque trasformazione porti il 
«sterna dallo stato iniziale di equilibrio A allo stato finale di equilibrio B 

fazione che dipende solo dagli stati A e B e non dalla trasformazione! 

w il calcolo si tratta semplicemente di scegliere una arbitraria trasforma- 
tone reversibile che colleghi gli stati A e B. 



L'entropia è una funzione ad- 
ditiva. 



L'entropia 
estensivo. 



un parametro 
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Variazione di entropia nel- 
l'espansione libera di un gas 
perfetto. 



TRASFORMAZIONE 
REALE 




Trasferimento di calore da una 
sorgente calda a una sorgente 
fredda. 



Esempi 

E.IV.4. Calcolare la variazione di entropia relativa ad una espansione libera che rad- 
doppi il volume dì n moli di gas per/elio. 

La trasformazione non è quasi statica (né reversìbile) ma gli stati A e B sono 
stati di equilìbrio. I parametri di stato sono rispettivamente: 



stato A : 
stato B: 



Pa 



2 



2 V 



T 
T 



Per il calcolo di AS = S(B) - S(A ) occorre scegliere una qualunque trasformazione 
reversibile che porti da A a B: la più semplice fra queste è la trasformazione iso- 
terma quasi statica (ramo di iperbole equilatera) per la quale si ha: 



[" ÒQ l ( ;i lì" I (" „ 

- _L ì' 1 " R 

T ■ 1 V 



IV 



dV = iì R In 



iì flln 2 > 0 . 



Nei passaggi, si è tenuto conto che nella trasformazione reversibile è T = cost e 
(per conseguenza, trattandosi di gas perfetto), di! = 0. 

Osserviamo che nella trasformazione, spontanea, da A a 5, l'entropia è cre- 
sciuta (AS > 0). 

Per il calcolo di AS avremmo potuto scegliere qualunque altra trasformazione; 
reversibile che col leghi A con B : per esempio una trasformazione isocora da A a C, 
seguita da una isobara da C a B. In questo caso il calcolo avrebbe proceduto come 
segue: 



AS 



n C, 



dT 



[» dT 

\ »c r — 



irì:vi 



= n(C,,- C,>)\n- 



(KLV'p 

T 



n R In 



7", T 
n d In —jr + n C r In — 



T e Va 
Nei passaggi, abbiamo tenuto conto dei fatti che 



C P 



(essendo P c = P^). 



È appena il caso di rilevare che le trasformazioni reversibili usate per il ca!col|_ 
sono trasformazioni ideali che niente hanno a che vedere con la t ras formazioni 
reale, se non per il fatto che hanno in comune con essa stato iniziale e stato finale 

' -'11 

■ 

E.IV.5. Calcolare la variazione di entropia associala a! trasferimento di una aitami, 
di calore | Q \ da una sorgente a temperatura T t . a una sorgente a !empeivf}l 
T f (T, > Tj). 

Il processo considerato è spontaneo e irreversibile. I! sistema è costituito^ 
due partì (la sorgente T c e la sorgente T f ) isolale nel loro insieme, che però,sc|' 
biano calore fra di loro. La variazione di entropia del sistema è la somma; 05 
variazioni di entropia relative alle due sorgenti considerate separatamente. 

AS = AS, + AS r 

ac ( ÒQ °-- - ÌQÌ 
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ÒQ 



\Q\ 



Notare che benché le due sorgenti scambino la stessa 

(in modulo), tale quantità è negativa dal punto di vist__ _.. 

(Q, = "iQl; li» sorgente calda cede calore) ma è positiva dal punto di vista della 
sorgente fredda che riceve calore (Q, = \q\); per conseguenza 45 ( . < 0 c > 0. 



quantità di calore Q 
della sorgente calda 



àS 



\Q\ . IQI 



= \Q\ 



> 0 {poiché 7; > T,). 



Osserviamo che anche in questa trasformazione spontanea l'entropia complessiva è 
aumentata. 



:V. ; v':Tg 


t; — ,r 

'■ ' : - '■ 




Q 

V 


r 







In questi esempi di trasformazioni spontanee, abbiamo notato che l'en- 
tropia è aumentata; questa è una legge generale, come dimostreremo nel 
prossimo paragrafo. 

Osserviamo che le trasformazioni spontanee considerate implicano 
anche una riduzione delia capacità de! sistema a compiere lavoro. 

II gas compresso aveva la capacità di trasformare in lavoro, espanden- 
dosi isotermicamente e reversibilmente, il calore che in questa trasforma- 
zione avrebbe assorbito dall'ambiente; e questa capacità è andata persa 
nella espansione libera senza che sia stato compiuto alcun lavoro. Analoga- 
mente il passaggio di calore da T c a 7}, che potrebbe comportare una par- 
ziale trasformazione di calore in lavoro impiegando un motore termico, nella 
trasformazione spontanea è avvenuto senza alcuna produzione di lavoro. 



IV. 7. L'entropia e il secondo principio della termodinamica 

Consideriamo ora una qualunque trasformazione reale / di un sistema 
termodinamico che porti il sistema dallo stato A allo stato B. Immaginiamo p 
poi di riportare il sistema nuovamente allo stato iniziale attraverso una tra- 
H sformazione reversibile //. 

Applicando la [IV.21] all'intero ciclo così costruito: 



se 



"JQ_ + \ A àQ 

A f Jfl J 
(1) <N) 



[IV.24] 



Ma 



àQ 



\ s — — , essendo effettuato su una^frasformazione reversibile, è 
ut) 




■ Pan a AS = S(A) - S(B) per cui la [IV.24] diviene: 



S(B)-S(A) > 



ÒQ 



[IV.25] 



Alla quantità 



6(3 



si da il nome di integrale di Claiisius: l'integrale Integrale di Clausius. 



f-f' Clausius coincide con la variazione di entropia solo se la trasformazione 
t'Ungo la quale Io si calcola è reversibile. 
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In particolare, se !a trasformazione / compiuta dal sistema è una tra- 
sformazione adiabatica, il secondo membro della [IV.25] diviene nullo- 
per cui: 

S(B)-S(A)>0 [IV.26] 

Se un sistema qualunque compie ima trasformazione adiabatica clic lo 
porta dallo stato A allo stato B, l'entropia dello stato finale B è maggiore o 
uguale dell'entropia dello stato iniziale A (il segno di uguale valendo se la 
trasformazione è reversibile), 
li) unii qualunque trasforma- In particolare, ciò vale per !e trasformazioni dei sistemi isolati" //, a Ua 

none spontanea l'entropia non hmque trasformazione spontanea di qualunque sistema termodinamico l'entro. 
i 1U0 diminuire. pia mn pllò (lìmilmil ^ 

Come abbiamo già osservato, qualunque sistema, insieme alle sue sor- 
genti (se esse sono sorgenti solo di quel sistema), costituisce un sistema 
L'entropia complessiva di un isolato. Dunque: in qualunque trasformazione, la somma dell'entropia del 
sistema e delle sue sorgenti sistema e delle sue sorgenti non può diminuire. 

non può diminuire. È questo un altro modo di enunciare il secondo principio della termo- 

dinamica; il significato fisico di questo enunciato sarà meglio chiarito 
dall'interpretazione microscopica che daremo dell'entropia nel cap. VI. 

L'uso dell'entropia - e di altre funzioni termodinamiche con essa con- 
nesse che introdurremo nel cap. V - consente di formalizzare in termini 
rigorosi ed efficaci le condizioni imposte dal secondo principio della termo- 
dinamica alle trasformazioni dei sistemi macroscopici. 



IV.8. Entropia di alcuni sistemi termodinamici notevoli 

La funzione di stato entropia è definita dalla relazione [IV.23], con la 
condizione che l'integrale sia eseguito su una trasformazione reversibile. 
Ma come abbiamo visto, dire trasformazione reversibile è equivalente a dire 
trasformazione quasi statica senza attriti; ovvero è equivalente a scrivere ÒQ 
in funzione dei parametri di stato applicando il 1 principio della termodina-, 
mica a trasformazioni elementari in cui venga suddivisa la trasformazione 
finita, e nell'ipotesi che l'unica forma di lavoro L R sia da forze conservative: 

ÒQ = dU+ ÒL R (L R lavoro reversìbile) 

t ^ 6(3 dU+ ÒL R J , _ v 

La quantità — =- = = deve dunque rappresentare un ditte- ;v 

renziale esatto, e precisamente il differenziale della funzione dì stato entro- 
pia S: 

; ! 

Espressione generale dell'ai- dU + hi ' ' : 

tropia. dS = au+ÒL K [IV .27].; 

Quando sia nota l'espressione dell'energia interna di un sistema (*) e' 
sia nota anche l'espressione del lavoro reversibile ÒL R in funzione dei para- 



(*) Come già anticipato net § II. 6„ dimostreremo più avanti (5 V.2.) che l'espressione 
dell'energia interna può essere ricavata una volta noli C\ e l'equazione di stato del sistema 
considerato. . 
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metri dì stato, l'entropìa S può essere calcolata semplicemente integrando 
la [IV.27J 



S(P) = \ A T R + cost. 



dove P rappresenta it generico stato e A un qualunque stato di riferimento. 



IV.8.1. Entropia di un corpo solido 

Nell'ipotesi che il calore specifico està indipendente dalla temperatura Entropìa di un corpo solido, 
e trascurando il lavoro dovuto alla dilatazione, si ha (vedi § H.2.): 

dU = me dT 
ÒL R = 0 

che sostituite nella [IV.28] forniscono: 

( m c dT _ „,,„„, 

S = + cost = me log T+ cost. [1V.29] 



IV .8.2. Entropia di un gas perfetto 

Per un gas perfetto abbiamo (vedi § H.4.): 

dU = n C v dT 

ÒL R = PdV = " R V T dV 

che sostituite alla [IV .28] forniscono: 

5 = nC v log T+ n R log V+ cost 



Entropia di un gas perielio. 



[IV.30] 



IV.8.3. Entropia di un gas dì Vati der Waals 

In questo caso (vedi § II.5.) per una mole, si ha: 



dU = CydT\-^dV 



Sostituendo nella [IV.27] si ha, per una mole: 



dS = C v 



dT RdV 



T V~ b 

Integrando e moltiplicando per il numero di moli: 

S = n C v log T + n R log ( V - b) + cost 



Entropia di un gas dì Van der 
Waals. 



[IV.31] 
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Entropia 
genea in 
lontano 
mi co. 

T = 



di una sbarretta omo- 
uno stato stazionario 
dall'equilibrio ler- 



T, -T 0 

T 0 + ; X 



•: : T. 



1V.8.4. Entropia di una sbarretta omogenea solida in uno stato stazio 
nano (ontano dall'equilibrio termico 

Consideriamo una sbarretta omogenea solida la cui temperatura indi 
pendente dal tempo, vari linearmente fra le temperature T 0 e T, dei suoi 
estremi Sia M la massa e L la lunghezza della sbarretta (la cui densità 
lineare e allora A = M/L); c il suo calore specifico. 

Per un corpo di massa m, che si trovUlla temperatura r, la differenza S 
^entropia rispetto a una situazione f(AS = S(T) - S(T)) risulta dalla 



AS = me log 

T 

Prendendo come temperatura di riferimento il valor medio fra T a e T 
, e dividendo la sbarretta in tanti tratti elementari di lun- 



T = 



ghezza dx, ognuno di questi tratti elementari fornisce a AS un contributo 
psn Sii 



dAS = dMe\og^- = c~dx\oz f+ax 
T L T 



avendo posto 



Integrando su x si ha: 



(-t<*<-t)- 



AC - cM t * ^ r I T+ ax\ 

AS ~ ~T ! ~\ og ( — f~) [IV J2] 



Mediante la sostituzione 



T+ ax 



e ricordando che 



la [IV32] diviene: 



\ogydy = y(\ogy - 1) f 



AS = S(T(x) - S(D) = 
cM t T, T, \ 



[IV.33J 



dove con S(T(x)) abbiamo indicato l'entropia della sbarretta nella configli 
razione in cui la sua temperatura varia linearmente con x fra T 0 e Ti 
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Esempi 

E.1V.6. Una mole di gas di Van der Waah alla temperatura iniziale T, = 300 K com- Variazione di entropìa nel- 
pie una espansione libera che ne porta il volume da V, = l litro a V, = 2 litri, l'espansione lìbera di un gas di 
Determinare la variazione di entropia. Van der Waals 

Essendo Q = 0 ed L = 0, si ha ancora AU = 0. Ricordando che (vedi 5 11.5.) 
U = Cv T- — — + cost., segue: 

Poiché sappiamo che V ,■ = 2 K,, inserendo nella precedente relazione possiamo 
trovare: 

T ._ T = /J LÌ ff V >~ V < _ a 

' ' C V \ V f V, I C ( Vi V f - 2 Vi Ci- 
Tt = T, 



2 V,C V ' 

Conoscendo ora sia V,, T, che V f J u inserendo nella [1VJ1] ricaviamo: 



àS = C ( - log [l - — 



E.IV.7. Due corpi solidi dello stesso materiale aventi la stessa massa m si trovano Due corpi solidi a temperature 

rispettivamente alle temperature T, e T 2 ; essi vengono poi pasti a contatto inizialmente diverse evolvono 

termico jmo a che raggiungono, all'equilìbrio, Sa stessa temperatura 7). verso l'equilibrio termico. 
Se durame la trasformazione essi sono mantenuti isolati dall'ambiente 
esterno, quale è la temperatura T/r Quale è la variazione di entropia? 

Inizialmente, l'energia interna del sistema è (in virtù della sua additività): 
U, = m cTi + mcT 2 + cost. = m c (T t + T 2 ) + cost. 
Nello stato finale, invece: 

Vf = 2 in c T r + cost . 
Essendo il sistema isolato, àU = 0, cioè U r = U,\ da cui si ricava: 

*/= z 



Dalla JIV.29] si ricava la variazione di entropia: 

Si = m c log 7", + m c log T 2 + cost, = m c log Tj T 2 + cost. 
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S/- = 2 in c log 



7", + 7\ 



+ COSt. = 1)1 c log 



+ COSt. 



*S = S/ - 5,- « ». , log )" _ |og Ti Tì = m f , . <7Ì + 7^ 



4 r, r. 



Notare che > 0. Per dimostrarlo, basta mostrare che (7 "' + ^ ■> n 
Le seguenti relazioni sono fra di loro equivalenti: ' 2 

<r, + nr 

(7, + 7\) ; > 4 7", 'A 
T 1 , + T\ + 7, Tj > 4 Ti T, 
7", + T 2 -2 7", T 2 > 0 
(h- 7\)-' > 0 

L'ultima di queste relazioni, essendo il primo membro un quadrato è eviden- 

1'™EhVzì:' xtì"" va,e qiiimdo ri ■ r =- doi qJd ° ™ " a 



L'na sbarretta omogenea evol- 
ve spontaneamente da tinosia- 
lo stazionario allo stalo dì 
equilibrio. 



E.IV.8. A partire dallo stato iniziale descritto nei # IV.H.-Ì., una sbarretta omogenea 
viene tascata tsoiata fnto a che non ra n: ittn U e uno stato di equilibrio Quale 
e la variazione ili entropia? 

Essendo isolala, all'equilibrio la sbarretta raggiunge una temperala 

7-, + 7", 



= 7" = 



2 



risano V ^ Ìa « 0ne ^ emr ° PÌ ?. è dUnque dala dall;l {,V ' 33] cambi;mi di s ™ 10 < f erché 
sSHnafe (T= f)° SempIlcemenle sc;imbia,i lo fnì^iale <r = 7" (a)) e lo 

Si ha pertanto: 

= Stf) - S(TM) , -S2L- ( r , , 0 g -S- - 7, log ^ - (7-, - Ti.) 

Ancora una volta risulta > 0. 

La condizione iS > 0 equivale a: 

in c ! Ti T» \ 

Ti - T 0 p lo §^- niog-=r-tfi- T a )j < 0 



log 



- 1 £ 0 
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log 



T+ a 



2« 



< 1 con ce = 



1 + K 



1 - K 



IK 



< e K 



(1 - À'>'~ A 



< e- 



a. 

T 



0 < K < 1 



La validità di questa disuguaglianza può essere dimostrata analiticamente; noi 
tuttavia preferiamo, qui, dimostrarla numericamente grallcando nella figura a Iato il 
suo primo c i! suo secondo membro. 



IV.9. L'entropia come parametro di stato 

Il fatto che l'entropia S sia una funzione di stato implica l'esistenza di 
una relazione funzionale fra l'entropia stessa e i parametri di stato usuali. 

S~S(P, V,T,...) 

^inversione di questa funzione permette di esprimere uno qualunque dei 
parametri di stato in funzione degli altri parametri di stato e dell'entropìa. 
In taf modo V entropìa può essere considerata come un parametro di staio 
(estensivo). Per esempio nel caso di un gas perfetto si ha per l'entropia S 
l'espressione 

S(V,T) = iìR In V+ «C„ln T+ cost. 

che costituisce un legame funzionale fra S, V e T. Tale relazione può essere 
considerata come una equazione di stato fra le variabili di stato S, V t T, 
analoga alla equazione P V = nRT (fra le variabili p, V e T). 

Jn particolare, lo stato di un sistema termodinamico descrivibile 
mediante due soli parametri di stato (come ad esempio un gas) può essere 
descritto tramite i parametri S e T. Il diagramma (T,S) su cui sì può visua- 
lizzare uno stato o una trasformazione di un tale sistema viene detto dia- 
gromma entropico. 

Nel diagramma entropico, l'area tratteggiata racchiusa dalla figura 
S A ABS B rappresenta la quantità di calore scambiata nella trasformazione 
A -> B (reversìbile): 

Q AB = \ B A TdS [IV.34] 

(REV) 

La [IV.23] può infatti essere scritta, in forma differenziale: 

~~- = dS; ÒQ = TdS 

da cui la [IV.34]. È appena il caso di ricordare che nel diagramma (P, V) di 
Clapeyron l'area racchiusa sotto la curva rappresentativa di una trasforma- 
zione quasi statica rappresentava il lavoro L = P dV. 



6- 




Sa Sb s 

Diagramma entropico. 




V 
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S r - Sr S 



Nel caso di un ciclo termodinamico, l'area racchiusa daila curva raoDre 
sentativa nel diagramma entropico rappresenta la quantità di calore com* 
plessivamente scambiata dal sistema, così come nel piano di Claoevron o**l 
rappresentava il lavoro. a 

A titolo di esempio, nelle figure a fianco è rappresentato un ciclo di 
Carnot (reversibile) nel diagramma di Clapeyron e nel diagramma entro- 
Pico. Nel diagramma (T,S) le adiabatiche reversibili BCq DA (che sono 
isoentropiche) sono rappresentate da tratti verticali; le isoterme sono invece 
rappresentate da tratti orizzontali. L'area del ciclo è (T c - 7» (S - s ) ed 
è pari alla quantità di calore Q im = \Q AB \ -|Q„| che il fluido termodina- 
mico scambia con le sorgenti lungo il ciclo, come è facile verificare usando 
la [IV.30] e le [IV.6] e [IV.7]. 



Variazioni di Entropia dell'universo in seguito a trasformazioni naturali 



Tipo di irrcvcrsibililà 



Irreversibilità 

meccanica 

esterna 



Irreversibilità 

meccanica 

interna 



Irreversibilità 

termica 

esterna 



Irreversibilità 
chimica 



Trasformazione irreversibile 



Dissipazione isoterma a tempe- 
ratura Tdi lavoro W attraverso 
un sistema in energia interna 
di un serbatoio 



Dissipazione adiabatica di la- 
voro in energia interna di un 
sistema (temperatura finale 
T f >Tj temperatura iniziale) 



Espansione libera di un gas 
ideale (volume finale V f > V s 
volume iniziale) 



Trasmissione di calore attra- 
verso un mezzo da un serba- 
toio caldo ad uno più freddo, 
isolati dall'ambiente {T x > T 2 ) 



Diffusione di due diversi gas 
ideali inerti che occupano ini- 
zialmente volume uguale 



Variazione di entropia 
del sistema 



Varia rione di entropia 
ci e 11 1 ambi ente 
circostalìlc 



n R In (VfiVf) 



2R In 2 



W 



Variazione di cnlrofiii 
dell'universo 



w 



nR\n(V f /V,) 



Q_ 



7Ì % 



2/ìJn2 f 



■É 



:1 
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Esercizi del capitolo IV 



IV.2. 



IV.2. 



IV. 3. 



IVA. 



IV.5. 



IV.6. 



1V.7. 



Una macchina di Carnot opera tra due sorgenti a temperature T, = 500 K e 
T f = 300 K. Calcolare: 

a) il rendimento delia macchina. Calcolare anche il rendimento della mac- 
china nei casi in cui: 

AT = 20 K e 7> resti al valore di 300 K; 



b) 
c) 



T c sia aumentato 
T. resti al valore 



500 K e T f sia diminuito di 
(Risposte; n 



A7" = 20 K. 
0,40; 0,42; 0,44) 



Una macchina di Carnot lavora tra una sorgente a temperatura f f = 700°C 
ed una sorgente fredda a temperatura t f = 0°C, realizzata con ghiaccio fon- 
dente. Durante il funzionamento della macchina si osserva che il ghiaccio 
della sorgente fredda fonde al ritmo di 5 g/s. Ricordando che i! calore latente 
di fusione del ghiaccio è k = 80 cal/g, calcolare la potenza sviluppata dalla 



macchina. 



(Risposta: W = 4,3 kW) 



Calcolare il rendimento del ciclo reversibile eseguito da un gas perfetto 
monoatomico e costituito da due isocore e da due isobare, come mostralo in 
figura. 

{P A = 4 atm, P D -2 atra, V A = W, V B = 4 1) (Risposta: n = 0,188) 

Calcolare il rendimento del ciclo reversibile rappresentato in figura, nell'ipo- 
tesi che il fluido termodinamico sia un gas perfetto Diatomico. 
La trasformazione A B è isoterma, \z B C ìsocora e la CA adiabatica. I! rap- 



porto di compressione V B IV A vale 3. 



(Risposta: r\ = 0,19) 



Una macchina può lavorare tra una sorgente a temperatura f c = 100°C ed 

una sorgente a temperatura t f = 0°C, costituita da una massa m = 20 kg di 

ghiaccio a 0°C. Utilizzando la sorgente fredda fino a che tutto il ghiaccio è 

fuso, calcolare il massimo lavoro ottenibile da una macchina del tipo 

descritto (k = 80 cai/g). , D . , . cn 1ni „ 

(Risposta: L = 5,9 ■ IO 5 cai) 

Una macchina termica a gas perfetto, operante tra due sorgenti a tempera- 
tura Ti = 500 K e T 2 = 200 K, esegue il ciclo indicato in figura. La trasfor- 
mazione A B è un'isoterma reversibile a temperatura T } , la B C è un'adiaba- 
tica irreversibile, la CD un'isoterma reversibile a temperatura T 2 e la DA 
una adiabatica reversibile. 

Sapendo che V B IV A = 2 e che V C IV D = 2,3 calcoiare: 

a) il rapporto tra i lavori eseguiti nei due rami adiabatici (B C e DA); 

b) il rendimento del ciclo; 

c) il rendimento di una macchina di Carnot (reversibile) operante tra le 
stesse sorgenti. 

(Risposte: - 1; 0,52; 0,60) 

Un ciclo Otto ideale (schematizzazione del motore a benzina a quattro 
tempi) è costituito dall'insieme di trasformazioni riportate in figura (tutte 
reversibili). 

Le trasformazioni A B e CD sono adiabatiche, le B C e D A isocore. La E A 
rappresenta l'immissione isobara di miscela aria-benzina, mentre la A E rap- 
presenta l'espulsione isobara dei gas combusti. 

Calcolare il rendimento del ciclo nell'ipotesi che il fluido termodinamico sia 
un gas perfetto biatomico (y = 1,4) e che il rapporto di compressione V A IV B 
valga 8. 

(Risposta: 0,56) 



Pi 



i D 



V B V 




V B V 
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IV.8. Una macchina termica a gas perfetto monoatomico esegue un ciclo reversi- 
bile costituito da: 

- una trasformazione politropica P V k = costante, che porta da uno stato A, 
di volume K 4 , ad uno stato B, di volume V B = 2 V A ; 

- una trasformazione isobara che porta da B a C con V c = V A \ 

- una trasformazione isocora a volume V A dallo stato C allo stato A, in 
modo che il ciclo si chiuda. 

Calcolare ii rendimento del ciclo nel caso in cui si abbia k = 0,5. 

(Risposta: r| = 6,4%) 



IV.9. 




273 



T(K) 



miopìa nei cambiameli!! di 
■aio: il passaggio da una fase 
H'altra avviene, per un dato 
ilore della pressione, a ten> 
eratura costante con scambio 
i calore con l'esterno (calore 
itente). 



IV.IO, 



Il lavoro erogato da una macchina dì Carnot, operante tra una sorgente 
calda a temperatura 7",. = 373 K ed una sorgente a temperatura ambiente 
T B = 293 K, viene usato per far funzionare una pompa di calore, realizzata 
ancora con una macchina di Carnot, che preleva calore da una cella frigori- 
fera a temperatura T f = 263 K e cede calore all'ambiente (T a = 293 K). 
Se dalla cella frigorifera viene prelevata la quantità di calore Q r = 100 cai, 
quanto calore Q c viene corrispondentemente prelevato dalla sorgente calda? 
Quanto calore Q„ scambia complessivamente la sorgente a temperatura 

ambiente? (Risposte: Q t = 53,2 cai; Q„ = 153,2 cai) 

Una massa m = 100 g di acqua, inizialmente a temperatura r, = 30 U C, è 
raffreddata a pressione atmosferica fino a diventare ghiaccio a temperatura 
h = 0°C. 

Calcolare la variazione di entropia dell'acqua sapendo che il calore specifico 
dell'acqua in fase liquida vale q = 1 cal/g "C; il calore specifico dell'acqua 
in fase solida (ghiaccio) vale c s = 0,5 cal/g °C; il calore latente di fusione 
vale X = 80 cal/g. Si può supporre che i calori specifici non varino nell'in- 



tervallo di temperatura considerato. 



(Risposta: AS = - 0,042 



cai 



-) 



IV.il. Calcolare: 

a) la variazione di entropia AS„ di una massa m = 2 kg di acqua, inizial- 
mente a temperatura /] = 10"C, posta a contatto con una sorgente a tempe- 
ratura t 2 ~ 100°C fino a che la temperatura dell'acqua raggiunge quella della 
sorgente. 

b) Quanto vale la variazione &S S di entropia della sorgente? 

c) Di quanto varia l'entropia dell'universo? 

(Risposte: AS„ = 552 cal/K; AS S = - 483 cal/K; AS„„ = 69 cal/K) 



IV. 12. Una massa m = 1 kg. inizialmente a temperatura f, = 90°C viene gettata in 
uno stagno la cui temperatura è i 2 = 20°C. 
Calcolare la variazione di entropia dell'universo. 

(Risposta: AS„„ = 24,7 cal/K) 



IV.13. Come visto al Cap. II, fig. II. 1, il calore specifico molare dell'alluminio varia 
leggermente con la temperatura nell'intervallo 100°C ~ 400°C. Suppo- 
nendo, limitatamente a questo intervallo, di rappresentare l'andamento del 
calore molare con la temperatura mediante un'espressione lineare del tipo: 

C(T) = A + B T (con A e B costanti), 

con le condizioni: C(100°) = 6,1 cai/mole °C e C(400°C) = 6,8 cai/mole °C, 
calcolare la variazione di entropia di 10 moli di alluminio che passano dalla 
temperatura ^ = 150°C alla temperatura t 2 = 350°C 

(Risposta: 24,9 cal/K) 
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(V.14. Una macchina termica opera reversibilmente scambiando calore con tre sor- 
genti a temperature T A = 500 K, T B = 3 73 K e T c = 273 K rispettivamente. 
La macchina assorbe calore Q A = 200 cai dalia sorgente a temperatura T A e 
calore Q B = 300 cai dalla sorgente a temperatura T B . 
Calcolare il rendimento del ciclo 

(Risposta: n. = 34,4%) 



.15. Una macchina termica scambia calore con due sole sorgenti a temperature 
T c = 500 K e 7> = 300 K rispettivamente. In un certo intervallo di tempo la 
macchina produce un lavoro L = 100 /con un rendimento r\ = 0,20. Calco- 
lare la corrispondente variazione di entropia dell'universo. 

{Risposta: AS ua = 0,33 JIK) 



Un fluido termodinamico esegue un ciclo di Carnot (reversibile) operando 
tra due sorgenti le cui temperature differiscono di 200 K. La variazione di 
entropia lungo la trasformazione isoterma alla temperatura inferiore e 
&Sf = - 20 cal/K, Calcolare il lavoro compiuto nel ciclo. 

(Risposta: L = 1,67 - IO" 1 /) 



IV. 17. Un ciclo termodinamico reversibile, relativo ad una mole di gas perfetto mo- 
noatomico, è composto da una trasformazione AB isoterma a temperatura 
7", = 300 K, da una isocora BC che porta il gas a temperatura T 2 - 200 K e 
da una adiabatica CA che chiude il ciclo. 

a) Come si rappresenta il ciclo nel diagramma entropico (T, S)? 

b) Quanto vale la variazione di entropia AS AB nella isoterma ABI 

(Risposta: AS AB = 1,22 cal/K) 



ÌV.18. 



Una mole di gas perfetto monoatomico esegue un ciclo reversibile costituito 
da una trasformazione adiabatica AB, da un'isoterma BC a temperatura 
T B = 300 K e da un'isocora CA. 

11 rapporto di compressione vale V B IV A = 3. Calcolare il lavoro del ciclo nel 
caso in cui: 

a) la trasformazione reversibile CA è realizzata fornendo calore a volume 
costante mediante infiniti contatti termici a temperature vìa via crescenti di 
infinitesimi da T c a T A ; 

b) la trasformazione isocora CA è realizzata isolando termicamente il reci- 
piente e mettendo in movimento un mulinello al suo intemo per un tempo 
adeguato. 

(Risposte: a) L = + 322 cai; b) L = - 659 cai) 



IV.19. Una massa m = I kg di acqua inizialmente a temperatura f,- = O^C viene 
portata a 100°C in tre modi diversi: 

a) ponendola direttamente a contatto con una sorgente a temperatura 
t f = 100°C; oppure 

b) ponendola prima a contatto con una sorgente a temperatura intermedia 
h = 50°C e, dopo che un primo equilibrio si è raggiunto a 50°C, ponendo 
l'acqua a contatto con la sorgente a temperatura t f = 100°C; oppure 

c) ponendo l'acqua prima a contatto con la sorgente a temperatura t 2 = 50"C, 
ponendola poi a contatto con una sorgente a temperatura / 3 = 75°C fino ad 
equilibrio a temperatura ty , e, per ultimo, ponendo l'acqua a contatto con la 
sorgente a 100°C fino all'equilibrio finale. 

Calcolare la variazione dell'entropia dell'universo nei tre casi. 

(Risposte: AS<^ = 44,0 cal/K; &S<$ = 23,2 cal/K; = 18,5 cal/K) 





(b) 
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I\.20. Una massa m = 0,5 kg di rame inizialmente a temperatura ambiente 
(ti - 20°C) viene messo a contatto con una sorgente S a temperatura 
(t - 100°C fino a che non ne raggiunge la temperatura. ■ 
A questo punto il blocco viene gettato nelle acque di un lago L a tempera- 
tura i L - 20°C, dove resta fino al raggiungimento del nuovo equilibrio ter- " : 
muco. Sapendo che il calore specìfico del rame èc = 0,09 cal/g K calcolare- 

a) l'integrale di Clausius per il blocco di rame; ' j 

b) la variazione di entropia per l'intero sistema '(rame + sorgente -Mago) ì 

(Risposte; □) - 2,64 ca!/K; b) + 2,64 cal/K) j 

IV.21. Consideriamo un ciclo infinitesimo di Car:;ot che utilizzi come fluido termo- 
dinamico la massa m di una data sostanza e che sia costituito dalla seguente ! 
sequenza di trasformazioni reversibili: ì 
AB: la sostanza passa dallo stato liquido {volume V L ) allo stato gassoso 
(volume V c ) a temperatura costante T; 

BC: il vapore passa in modo adiabatico dàlia temperatura T alla temperatura 
T- <iT aumentando di una quantità infinitesima il volume; 
CD: la sostanza torna allo stato liquido con una compressione isoterma a 

— temperatura T- dT; 

L V G v DA: il liquido passa adiabaticamente dalla temperatura (T~ dT) alla tempe- 

Eouazinne di rinni..* l^"™ '""j"' 6 T - diminuendo di una quantità infinitesima il suo volume. 

rhnVvmn Supponendo nofi V L , v G , Te ^ (calore latente di evaporazione) e trascu- 

P ' rando le variazioni di volume nelle adiabatiche, ricavare l'espressione della 

differenza dP tra le tensioni di vapore saturo relative alle temperature Te 
T- dT rispettivamente. 

Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del capitolo IV 

IV.l. Per macchina di Carnot si intende una macchina che opera tra due sole sor- 
genti con ciclo reversibile. Usare il teorema di Carnot e ricordare l'espressione 
del rendimento, in funzione delle temperature delle sorgenti, ricavata nel caso 
di ciclo reversibile che usi come fluido termodinamico un gas perfetto, 

IV.2. Il rendimento della macchina (reversibile) si ricava dalle temperature delle 
sorgenti. Calori scambiati e lavoro vanno considerati relativamente all'unità 
di tempo. 

IV .3. L = \PdVb facilmente ricavabile per integrazione grafica nel diagramma di 
Clapeyron. Individuare i due rami del ciclo in cui il calore è assorbito dal gas. -i 

IV.4. Esprimere il rendimento in funzione di \ Q CED \ e Ig^l. 

IV.5. Ricordare il teorema di Carnot ed individuare le caratteristiche della macchina 'gj 
che rende massimo il rendimento. Poi procedere come per il problema IV.2. 

IV.6. a) Applicare il primo principio della termodinamica alle trasformazioni adi*| 
batiche BC e DA e ricordare che, per gas perfetti, U = U(T). ' 
b) Osservare che, a differenza del caso di ciclo reversibile di Carnot 
(V B IV A ) ,É. (V C /V D ). 

IV.7. Basta applicare la formula tj = 1 — \ Qced \ - notando che gli scambi di calore^ 
„ - \Qmss\ il 

avvengono sulle isocore reversibili e che temperature e volumi sono legau| 
dalla relazione delle adiabatiche reversibili. 
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IV.8. Il calore scambiato (in modulo e segno) lungo la politropica può essere cal- 
colato a partire dall'espressione generate, già ricavata, per il calore molare 
per le politropiche. 

IV.9. a) Si tratta di macchine reversibili collegate in modo che il lavoro positivo 
del motore venga utilizzato con segno negativo nel frigorifero. Nello svolgi- 
mento può risultare conveniente considerare i moduli delle grandezze in 
gioco. 

b) SÌ può considerare il sistema isolato costituito dalle tre sorgenti e dai due 
fluidi delle macchine di Carnot. In tale sistema si svolgono processi reversi- 
bili. Ricordare la disequazione di Clausius tenendo conto che i fluidi delle 
macchine compiono trasformazioni cicliche. 

IV.10. Il processo in questione può essere ritenuto reversibile e separabile in tre 
processi parziali: 

a) raffreddamento reversibile da 30°C a 0°C; 

b) passaggio di stato liquido - solido a / = 0"C = cosi, (sottrazione di 
calore) 

c) raffreddamento del ghiaccio da 0°C a - 10°C. 

IV.ll. a) L'acqua compie una trasformazione irreversibile; per il cacolo di AS a sce- 
gliere un'opportuna trasformazione reversibile. 

b) La sorgente scambia, in modo isotermo, la quantità di calore ricavata 
dal i 'acqua. 

c) L'entropia è funzione di stato additiva. 

IV.12. Nel processo di mescolamento l'universo è costituito dalia massa m e dall'ac- 
qua dello stagno. Lo stagno, a causa della sua grande massa, non cambia 
apprezzabilmente la sua temperatura. 

IV.13. Determinare le costanti A e B e poi sviluppare analiticamente l'integrale 
dell'entropia. 

IV.14. Essendo nota la quantità totale di calore assorbita, per calcolare il rendi- 
mento basta calcolare la quantità di calore ceduta alla sorgente a tempera- 
tura T c . SÌ tratta di un ciclo reversibile. 

IV.15. Il rendimento della macchina risulta inferiore a quello di una macchina di 
Carnot (reversibile) che operi tra le stesse sorgenti. Ricordare che l'entropia 
è una funzione additiva. 

IV.I6, È conveniente rappresentare il ciclo nel diagramma entropico (7*, S) e ricor- 
dare il significato dell'area racchiusa dal ciclo. 

IV.17. a) Ricavare l'espressione esplicita T = T{S) per una isocora reversibile di 
gas perfetto. 

b) Si può procedere tenendo conto che si tratta di un ciclo e che l'entropia è 
funzione di stato. 



IV.18. a) Il lavoro lungo CA è nullo. Tenere conto che gli stati A e B si trovano su 
un'adiabatica reversibile. 

b) Analizzare il lavoro lungo la trasformazione CA, a volume costante e con 
gas termicamente isolato, e confrontarlo con quello relativo all'adiabatica 
AB, 



IV.19. Procedere come nel problema IV.ll, osservando che, per quanto riguarda 
1 acqua, [ tre diversi modi di riscaldamento producono lo stesso effetto co™ 
pfessivo. 

Per l'ultima domanda ricordare che l'universo è un sistema isolato al ci 
interno avvengono trasformazioni per cui vale la disequazione di Clausiu" 

IV.20. Per il calcolo dell'integrale di Clausius del rame ricordare che il sistemi 
rame + sorgente + lago) è isolato. Il | ag0 si comporta come una sorgente a 
temperatura T L . 6 d 

IV.21. Il lavoro dei ciclo è pari all'area del parallelogramma (~ rettangolo) 
AB CD. Tale lavoro può anche essere espresso tramite il rendimento del 
ciclo e la quantità di calore assorbita dalla sorgente calda. 



1 

i 

l Capìtolo quinto 

Funzioni termodinamiche 



La trattazione di molti problemi di termodinamica è facilitata dall'in- 

nTnI Z, T e t Un Cert °. nU r mer ° dì / " ,rJo " i ^dinamiche, ottenute combi- IWion, icrmudiiv.mich. 
nando opportunamente funzioni o parametri di stato già noti: uU " , '" 11llht - 

- energia interna fj; 

- entropia 

- pressione />. 
~ volume y. 

- temperatura j. 

Le ulteriori funzioni termodinamiche che introdurremo, e di cui ricave- 
remo alcune proprietà utili nelle applicazioni, sono: 

- entalpia H = (j+ PV; 
funzioni' di Hetntoiiz o energia libera F= V- TS; 

finizione di Gibbs 0 entalpia libera G = U+ PV- TS = H- TS 

In sostanza, l'uso delle funzioni termodinamiche consente di porre in 
modo sintetico, per i vari processi, le condizioni che il primo e il secondo 
principio della termodinamica impongono ali'evoluzione delle trasforma- 
zioni termodinamiche. 

Cominceremo col discutere alcune proprietà dell'energia interna che 
non potevano essere discusse nel cap. II quando ancora non avevamo intro- 
dotto la funzione di stato di entropia. 

V.l. Energia interna 

È interessante in termodinamica la valutazione della velocità di varia- Fnergin interna 
zione di una grandezza al variare di un'altra quando tutti gli altri parametri 
siano tenuti costanti. Matematicamente, tali velocità di variazione sono evi- 
aentemente rappresentate da derivate parziali, e possono essere calcolate 
quando siano note le relazioni funzionali fra le grandezze considerate 
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Derivate parziali dell'energia 
intema. 



dU = TdS- P dV 



V = U(S, V) 



W 
ÒS t 



= T 



Tuttavia, nella pratica, molto spesso si è di fronte ad un'esieen?* 
opposta: cioè quella di ricostruire la forma dì una funzione di stato a partir? 
dalla conoscenza delle sue derivate parziali. A causa della difficoltà di deté? 
minare sperimentalmente alcune derivate parziali, tornano quindi molto 
utili delle relazioni tra derivate parziali che consentono di conoscerne 
alcune in funzione di altre (o di sempiici parametri di stato) di più fach> 
determinazione sperimentale. e 

Diamo qui due esempi riguardanti l'energia interna. 

La quantità |-|^ esprime la variazione di energìa interna al variare 
del volume del sistema quando la trasformazione sia isoemrapka cioè a 
f reTereibMe)''* °' ^ && eSemp '° Se ia formazione è ad'iabatica 

Riferendoci a trasformazioni quasi statiche elementari possiamo scri- 
vere (supponendo che il lavoro sia solo lavoro reversibile di volume" 



(primo principio) 

(definizione di entropia) dS = (cioè ÒQ = TdS) [V.2] 



dU = ÒQ- PdV [v 
5Q 



Sostituendo la [V.2.] nella [V.l.J si ha: 



dU = TdS- PdV 



[V.3J 



D'altra parte, scegliendo come variabili indipendenti V ed S, d 

U = U(S t V) 

m 



ève aversi: 



dU= l~\ dS + 



ÒS v 



dV 



[VA] 



Confrontando la [V3] e la [V.4] si ha: 



= T 



Dunque 



dV s 



, cosi come 



(as)> 

l—) =" 

\ dv js 



[V.5] 



sultano essere di facile determi-. 



nazione, essendo riconducibili a una misura rispettivamente di pressione 4 
ai temperatura. 
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Consideriamo, ora f la variazione di [/rispetto al volume V quando la 
temperatura Tsia mantenuta costante l^pj J- Nel caso di un gas per- 
fetto, l'esperienza di Joule ci ha consentito di concludere die U dipende 
solo dalla temperatura, per cui (^^rj ~ 0. 

Nel caso generale la misura di i^rj T presenta però notevoli difficoltà 

perché consìste nel valutare la variazione di U corrispondente a una deter- 
minata variazione di V, mentre viene somministrato calore al sistema in 
modo da mantenerne costante la temperatura. 

Il seguente ragionamento consente di esprimere (-4ttI in termini di 



V = U(K T) 
W 



ÒY i 



. . .. , ìi 

quantità più facilmente misurabili. 

Consideriamo un ciclo elementare di Carnot fra due sorgenti a tempe- 
ratura rispettivamente Te T~ dT Il lavoro su un ciclo (rappresentato nel 
piano di Clapeyron dall'area della figura compresa entro il ciclo) può essere 
espresso - nel caso di ciclo elementare - a meno di infinitesimi di ordine ~ 
superiore, approssimando la figura con un parallelogramma; ottenendo- dP 



òL = dP- dV 



fV.6] 



D'altra parte il lavoro ÒL può anche essere espresso in termini del 
calore ÒQ assorbito nell'espansione isoterma da A a B: 



ÒL = t} ÒQ 

dove r| è il rendimento del ciclo di Carnot 



n = i - 



T- dT 



dT 



[V.7J 



[V.8] 




Inserendo la [V.8] nella [V.7] si ha: 

ÒL = ÒQ- 
Per confronto fra la [V.9] e la [V.6]: 

dP - dV = ÒQ 



dT 



[V.9] 




dT 



IV. 10] 



palla figura si vede che ciò che noi abbiamo indicato con dP è in realtà 
la variazione di pressione dP corrispondente a una variazione dT di tempe- 
ratura, ma mantenendo costante il volume (a meno di infinitesimi di ordine 
superiore): 



dP - 



(dT )r 



dT 



IV. 11] 
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6/ J 



37" i 



Energia interna dì un u;is per- 
fetto. 



Inserendo la [V.ll] nella [V.10] si ha: 



( 37* )/ 



c/T- rfK= ÒQ 



dT 



da cui: 



dV 



[V.12] 



Applicando il primo principio alla espansione isoterma da A a B si 
lia, tenendo conto della [V.12] e del fatto che lungo una isoterma 



dU 



( àv)r 



dV\ 



dU = 60 - ÒL 
dP 



dV=T 



dV j T " ' \ QT tir 

da cui infine l'espressione cercata: 



dV- PdV 



[V.13] 



[V.14] 



La quantità 



è di facile misura perché rappresenta !a variazione 

di pressione corrispondente a una variazione unitaria di temperatura, 
quando il volume del sistema è mantenuto costante. Nel paragrafo V.3 rica- 
veremo in altro modo la [V.14], 

Qualora sia nota l'equazione di stato del sistema considerato (cioè sia 

nota Pin funzione di Ke T) la stessa [V.14] consente di calcolare e 

\ $ v Ì T - 

quindi anche di determinare l'espressione dell'energia interna una volta 
noto C v , considerato che già sappiamo (vedi § 11,6.) che: 



ÒT 



Nel caso di un gas perfetto, 



P = 



= nC v 



n RT 



[V.15] 



IV.16] 



da cui: 



( ar)> 



n R 



Inserendo la [V.16] e la [V.17] nella [V.14] si ha: 

W \ = nRT _ nRT 
dVjT~ V ~ 

il che comporta U = U(T). 



0 



[V.17].. 

■.:/!;€ 

rv.18" 



I 

f. 

f 



Funzioni termodinamiche 609 



L'espressione generale [11.48]: 
- / òu \ 



dU = 



\ 



dV 



diviene dunque per un gas perfetto (in virtù delle [V.15] e [V.18]): 

àV = -jjT dT= n C v dT 

così come nel § II.4.4. era stato ricavato a partire da considerazioni pura- 
mente fenomenologiche (esperimento di Joule) 

Per un gas di Van der Waals, dall'equazione di stato [11.38] si ha: Sergia ,n lC ma di un m dì 

X j Van der Waals. 



P = 



V ~ b 



da cui 



/ QP \ R 
[dTfy V - 



Inserendo la [V.19] e la [V.20] nella [V.14] sì ha: 



( w\ 



R 



V- b 



RT 

V- b 



V 1 



V 2 



> 0 



[V.19] 



[V.20] 



[V.21] 



A temperatura costante, al crescere del volume l'energia interna 
aumenta. Co e dovuto al fatto che all'aumentare del volume aumenta la 
distanza media intermolecolare e quindi deve essere fatto un lavoro di 
allontanamento contro le forze di attrazione reciproca delle molecole 

Integrando la [V.2I] rispetto al volume V si ha* 



U = 



[V.22] 



mn ^ T^VÌ, ^ razims c de[, a IV.22J può infatti dipendere da T 
considerato che la [V.21] ci d.ce che derivando da [V.22] rispetto a V a tem- 
peratura r costante dobbiamo ottenere ~. Derivando la [V.22] rispetto a 
T a volume costante (e tenuto conto della [V.15]) abbiamo: 
àU \ _ dC{T) 

àT jy df Cy ^ per una mole ) 

che, integrata rispetto a T, fornisce: 

C(T) ~C V T+ costante 
Inserendo la [V.23] nella [V.22] abbiamo infine: 



[V.23] 



y y- + C y T+ costante 



, che dimostra la [11.40] che avevamo allora anticipato senza dimostrazione. 



Per un gas di Van der Waals. 

u ~ — + C, -T+ cosiamo. 
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V.2. La funzione di stato entalpia H 



■unzione di stato entalpia. Quando un sistema termodinamico subisce una trasformazione per 

definizione cambia il suo stato; e per conseguenza varia di solito la sua 
energia interna. Ciò comporta di norma la necessità che il sistema scambi 
con le sorgenti, e più in generale con l'ambiente, energia e in particolare 
calore. 

^Poniamo la nostra attenzione su trasformazioni quasi statiche in cui 
ÒL - ÒL R = PdV, cosicché il primo principio - riferito alla trasformazione 
elementare - possa essere scritto come 



ÒQ = dU+PdV ry.24] 



Su una irastormaziojic a volti- Se la trasformazione avviene a volume costarne uiV = 0) h IV 741 ri 

() = \i W)IU11K. k ,„ a!0 al}a vanalime dj a , irHja j ll(cnl(r 

= dU Q = AU trasformazioni a volume costante [V.25] 

Molto spesso tuttavia la trasformazione non avviene a volume costante. È 
molto comune nella pratica il caso che una trasformazione (sia essa fisica o 
chimica) avvenga a pressione costarne; in particolare capita sovente che un 
sistema si trasformi alla pressione dell'ambiente. In questi casi, il calcolo 
del calore che il sistema assorbe (o cede) dall'ambiente è facilitato usando 
la entalpia /■/, definita come: 



H= U+PV 



[V.26] 



Differenziando la [V.26] abbiamo: 

dH = dU+ PdV+ VdP (V.27) 

Sempre nell'ipotesi di trasformazioni quasi statiche senza attrito, inserendo 
l'equazione del primo principio [V.24] nella [V.27] si ha: 

Su una trasformazione a pres- dH= ÒQ + VdP ry 281 

sione costante per cui il lavo- 1 J 

ro L sia solo lavoro di volume. 

Q = AH. e nell'ipotesi di trasformazione a pressione cassante (P - costante; d P = 0): 

ÒQ = dH Q = AH trasformazione a pressione costante [V.29] 

La quantità di calore che il sistema fornisce (assorbe) in una trasformazione a 
pressione costante è pari alla sua diminuzione (aumento) di entalpia. 

Segue in particolare dalla [V.29] 



Funzioni termodinamiche 611 

Esempio 

E.V.1. Calco/are il calore specifico motore C P a pressione costarne per un > A as perfetto. Cakoh, di f , ,vr un per- 

P,/^ alla r.i V26 ,'' tetlUt0 COnto che per un S as Perfetto V = n Ci T+ cost '' ctla 
rv- uRT, si ha // = n CyT + n R T ■¥ cost. Derivando rispetto a re dividendo 
per » (come vuole la [V.30]>, si ottiene 

r 1 l ÒH \ 
» \ ÒT jp 

Nella pratica, molte reazioni chimiche avvengono a pressione costante 
(ad esempio alla pressione atmosferica). Le quantità di calore messe in 
gioco nella reazione e i loro segni (reazioni eso- o endo-termiche) sono di 
notevole interesse teorico e pratico, e il loro calcolo è facilitato dall'impiego 
della funzione entalpia. ° 

Si consideri - ad esempio - una reazione chimica del tipo: 

aA+$B =± yC + ÒD 

dove le quantità et, p, Y) 6 sono i cosiddetti coefficienti stechiometrici della 
reazione (numeri interi o frazionari), A e B sono i simboli dei costituenti 
inizialt e C e D x simboli dei prodotti della reazione. Per esempio, nella rea- 



H 2 + — 0 2 ^ H 2 0 



si ha A = H 2 ; B = 0 2 ; C = H 2 0; D mancante. 
Inoltre a = I; p = y = 1; ò = 0. 

Mentre la reazione si sviluppa, i numeri dì moli dei costituenti iniziali 
che hanno reagito, e il numero di moli di prodotti di reazione che si sono 
tonnati, vanno cambiando in modo tale da restare proporzionali ai coeffi- 
cienti stechiometrici. Nell'esempio precedente », moli di H 2 reagiscono con 

1,1 Y moli di 0 3 , e si formano n 3 = moli di H 2 0. 
Dunque 

a p "~" f 

In generale in un intervallo di tempo elementare dt, la reazione procede in 
modo che i costituenti iniziali che hanno reagito e i prodotti di reazione che 
si sono iormati stiano nei rapporti 

dn \ = d*h = dti-i _ drt 4 
a p y ~ 5 • 

Tale rapporto (che è lo stesso per i vari costituenti coinvolti nella reazione) 

di 5 mole avm:am «"° ddUì Quando la reazione è avanzata Grado di avanzamento di una 



/ &fl i _ A« 2 An 3 An 4 \ 
\ a p " — ó~ = 1 moIe ) - 



reazione. 
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Entalpia moline di regione, la corrispondente variazione (li entalpia viene detta vntaliua molare di rea- 

zionc e la si indica usualmente col simbolo AH r . Per quanto detto sopra, 
AH r (calcolato per un certo valore della temperatura e della pressione) for- 

Calore molare di reazione a nisce ì\ calore molare delia trazione a passione costante per quel valore della 

pressione costumo. temperatura e della pressione. In chimica si conviene di scegliere dei valori 

standards di temperatura e pressione (usualmente / = 25°C e P = 1 atm) 
per la tabulazione delle entalpie molari (ricavate da misure cai ori metri eh e) 

Entalpia molare standard. dette entalpie molari Mondani {All''). 

Risulta utile, per quello che segue, introdurre il concetto di reazione di 
formazione. Si tratta di un sottogruppo delle reazioni chimiche, nei quale i 
costituenti iniziali sono elementi (molecole) e i prodotti di reazione si ridu- 
cono a un solo composto. L'esempio precedente 



H ; + -r- 0 2 * H,0 



è in realtà una reazione di formazione (dell'acqua, a partire dagli elementi 

chimici H 2 e 0 2 ). Si ha in questi casi Vcmalpia molare di formazione AH r e 
Entalpia molare standard di - alle condizioni standard - Vcmalpia molare standard di formazione AH}. 
formazione. L'entalpia molare standard di una qualunque reazione chimica può 

essere espressa in termini delle entalpie molari standard di formazione dei 
Legge dì Hess, costituenti iniziali e dei prodotti di reazione tramite la relazione (legge di 

Hess) 

AH®. — £ (A//;-)nrotlolli di reazione — X (A^/)cosliluenii iili/ijli [^31] 



Entalpia standard di formazione AH} (kcal/mole) a 298 K 
di alcuni composti notevoli 



COMPOSTI INORGANICI 



H 2 0 (liquida) 
HCi (gas) 
SO; (gas) 
N0 2 (gas) 



-6832 
-22,06 

- 70,96 

- 11,04 



CO, (gas) 
CaCO, (solido) 
Fe 2 0 3 (solido) 
ZnO (solido) 



■ 94,05 

■ 288,40 
196,50 

- 83,20 





COMPOSTI 


ORGANICI 




Metano (gas) 


- 17,89 


Etilene (gas) 


12,50 


Etano (gas) 


-20,24 


Propilene (gas) 


4,88 


Propano (gas) 


- 24,82 


Isobutene (gas) 


- 334 


Acetifene (gas) 


54,19 


Metanolo (liquido) 


- 57,02 


Etanolo (liquido) 


-66,35 


Benzene (liquido) 


11,72 



ATOMI GASSOSI 



Idrogeno 
Ossigeno 
Cloro 



52,10 
59,10 
29,00 



Carbonio 

Azoto 

Bromo 



171,70 
112,50 

26,70 . 
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U legge dì Hess può essere facilmente dimostrata. Consideriamo ad esem- 
zili% r t e andand) CldÌCa ^ ^ S ^ Uetìti passi <°S ni P asso in con di- 



a+ a' - / 
b+ b' E 

passo I: 
formazione 
di A e B 



A + B -+ C+D 

passo II (reazione): 
A e B reagiscono 
fornendo C e D 



C -> a+ b 
D -* a' + b' 
passo III: 
scomposizione 
di C e D in elementi 



Nel primo passo la variazione di entalpia AH, è data da 

a// 7 = l (A#;u ltuenll jniiial] . 

Nel secondo passo la variazione dì entalpia A//„ è data da 

AH,, = AH" . 

Nel terzo passo la variazione di entalpia AH m è data da 
A #/// = - 1 (A//;) pru(l0I(i di f ^ ioiK , 

Sommando (e tenuto conto che sulla somma dei tre passi la variazione 
complessiva della funzione di stato entalpia è nulla trattandosi di trasforma- 
zione ciclica): 

I (A//;) cosliluenti ini;iali + AH? - l (A///) prMlolti d] _ ionc = o 

da cui segue la legge di Hess [V.31]. 

Le entalpie molari standard di formazione sono state tabulate una volta 

essere calcolate ie entalpie molan standard relative a qualunque reazione 



Esempio 

E.V.2. Calcolare l'entalpia molare standard della 



+ 5 0, - 4 NO ( X as) + 6 H 2 0 (Ha.). 



seguente reazione 4 i\H, (gas) + Entalpia mokire standard di 

un;i reazione chimica. 
Sono note da tabella empirica le entalpie molari standard di formazione: 



Entalpie molari standard di formazione 



Specie chimica 



II 

H ; 0 (liq) 
HC1 (gas) 
C0 2 (gas) 
NH 3 (gas) 
NO (gas) 



H'I (U/mole) 



0 

- 286 

- 92 
-394 

- 46 

- 90 
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Dalla legge di Hess si ha: 

AH° = [4 AH) (NO, gas) + 6 AH'}(H 2 0, Iiq.)U dolli di reilriont - 

- [4 Atf^NH^gas)-^ A//J (0 2 )U lilUinli iniIiali = 

- {4 -90 + 6 (~ 286)] - [4 •<- 46) + 6 0) = 
= - 1172 KJ/mole. 

La conoscenza di AH r - e dunque di Q- ha particolare rilievo nella progetta- 
zione di impianti chimici relativi a reazioni a pressione costante: il segno di AH, 
indica il tipo di reattore (da riscaldare o da raffreddare), mentre il suo valore asso-' 
luto consente il dimensionamento degli scambiatori di calore. 

È opportuno notare che le quantità AH, e A//, variano poco con la pressione, 
rispetto a A//" e AH}, a meno che non intervengano cambiamenti di slato di aggre- 
gazione. 



Anche nel caso dell'entalpia, possono essere ricavate interessanti rela- 
zioni fra derivate parziali. Per trasformazioni quasi statiche, la [V.2S], accop- 

piata con la relazione dS = -y- (da cui 62 = TdS), consente di scrivere 

dH = TdS+ VdP [V32] 

che esprime il differenziale dH come forma differenziale lineare nelle varia- 
bili S e P. La [V.32] ci dice che: 

Un noto teorema di analisi (teorema di Schwartz) impone l'uguaglianza 
delle derivate miste: 



ÒSdP ÒPdS 
da cui segue (tenendo conto delle [V.33]): 



/37"\ IW\ 

\dpjs - br , [V34] 



Equazioni dì Maxwell. La [V.34] è una delle cosiddette equazioni di Maxwell, e consente di 

esprimere una quantità difficilmente misurabile |quale è |~|^-J j con una 

quantità facilmente misurabile come \~^\ > cne rappresenta la variazione 

di temperatura rapportata a una variazione unitaria di pressione in una tra- 
sformazione isoentropica (ad esempio in una adiabatica reversibile). 

Nel corso di questo capitolo, introdurremo altre equazioni di Maxwell, 
che riassumeremo poi in una tabella conclusiva a fine capitolo. 

A proposito delle equazioni di Maxwell va notato che Io stato dei 
sistemi termodinamici può essere espresso, oltreché attraverso le variabili 
di stato P, V t T y anche usando come variabili indipendenti le funzioni di 
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stato che abbiano introdotto (S, U, F, <?,...). Per fare ciò, basta tenere conto 
dei legami analitici che legano queste funzioni alle variabili P, V, T: ed eli- 
minare una qualunque fra queste variabili introducendo al suo posto una 
fra le S, £/, F, G,... Ciò può tornare a volte vantaggioso al fine di rendere più 
semplici alcune leggi utili. 

Tuttavia va notato che le variabili P t V, Tsi misurano ricorrendo a spe- 
cifici strumenti (manometri, termometri, ecc.) dì facile uso sul sistema in 
stato dì equilìbrio; mentre le variabili U t S, F, G si calcolano coinvolgendo 
processi che cambiano lo stato de! sistema e permettono la valutazione di 
variazioni di tali parametri (A$ AC/, &F t ...). 

Le equazioni di Maxwell legano grandezze di facile misura a grandezze 
di diffìcile misura. 



V. 3. Energia libera di Helmoltz F 

Abbiamo visto che le funzioni di stato energia interna ed entalpia con- 
sentono un facile calcolo dell'energia (termica) che il sistema deve scam- 
biare per compiere una determinata trasformazione, rispettivamente a 
volume e a pressione costante. 

In meccanica, lo studio della stessa fn/izioiii' enerva (che in quel con- 
testo era detta energìa potenziale anziché energia interna) consentiva anche 
di calcolare le posizioni di equilibrio del sistema, considerato che un 
sistema meccanico tende a raggiungere le posizioni di minima energia 
potenziale. 

La termodinamica tratta sistemi complessi, formati da un numero gran- 
dissimo di componenti capaci di muoversi in maniera almeno parzialmente 
indipendente l'uno dall'altro, e casuale. Considerazioni strettamente ener- 
getiche non sono allora sufficienti a definire l'evoluzione del sistema: 
abbiamo visto che un sistema isolato (e dunque di energia costante) evolve 
verso le configurazioni di entropia crescente. Per un sistema isolato, la con- 
figurazione di massima entropia rappresenta dunque una configurazione di 
equilibrio stabile; e ciò può essere interpretato, come vedremo nel capitolo 

VI, in base a considerazioni di carattere probabilistico. 

Restando qui nell'ambito dell'approccio macroscopico, notiamo che il 
caso che un sistema termodinamico sia isolato non rappresenta che un caso 
particolare, e tutt'altro che frequente; ed assume dunque grande rilievo il 
chiedersi in base a quali leggi possa essere individuata la configurazione di 
equilibrio di sistemi che evolvano scambiando anche energia (in particolare 
energia termica) con t'ambiente. A tal fine è utile introdurre le funzioni 
energia lìbera: quella di Helmoltz f\ di cui ci occupiamo in questo paragrafo, 
e quella (// Oibhs C, che verrà discussa nel paragrafo V.4. 

Consideriamo un sistema termodinamico che scambi calore solo con 
una sorgente (ad esempio con l'ambiente) a temperatura uniforme e 
costante pari a T. Dalla [IV.25], tenuto conto che stiamo considerando il 
caso che sia T = costante, ricaviamo: 



Energia libera di Helmoltz. 



Tei" un sistema isolato, le con 
figurazioni di equilibrio stabi 
le sono ciucile di massima en 
tropia S. 




Da cut: 



Q < T[S(B) - S(A)] 
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e poiché per il primo principio 1= Q-MJ, si ha: 

L < T[S(B) - S(A)} - [U(B) - U(A)\ [V.35]' • 

Se T rappresenta non solo la temperatura della sorgente con cui il sistema ■ 
scambia calore, ma anche la temperatura del sistema nello stato A e nello ; 
stato B {T A = Tb = T), introducendo una funzione F definita come: ,;, 



F = U-TS 



F= U-TS 



[V.36] 



la [V.35] può essere scritta come: 

Z, < A f L<-AFAF= F(B) - F(A) IV.37] 

Questa disuguaglianza pone un limite superiore al lavoro che il sistema può 
compiere portandosi dallo stato A allo stato B\ il segno di uguale vale per 
trasformazioni reversibili. 

Nel caso particolare che il sistema non compia lavoro (se il lavoro è 
lavoro di volume, il sistema deve essere mantenuto a volume costante), la 
[V.37] ci dice: 

&F <, 0 cioè F(B) < F(A) [V.38] 

Per un sistema a volume co- Un si sterna termodinamico a volume cosi a ni e, in coni aito termico con ima sco- 
stante, le configurazioni di gente (con l'ambiente) a temperatura costante T, evolve verso sfati di energia 
equilibrio stabile sotto quelle Ubera F decrescente; per esso dunque gli stati di energia libera minima rappre- 
si minima energia lìbera / sentano configurazioni di equilibrio stabile 

Per trasformazioni quasi statiche elementari, differenziando la [V.36] e 
tenuto conto delle due relazioni dU = ÒQ - PdV; òQ = TdS, otteniamo 
(sempre nell'ipotesi che il lavoro sia solo lavoro di volume): 

dF= dU- TdS-SdT = 

= 6(2 - PdV- TdS - SdT = 
= TdS -PdV- TdS -SdT 

dF= - PdV -SdT 



[V.39] 



dF = - PdV - SdT 



La [V.39] mostra che: 

\dVjr \dTfr 



[V.40] 



Imponendo, come vuole il teorema di Schwartz, l'uguaglianza delle derivate 
Equazione di Maxwell. seconde miste, otteniamo un'altra equazione di Maxwell: 



dl> \ l ÒS 



97" i \ (ìl 



Notiamo che il primo membro di questa equazione è dì facile determina- 
zione sperimentale (misure di pressione e di temperatura a volume 
costante) contrariamente al secondo membro. 
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Nel caso di un gas perfetto o di un gas reale, per i quali l'espressione 
di U e di S erano state date esplicitamente nei capitoli II e IV rispettiva- 
mente, possiamo facilmente scrivere l'espressione di F rifacendoci alla sua 
definizione [V.41]; si ottiene: 

Gas perfetto T , . . _ , „ . r . , , Energia libera dì Helmoltz per 

(1 mole) F- C v T+d~T(Cy\ogT+R\o$V+c) un gas perfetto e per un gas di 

Van der Wauls. 

Gss re sic ci 

(I mole) F= C y T-~ + d-T(C v lo g T+R\oè(V-b) + c) 

dove dee sono costanti arbitrarie, mentre aei sono le costanti dell'equa- 
zione di Van der Waals per il gas considerato. 



Esempio 

E.V.3. Facendo uso dell'equazione di Maxwell [V.41] ricavare ia relazione [V.Ì4}. 
Ricordiamo le relazioni; 



-(— ) 



dT /i \ dV jr 

Dalla definizione di energia libera F(F = U-TS) si ha 

U = F+TS 
che derivala a temperatura costante dà: 

'35 



)JJ_\ _ / ÒF 
W }t ~ \ dv 



+ T 



dV Ir \ ÒV h \ 3T Ir 
Ma per la [V,40] abbiamo 



= - P 

r 



e per la [V,41] 



Dunque 



ÒS 



i-m. 



IV.41] 
[V.I4] 



Va notato che per un sistema i cui stati (come succede per un gas) 
siano completamente definiti da due soli parametri (ad esempio Ke J), la 
[V.38] non ha alcuna utilità; infatti se volume e temperatura sono entrambi 
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costanti il sistema non compie alcuna trasformazione (A = B). La [V381 *' 
utile quando lo stato del sistema dipende da una ulteriore variabile f- \\ 
caso più comune è quello che la variabile /rappresenti il grado di avanza 
mento di una reazione chimica o di un cambiamento di stato di aeer^oJ 
zione. «ssrega- 

In generale, quando la funzione F dipende dai tre parametri T V f \\ 
lavoro non è più solo lavoro di volume; e nei differenziale dF accanto *. 

termini dV=-PdVe l^j/T = - Sardella [V.39] compare 



ÒVjr 
anche il termine 



dF= - PdV- SdT+ 



df 



Imponendo la condizione di equilibrio dF = 0 per Te ^costanti, la prece- 
dente relazione ci dice che deve essere: 



= 0 



[V.42] 



Come questa condizione di equilibrio possa essere usata per risolvere pro- 
blemi utili verrà discusso nel § V.5. Va notato che all'equilibrio, in virtù 
della [V.42] tfAorna ad essere espresso dalla [V.39], e il lavoro resta ancora 
unicamente lavoro di volume. 



V.4. Energia lìbera di Gibhs G 

Energia li ben, di Gibhs (,'. L assai frequente nella pratica il caso che „„ sistemi icmunlinamico in 

contatto termico con un ambiente a temperatura costami- T si trasformi non 
già a volume costante, ma piuttosto a pressione optante: è questo il modo 
in cui sovente hanno luogo reazioni chimiche, o anche trasformazioni 
fisiche come in particolare cambiamenti di stato di aggregazione. 

Per la trattazione di tali trasformazioni, e in particolare per descrivere 
gli stati di equilibrio dei sistemi ad esse soggetti, è utile introdurre YcnerKÌu 
Ubera di Gibhs G definita dalla relazione: 



G = H - rs 



(7 = U + P V~ T S = H ~ TS 



[VAI] 



Nell'ipotesi che il sistema si trasformi a pressione costante (oltre che a tem- 
peratura costante), il lavoro di volume L al primo membro della [V.35] può 
essere scritto come P(V B - V A )\ per cui la [V.35] stessa diviene: 

P(.V B - V A ) < T[S(B) - S(A)] - [V{B) - U(A)) 

ovvero: 

U{B) + PV B - TS(B) < U(A) + PV A ~ TS(A) [V.44] 
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Tenuto conto che T E = T A = T e P B = P A = P, in virtù delia definizione 
[V.43] la [V.44] può essere scritta come: 

G(B) < G(A) 

ovvero [V.45] 

AG ^ 0 

Per un sistema termodinamico a con/arto termico con mi ambiente a rem- Citi stali Ui equilibrio ili un si- 

peratiira T, che si trasformi a pressione costante, l'energia libera di Gìbbs G sicitui ;i temperami e prcssio- 

non può annientare. Gli stati in cui G è minima rappresentano pertanto stati ^ costimi! sono quelli per cui 

(// emiiUbrio stabile. G e mirlima - 

Anche per l'energia libera di Gìbbs G può essere ricavata una interes- 
sante equazione di Maxwell. 

Riferendoci a trasformazioni elementari quasi statiche, differenziando 
la [V.43] e tenendo conto delle relazioni dU = ÒQ - P dV e ÒQ = TdS, 
otteniamo: 

dG = dU+PdV+ VdP- TdS - S dT = 
= 6Q+ VdP - TdS-SdT = 
= TdS+ VdP- TdS-SdT 



cioè 



e quindi 



dP }t ' \ dT )p 
e applicando la relazione di Schwartz 



dG = VdP-SdT [V.46] d<, - i <u> - s ,rr 



ÒGX -V; l^-S [V.47Ì 



i-ÓLui/iOliC vìi MiiXWCll. 



che collega la variazione di entropia rispetto alia pressione, a temperatura 
costante, con il coefficiente di dilatazione termico a pressione costante. 

Anche per l'energia libera di Gìbbs (che è detta anche ciao! pi >i libera) 
valgono considerazioni analoghe a quelle fatte per la funzione F a conclu- 
sione del § V.3.: essa diviene utile cioè quando lo stato del sistema dipenda, 
oltre che dai parametri P e T, anche da un ulteriore parametro / 

Quando ciò accade, la condizione di equilibrio a pressione P e tempe- 
ratura T costanti (analoga alla [V.42] che valeva a Te V costanti), diviene: 



-, . =0 [V.49] 

9/ P.T 



relazione la cui utilità verrà discussa nel prossimo paragrafo. 
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Esempio 



Entalpia libera di un gas per- E.V.4. Esprìmere l'entalpìa lìbera molare G dì un gas perfetto in funzione deìh'kù^ 
Tetto. variabili «naturali» P e T. 

Partiamo dalla definizione di G: - ; | 

La barra sui simboli indica le G = H- TS. Per un gas perfetto, H e S sono dati rispettivamente da' vVl 
quantità molari. _ ' ' ! cV. 

H « U+PV = CyT+RT+ cost = (C y + R) T+ cost = C P T+ H a 

RT ' 
S = R log y+ C\log r+ cost = R log + Ci log T+ cost = : 

= R log /f + R log 7" - R log /> + Ck log 7" + cost = % 
= (R + CV) log r - « log /> + 5 0 = C P log 7- - R log /> + 5„ 

Da queste espressioni per H e 5 si ricava immediatamente: 

G = C F T+ H n - C P T{ 0 £T+ RT\ogP- TS» 

Questa relazione viene scritta solitamente come: 

G = R T(<t> + log/ 1 ) 

con 

* = -pjr IH 0 - TS (I + Q.T- O Tlog T] 



V.5. Transizioni di fase 

Consideriamo un sistema costituito da due fasi, cioè da due parti carat- 
terizzate da un diverso stato di aggregazione, ad esempio liquido e gassoso 
(vapore). Supponiamo che il sistema sia chiuso, cioè la sua massa totale 
non cambi pur essendovi trasferimenti di massa da una fase all'altra. Il 
sistema non è invece isolato, essendo mantenuto a contatto termico con 
una sorgente (ambiente) a temperatura costante T con cui scambia,a]l'oc- 
correnza, calore. Consideriamo il caso che il sistema sia mantenuto a pres- 
sione costante, cosicché ie sue configurazioni di equilibrio sono determi- 
nate dalla condizione che sta minima la funzione G (qualora il sistema fosse 
a volume costante, varrebbero considerazioni analoghe impiegando la fun- 
zione f). 

Se chiamiamo con n il numero totale di moli che costituiscono il 
sistema, con a, ed n v il numero di moli rispettivamente in fase liquida e gas- 
sosa (vapore), si ha: 

», + rt v = n = costante . 

Chiamiamo anche /= — la frazione ponderale di sistema che si trova in 

ti 

fase di vapore, si ha: 



n, = n - n„ = n (1 -f) 



[V.50] 
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Se con G, e G v indichiamo le entalpie Ubere molari rispettivamente delta 
fase liquida e gassosa, essendo G una funzione additiva possiamo scrivere 
l'entalpia libera complessiva del sistema come: 

G = ti! G, + rt v G, 



ovvero, tenuto conto delle [V.50]; 

G = n/G v +n(ì 



f)G, 



[V.51] 



G„ e G, dipendono da Te da P, variabili intensive che all'equilibrio hanno 
lo stesso valore sia per la fase liquida che per quella gassosa; ma non dipen- 
dono da / 

Derivando rispetto a / (a P e Scostanti) come vuole la [V.49], otte- 
niamo la condizione di equilibrio: 



G„ - G, 



[V.52) 



Esprimendo esplicitamente G v e G, in funzione di P e di T, la [V.52] rappre- 
senta una equazione in queste due variabili, che consente di ricavare la 
pressione di equilibrio P E come funzione di T: per ogni valore di T, si trova 
cioè i! valore della pressione per cui liquido e vapore convivono ali'equilt- 
brio. Se si cambia la temperatura (T ~+ T+ dT), anche la pressione di equi- 
librio P E cambia (P E -+ P E + dP E ). La funzione P E = P £ (T), che rappresenta 
i valori della coppia (P, T) per cui si ha equilibrio, è rappresentata dal cosid- 
detto diaframma dì equilìbrio. 

Il diaframma di equilìbrio (o diagramma delle fasi} per l'acqua è rappre- 
sentato nella seguente figura. 

In questo diagramma le isoterme sono verticali (vedi ad es. la rappre- 
sentazione dei punti A, B, C, D della isoterma T della precedente figura). 

La linea di equilibrio solido-iiquido e solido-vapore si ottengono, evi- 
dentemente, risolvendo le equazioni (analoghe alla [V.52]): 



G, e G s = G, 



II 



punto triplo si trova alla intersezione G, = G, = G„. 
Una interessante relazione fra la variazione dT di temperatura e la cor- 
rispondente variazione dP E subita dalla pressione P £ di equilibrio, ci è for- 
nita dalla cosiddetta equazione di CUuisiiis-i'lapcvron 
La [V.52]: 



differenziata, ci dice: 



e usando la [V.46]: 



G t (T,P) = G,(T,P) 



dG v = d G, 



V ì ,dP~S v dT= V s dP-S t dT 



[V.53] 



Anche qui, la sbarretta sovrapposta a S e V indica che si tratta di grandezze 
molari. Dalla [V.53] si ricava facilmente: 



dP 

dT 



K - v, 



[V.54] 



P, + dF\ 




T+dT 
■T 




Lunazione di Clausius Cbpey- 
ron. 
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D'altra parte il passaggio della massa unitaria dallo stato liquido allo 
stato di vapore, avvenendo reversibilmente a T = costante con l'erogazione 
di calore pari a A ev (calore latente molare di evaporazione) implica una 
variazione AS di entropia pari a: 



àS = s v - s, = 




che inserita nella [V.54] fornisce Va/ttaziom- di Gattsiiis-CUipevroii: 



dp i: 




dP E 






T(K - y,) 


dT 


T(K- V,) 



IV.55] 



L'equazione di Clausius-Clapeyron vale analogamente anche per altri cam- 
biamenti di fase (fusione s -* l, solido liquido; sublimazione s -> v, 
solido -e- vapore). 



V.6. Reazioni chimiche 

Regioni ciiisiiii-'hc. Consideriamo un sistema termodinamico inizialmente formato da un 

certo numero n oA di moli della specie chimica (gassosa) A, e un certo nu- 
mero n ofi di moli della specie chimica (gassosa) B: sostanze che, reagendo, 
possono produrre le specie chimiche (gassose) C e D secondo la reazione: 

aA + $B r yC+òD 

Il significato dei simboli è quello definito nel § V.2. 

Via vìa che la reazione procede, il sistema che si forma è un sistema 
termodinamico che può essere descritto dai parametri P t V, T, n ; relativi alle 
quattro specie chimiche presenti (i = A t B,C,D; n, = numero dì moli). 
Questi 16 parametri non sono fra di loro indipendenti. All'equilibrio termo- 
dinamico, infatti, la temperatura 7} è la stessa (sia essa 7) per i quattro com- 
ponenti, che inoltre occupano tutti lo stesso volume V. Cosicché per cia- 
scuno dei componenti potremo scrivere (supponiamo per semplicità che 
essi possano essere trattati come gas perfetti): 



Pa = n A 
Pi) = % 
P c = «e 
Pd = «o 



R T 
V 
R T 



V 

[V.56] 



R T 
R T 



Sommando membro a membro si ha: 

R T 

Pa + Pb + Pc+ Pd = n— — (n = n A + n B + n c + n D ) [V.57] 
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D'altra parte, ìa /<■,;■.;'<' [// Dalion per le miscele di gas afferma che In />n:s- i. faceti Definii per \c rrcs-j..,- 
.sionc i' esercitala dalia miscela c pari alla somma delle pressioni parziali: ni innvuli. 

P = P A + P B +P C + P D [V.58] 
relazione che, insieme alle [V.56] e [V.57], ci dice: 

P A = -^/>; P B = P c = ^-P; P D -^P [V.59] 

Inoltre, le n, possono essere espresse in termini del grado di avanzamento x 
della reazione: 

"a = " 0 a ~ xa; n B = n oB - x P; n c = x y; « 0 = x ò [V.60] 

Se con G,,, G fi , G 0 G 0 indichiamo l'entalpia molare delle specie A, B, C, D 
rispettivamente, l'entalpia libera G totale del sistema, all'istante generico, 
può essere scritta (in virtù della sua additività) come: 

G = "a <*a + "b G 8 + n c G c + tt D G D " _ _ ^ 

= (n oA - x a) G A + (n oB - x P) G s + x y G c + x 8 G D 



Se ora il sistema è mantenuto a temperatura T costante e a pressione P co- 
stante, imponendo la condizione di equilìbrio dG = 0 dalla [V.61] si ottiene 

(oG 
a P e T costanti, dG = 0 si riduce a = 0, come dice la [V.49] 
Òx 

0 = dG = - a G A - p G B + y G c + ò G D + 

ÒG ÒG ÒG ÒG , 

+ n A — — dn A + n B — — dn B + n c — — dn c + n r > — — du D = 
òn A on B òn c on,) 

= - aG A - PG s + yG c + 6G 0 + I/i,-— L rfH ( [V.62] 

OfJ, 

Ricordiamo ora che (vedi esempio V.3.); 

G, = RT(4>(T) + log/»,) [V.63] 

cosicché: 

6G, = fi F dP, _ fi 7" fi T 

9«, " />, 3/1; P, V 

(si è tenuto conto delie [V.56] per cui — = ^ da cui: 
\ 9"/ ^ / 

9G,- RT RT A „, ... 

n <-to- dtt <- a '— — dn < i [V ' 64] 

n F 

ed essendo dalle [V.56] — f- = 'a precedente relazione [V.64] diviene: 

P, R T 

dò, 

n, diu = RT dth 

on. 
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sommando: 



5> 



3G,- 



</«, = RT^dtij = RTdn = 0 



[V.65] 



(a = X ^ costante, essendo il sistema chiuso). 
In virtù della [V.65], la [V.62] si riduce dunque a: 
- a G A - p G B + y G c + 6 G D = 0 
e tenuto con to delle [V.63] 

f- te - p + Y + 6) R T *(7) - a log P A - p log P„ + y log P c + 6 log P D = 0 
cioè 

/(7) = log P" A + log Pi - log Pi- - log P% 
(avendo posto f(T) = (- a - p + y + 6) R 7~<E> (T)) 



PI P% 



F(T) 



Relazione dì equilibrio chi- 
mico espressa in termini delle 
concentrazioni. 



Legge delle masse. 



ovvero 



e dunque infine: 



P"a ■ Pi 

PI -PÌ 



= F(T) 



[V.66] 



La [V.66] può essere espressa, equivalentemente, in termini delle concen- 



trazioni [A] = — ; [B] = — ; [C] 
n n 



[A]"- [Bf 
[CY • \Df 



f ; [Z>] = JL» 



[V.67] 



La quantità K c = è detta costatile termodinamica di equilibrio (costante 
caratteristica di ogni reazione a temperatura fissata) espressa in termini di 
concentrazioni. È questa la cosiddetta ie&qe delie masse che, pur essendo 
stata qui ricavata per reazioni allo stato gassoso, ha validità generate. 



Differenziali totali delle principali grandezze termodinamiche 
espressi in termini delle variabili «naturali» 



Energìa 


interna 




dU = 


TdS- PdV 


Entalpia 






(IH ~ 


T dS + V dP 


Energia 


di Helmholtz 


(P) 


ilF = 


- SdT- PdV 


Energia 


di Gibbs 


(G) 


<IG =■ 


- SdT+ VdP 
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Tavola delle più importanti equazioni di Maxwell 



a) Energia Interna 



ÒT 

ÒV 



_6T 

Òn 



) --(— ) 

js,„ \ ÒS }k» 

) - M 

}sa- \ 35 }v.« 



ÒP 

dn Is, 



\ òv !s.„ 



c) Entalpia 



ÒV \ = / ÒT 
35 jp.„ \ ÒP js.„ 



l_ÒV_\ Jj±\ 
\ òiì js.i- \ ÒP }s.„ 



ÒT 

òn Is. 



:p \ 35 Ip.„ 



b) Energia Libera di Helmholtz 



35 



dP 



ÒV h.„ \ ÒT 



35 
dn 



ÒP 
òn 



t.v ( òT )i-> 
jr.v \ ÒV Ir.» 



d) Energia Libera tìi Gibbs 
òV \ l ò\i 



Òli LP \ dP ÌT.b 



ÒS 



ÒP jr. a \ òT ìi-.,, 



ÒV 



ÒS 



dn t.p \ òr h'.v 



ÒU 

P è il «potenziale chimico», definito come — — dove Uè l'energìa interna e n è il 
numero di moli. 
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Alcune equazioni termodinamiche fondamentali 



Cv - 



9^ h 



37 

òV II 



37 



v ( 37 \ 



37 h 



( 37 )/ 



TdS = Cy(IT + 



TdS = 0></7- 



= T 



d 2 p \ 

37< li 



( a/ )r 7 ( 37 ? i 



i òr \ _ i r / \ 

\ dP )n C'p [ \ 97 /e 



1 



3/» 



37 




) ! 

I i 
I 
I 

i 

I i 
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Esercizi del capitolo V 

\.[. Una mole di acqua evapora a temperatura costante t = 90°C. Sapendo che il 
calore latente di evaporazione è X iV = 540 cal/g ed approssimando il com- 
portamento del vapore a quello di un gas perfetto, calcolare la variazione di 
entalpia e la variazione di energia interna. 

Y.2. Un recipiente cilindrico, a pareti rigide ed adiabatiche, è diviso in due parli 
A e B da un setto rigido conduttore CD. La parte A contiene n moli di gas 
perfetto monoatomico; la parte B contiene anch'essa n moli dello stesso gas 
ed è chiusa da un pistone P adiabatico scorrevole senza attrito. La tempera- 
tura iniziaSe del gas nei due recipienti A e B è T, , = 2S0 K. Agendo 
dall'esterno, il gas contenuto nella parte B viene compresso molto lenta- 
mente fino a che la temperatura del gas si porta al valore 7} = 300 K. 
Nell'ipotesi che la capacità termica di tutto il recipiente sia trascurabile, cal- 
colare la variazione di entalpia per n = 0,5. 




\.3. Un gas perfetto monoatomico esegue una trasformazione isocora che fa 
variare la pressione di AP = 4 atm. Se il volume del gas è V = 10 I, calco- 
lare la corrispondente variazione di entalpia. 

V.4. La funzione di Helmoltz di un fluido termodinamico ha la forma seguente 

F = F(V, 7) = a + b 7* In (c/VT 2 ) 

dove o, b e c sono costanti. Ricavare il legame analitico tra i parametri di 
stato (equazione di stato del fluido considerato). 

v..v Una massa di gas reale pari ad n moli compie una trasformazione isoterma 
cambiando ti volume del valore ^ al valore V f . Ricavare l'espressione della 
corrispondente variazione di entropia, supponendo valida l'equazione dì 
stato di Van der Waals. 



Riscaldando un liquido a pressione costante, esso si dilata secondo la nota 
legge 

V{T) = K,(l+pA7) 

ovvero 




dove p è il coefficiente di dilatazione termica del liquido considerato, ed è 
praticamente costante entro un ampio intervallo di temperatura. 
Mantenendo il liquido a contatto con una sorgente termica, la pressione 
estema esercitata sul liquido viene aumentata di una quantità AP, 
Ricavare l'espressione della corrispondente variazione di entropia. 



\./. Un gas perfetto monoatomico si espande in modo adiabatico e reversibile da 
uno stato iniziale a pressione P, = 3 atm e volume V- s = 2 ! ad uno stato 
finale a volume Vj ■ - 4 1. Calcolare la variazione di entalpia. 



\.S. Un gas perfetto compie una trasformazione isoterma nella quale la funzione 
dì Helmoltz (energia libera a temperatura costante) varia di 200 cai. Quale è 
la corrispondente variazione della funzione di Gibbs? 



\.9. Un gas perfetto compie una trasformazione isoterma reversibile assorbendo 
dall'esterno una quantità di calore Q = 100 cai. Di quanto varia la fun*;^ 
di Gibbs? 'unzione 

V.tO. Su un blocco di ghiaccio (a temperatura / = - 1°Q è appoggiato un peso di 
massa M = 5 Kg sostenuto da un treppiede le cui gambe di acciaio a spillo 
hanno un diametro di 1 mm. Per conseguenza della pressione così esercitata 
la temperatura di fusione del ghiaccio si abbassa. Sotto le gambe del trep- 
piede, il ghiaccio fonde e le gambe penetrano; mentre l'acqua di fusione a 
contatto col blocco di ghiaccio a - 1°C, solidifica nuovamente. (Fenomeno 
del «rigelo»: è questo stesso fenomeno che consente ai ghiacciai di muo- 
versi lentamente verso valle superando eventuali asperità del terreno). Cal- 
colare di quanto si abbassa la temperatura di fusione del ghiaccio sotto le* 
gambe del treppiede. 



Suggerimenti per la soluzione de^li esercizi del capitolo V 

V.l. Il processo è isobaro (tensione dì vapor saturo), 11 volume del vapore è molto 
maggiore del volume del liquido. 

V.2. La trasformazione è reversibile e tutto il gas {A + B) è sempre in equilibrio 
termico. L'entalpia è funzione di stato. 

V.3. Tenere conto del fatto che, nel caso di gas perfetto, ÙH dipende soltanto 
dalla variazione di temperatura. 

V.4. Considerare le derivate parziali di fc le loro relazioni con i parametri di 
stato. 



\.5. S = S(K 7) per cui, a T= cost.. dS = f— ) dV 

\ òv h 

Ricordare l'equazione di Maxwell [V.41], o meglio, cercare di ricavarla a par- 
tire dalle derivale parziali della funzione di Heimoltz F. 

\.6. Esprimere dS come differenziale rispetto alla pressione a temperatura T 
costante. Fare uso dell'equazione di Maxwell che lega le derivate parziali a 
P = cost. e T = cost.. Quale funzione termodinamica caratteristica dipende 
da P e r? 



V.7. Per il calcolo di AH tenere conto che si tratta di gas perfetto. Per esprimere 
la variazione di temperatura tra stato iniziale e finale utilizzare la condizione 
di adiabaticità e reversibilità della trasformazione. 

\.<S. Calcolare i differenziali di Fe di C, tenendo conto che si tratta dì un gas 
perfetto [U = U(T); P V = n R T}. 

Esprimere il differenziale dì G tenendo conto che il gas è perfetto e la tra- 
sformazione reversibile. 



V.K). 



Si usi l'equazione di Clapeyron [V.55]. 
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Numero atomico, peso atomico, punto di fusione 
e punto di ebollizione degli elementi chimici 



Nome 


Si rn boi 
chimico 


N u mero 
atomico 


P«o 
atomico 


Pumo 
di fusione. °C 


Pun lo 
di ebollizione l t 


Afnio 


Hf 


72 


178,49 


2227,00 


4602,00 


Alluminio 


Al 


13 


26,98 


660,37 


2467,00 


Americio 


Am 


95 


243,00 


994,00 


2607,00 


Antimonio 


Sb 


51 


121,75 


630,74 


1750,00 


Argento 


Ag 


47 


107,86 


961,93 


2212,00 


Argon 


Ar 


18 


39,95 


-189,20 


- 185,770 


Arsenico 


As 


33 


74,92 


817,00 


13,00 


Astato 


At 


85 


210,00 


302,00 


337,00 


Attinio 


Ac 


89 


227,03 


1050,00 


3200,00 


Azoto 


N 


7 


14,00 


- 209,86 


- 195,80 


Bado 


Ba 


56 


137,33 


725,00 


1640,00 


Berchelio 


Bk . 


97 


247,00 






Berillio 


Be 


4 


9,01 


1278,00 


2970,00 


Bismuto 


Bi 


83 


208,98 


271,30 


1560,00 


Boro 


B 


5 


10,81 


2300,00 


2550,00 


Bromo 


Br 


35 


79,90 


-7,20 


5S,78 


Cadmio 


Cd 


48 


112,41 


320,90 


765,00 


Calcio 


Ca 


20 


40,08 


839,00 


1484,00 


Calilo mio 


Cf 


98 


251,00 






Carbonio 


C 


6 


52,01 


3652,00 


_ 


Cerio 


Ce 


58 


140,12 


798,00 


3257,00 


Cesio 


Cs 


55 


132,91 


28,40 


669,30 


Cloro 


CI 


17 


35,45 


- 100,98 


- 34,60 


Cromo 


Cr 


24 


51,99 


1857,00 


2672,00 


Cobalto 


Co 


27 


58,93 


1495,00 


2870,00 


Curio 


Cm 


96 


247,00 


1340,00 




Disprosìo 


Dy 


66 


162,50 


1409,00 


2335,00 


Einstenio 


Es 


99 


254,00 


— 


— 


Elio 


He 


2 


4,00 


-272,20 


-268,93 


Erbio 


Er 


68 


167,26 


1522,00 


2510,00 


Europio 


Eu 


63 


151,96 


822.00 


1597.00 


Fermio 


Fm 


100 


257,00 


- 




Ferro 


Fe 


26 


55,85 


1535,00 


2750,00 


Fluoro 


F 


9 


19,00 


-219,62 


-188,14 


Fosforo 


P 


15 


30,97 


44,10 


280,00 


rlr i A 
1 1 dlJLIU 


rr 


o / 




27,00 


677,00 


G andoli no 


Gd 


64 


157,25 


1311,00 


3233,00 


Gallio 


Ga 


31 


69,72 


29,78 


2403,00 


Germanio 


Ge 


32 


72,59 


937,40 


2830,00 


Idrogeno 


H 


1 


1,01 


-259,14 


- 252,87 


Indio 


In 


49 


114,82 


156,61 


2080,00 


Iodio 


I 


53 


126,90 


113,50 


184,35 


Iridio 


Ir 


77 


192,22 


2410,00 


4130,00 


ltterbio 


Yb 


70 


173,04 


824,00 


1193,00 


Htrio 


Y 


39 


88,91 


1523,08 


3337,00 


Lantanio 


La 


57 


138,91 


920,00 


3454,00 


Laurenzio 


Lr 


103 


260,00 






Litio 


Li 


3 


6,94 


180,54 


1342,00 


Lutezio 


Lu 


71 


174,97 


1656,00 


3315.00 


Magnesio 


Mn 


12 


24,30 


648,80 


1090,00 


Manganese 


Mn 


25 


54,94 


1244,00 


1962,00 



Segue Numero atomico, peso atomico, punto di fusione 
e punto di ebollizione degli elementi chimici 



Nume 


Simbolo 


Numero 




Punlo 


Punto 


chiTiiico 


iilonnjco 


ìs I nni i co 


ili filmina OC 

ui i mine „ t_ 


tfi ebollizione, t 


Mendelevio 


Md 


101 


257,00 






Mercurio 


Hg 


so 


200,59 


-38,87 


356,58 


Molibdeno 


Mo 


42 


95,94 


2617,00 


461? fin 


Neodimio 


Nd 


60 


144,24 


1010,00 


3127 on 

v'iti 


Neon 


Ne 


10 


20,18 


- 248,67 


— 246 (1S 


Nettunio 


Np 


93 


237,05 


640,00 


3902 0(1 


Nichel 


Ni 


28 


58,70 


1453,00 


2732 00 


Niobio 


Nb 


41 


92,91 


2468*00 


474? on 


Nobelio 


No 


102 


259,00 






Olmio 


Ho 


67 


164,93 


1470,00 


fin 


Oro 


Ali 


79 


196^97 


1064,43 




Ormiti 


Os 


76 


190*20 


3045 00 


fin 


Ossì&enn 


o 


§ 


16*00 


— 218,40 




Palladio 


Pd 


46 


106,40 


1554*00 




Piomho 


Pb 


82 


207,20 


327,50 


1740 no 


Platino 


Pt 


78 


195,09 


1772*00 


3827 00 


Plutonio 


Pu 


94 


244*00 


64 1 ,00 


3232 00 


Polonio 


Po 


84 


209,00 


2S4*00 


962 00 


Potassio 


K 


19 


39* 10 


63,25 


759 90 


Praseodimio 


Pr 


59 


140,91 


931,00 


fin 


Promezio 


Pm 


61 


145,00 


1080 00 


2460 00 


Protoattinio 


Pa 


91 


231*03 


1600 00 




Radio 


Ra 


88 


226,02 


700 00 


1 140,00 


Radon 


Rn 


86 


222*00 


- 7 1 ,00 


-61*80 


Rame 


Cu 


29 


63,55 


1083 40 


2567 00 


Renio 


Re 


75 


i 186,20 


3180,00 


5627 00 


Rodio 


Rh 


45 


i 102,91 


1966*00 


; 3727,00 


Rubidio 


Rb 


37 


85,47 


38,89 


i 686*00 


Rutezio 


Ru 


44 


101,07 


2310,00 


390000 


Satnario 


Sni 


62 


150,40 


1072*00 


1778,00 


Scandio 


Se 


21 


44,96 


1539 00 


2832*00 


Selenio 


Se 


34 


! 78,96 


; 217,00 


684*90 


Silìcio 


Si 


: 14 


! 28,09 


; 1410,00 


2355,00 


Sodi uni 


Na 


11 


| 22,99 


97,81 


: 882*90 


Stagno 


Sn 


50 


1 118,69 


231,97 


j 2270,00 


Stronzio 


Sr 


38 


87,62 


769,00 


; 1384,00 


Tallio 


Ti 


81 


| 204,37 


303,50 


! 1457,00 


Tantalio 


Ta 


73 


! 180,95 


2996,00 


, 5425,00 


Tecnezio 


i Tc 


43 


i 97,00 


2172,00 


4877,00 


Tellurio 


i Te 


52 


! 127,60 


449,50 


989,90 


Terbio 


1 Tb 


65 


j 158,92 


i 1360,00 


; 3041,00 


Titano 


! Ti 


22 


I 47,90 


! 1660,00 


: 3287,00 


Torio 


j Th 


90 


| 232,04 


1750,00 


4790,00 


Tulio 


i Tm 


69 


1 168,93 


ì 1545,00 


1727.00 


Tungsteno 


i W 


74 


{ 183,85 


i 3410,00 


i 5660,00 


Uranio 


! u 


92 


! 238,03 


j 1132,30 


i 3818,00 


Vanadio 


v 


23 


i 50,94 


1890,00 


i 3380,00 


Xeno 


! Xe 


54 


i 131,30 


-111,90 


: -107,10 


Zinco 


i Zn 


30 


1 65,38 


419,58 


! 907,00 


Zirconio 


Zr 


40 


ì 91,22 


1852,00 


' 4377,00 


Zolfo 


1 s 

1 


16 

i 


! 32,06 

i 

i 


112,80 


; 444,67 

i 
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Tavola periodica degli elementi 



Pe- 
riodo 



Gruppo 



Gruppo IL 



Gruppo IH 



Gruppo IV 



Gruppo V 



Gruppo VI | Gruppo VII | 



Gruppo Vili 



!3 Li 

i 6,9 40 



:4 Be 
19,02 



III 



[V 



ili Na 
j 22,997 

U9 K 
139,096 
i 29 Cu 
i 63,54 



12 Mg 
24,32 



5 Bl 
10,82 | 

13 Ali 
26,97 ; 



6 C i 
12,010 i 



14 Si i 

28,06 I 



7 N 
14,008 ! 

15 P: 
30,98 



8 o| 
16,0000 : 

16 s! 

32,066 j 



1 H 

1,0080 



7 He 
4,003 



9 FI 
19,00 ; 



17 CI ! 

35,457 i 



10 Ne 
20,183 

18 A 
39,944 



20 Ca 
40,08 



|2l Se !22 Ti i23 V 
45,10 ! 47,90 ! 50,95 
30 Zn I 31 Ga i 32 Ge 33 As 
65,38 ; 69,72 | 72,60 i 74,91 



24 Cr 
52,01 



34 Se 
78,96 



25 Mn 
54,93 



j 26 Fe 

155,85 



27 Co— 28 Ni 
58,94 58,69 



35 Br: 
79,916 1 



36 Kr 
83,7 



V i 

I 



37 Rb 38 Sr 

85,48 ;87,63 

47 Ag 1 48 Cd 
107,8801 112,41 



j39 Y 
1 88,92 



;40 Zr 141 Nb 
j 9 1 .22 -92,91 
49 In : 50 Sn ! 51 Sb 
114,76 1 118,70 ! 121,76 



42 Mo 
95,95 



143 Te r 44 Ru 45 Rh 46 Pel 
Ì 99 1101,7 102,91 106,7 



52 Te! 
127,61 I 



53 1| 
126,92 I 



54 Xe 
131,3 



VI 



VII 



55 Cs 
; 132,91 

79 Au 
197,2 

87 Fr 

'223 



56 Ba 155-71 
! 137,36 ! terre 

80 ligi rare 81 TI 
! 200,61 j 204,39 



|88 Ra 
1226,05 



|89 Ac 
227 



'72 Hf 
j 178.6 

; 82 Pb 
j 207,2] 

ì 90 Th~ 
1232,12 



73 Ta 
180,88 

83 Bi 
: 209,00 

:91 Pa 
:231 



74 W ;75 Re | 
183,92 ; 186,31 ; 
84 Po: 85 At! 
210: 2111 



76 Os 
190,2 



77 Ir 
193,1 



78 Pt 
195,23 



86 Rn 
222 



92 U <»3 Np 94 Fu 
237 244 



9; Ani %Cm 97 Bk 93 Cf 99 Ls 100 Fra 101 Mtì 
243 247 247 2il 254 257 257 



Terre Rare 



VI : 57 La 
57-71 ! 138,92 



58 Ce 
140,13 



59 Pr 
140,92 



60 Nd 
144,27 



61 Pm 
147 



62 Sm 
150,43 



63 Eu 
152,0 



64 Gd 

156,9 



65 Tb 
159,2 



66 Dy 
162,46 



67 Ho 
164,90 



68 Er 
167,2 



69 Tm 
169.4 



70 Yb 
173,04 



71 Lu 
174.99 



11 numero che precede il simbolo dell'elemento indica il numero atomico; il numero sono il simbolo indica il peso atomico. La 
doppia freccia indica i posti in cui l'ordinamento secondo i! numero atomico e quello secondo il peso atomico non sono in accordo. 
La divisione all'interno dei singoli settori e la posizione degli elementi all'interno di questi settori tiene conto della configurazione 
elettronica dei singoli elementi. 



Capitolo sesto 

Interpretazione microscopica 
delle grandezze termodinamiche 



La termodinamica si prefigge di descrivere i sistemi termodinamici tra- 
mite i parametri di stato. Tale descrizione macroscopica è adeguata alla 
impostazione e risoluzione di ogni sorta di problema progettuale. 

Tuttavia abbiamo accennato anche che i parametri e le funzioni di 
stato sono in relazione con valori mediali dì grandezze microscopiche. Lo sta- 
bilire queste relazioni, benché non sìa necessario dal punto di vista opera- 
tivo, aiuta però a meglio comprendere i! significato delle grandezze macro- 
scopiche. Riteniamo perciò utile ed istruttivo dedicare a questo problema il 
presente capitolo. 

Ci riferiremo a sistemi gassosi: sistemi formati da un numero molto 
grande di molecole praticamente non interagenti fra di loro, e in continuo 
movimento a considerevole velocità (ad esempio dell'ordine di 50 m/s). 

Le molecole sono in movimento casuale e interagiscono per urti in 
uno spazio praticamente vuoto: in condizioni normali infatti le distanze fra 
le molecole possono essere, tipicamente, dell'ordine di cento volte il raggio 
di ciascuna molecola. 

I moti casuali delle molecole possono implicare trasporto di massa, e si 
hanno allora fenomeni di diffusione; possono produrre trasferimenti di 
quantità di moto, e cosi si spiegano fenomeni di viscosità; oppure generare 
trasferimenti di energia, e si ha cosi trasmissione di calore. I moti casuali 
delle molecole spiegano anche il movimento irregolare di particelle macro- 
scopiche in sospensione in un fluido (moto browniano). 

Ne! seguito ci riferiremo ad un modello di gas (gas perfetto) elaborato 
nella prima metà deli'800, basato sulle seguenti ipotesi: 

Teoria cinetica dei ^;is. — le molecole del gas sono sferette rigide che compiono urti completa- 

menti elastici fra loro; 

— non si hanno interazioni a distanza tra le molecole, e le traiettorie fra 
due urti successivi sono rettilinee; 

— le pareti sono tali da garantire urti elastici privi di attrito in modo che, 
all'atto dell'urto, non si manifestano forze tangenziali; 
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ia distribuzione spaziale delle molecole è mediamente uniforme (sono 
trascurabili le forze esterne), e le direzioni di moto delle molecole sono 
distribuite in modo isotropo (assenza di posizioni e di direzioni privile- 
giate nello spazio in cui il gas è contenuto). 



VI.] . Interpretazione microscopica della pressione 



Consideriamo un gas perfetto contenuto entro un recipiente cubico di 
lato a, di cui rappresentiamo in figura la proiezione sul piano xy. 

Poniamo l'attenzione su una molecola del gas, la cui velocità sia 
v = (v t , v v , v : ). Tale molecola incontra nel suo moto le pareti liscie del 
recipiente, compiendo contro di esse degli urti che possiamo ritenere ela- 
stici. In ogni urto il modulo della velocità resta costante, mentre cambia 
segno la componente ortogonale alla parete. Consideriamo, ad esempio, un 
urto contro la parete (1), ortogonale all'asse x. Se v, e v, sono le velocità 
della molecola rispettivamente prima e dopo t'urto si ha: 



v, - (v v , v,.,v ; ) v> = (-v v ,v,,v_) 



[VI.l] 



A<7. v = - 2m\ x 

H- = 0 
Aq. = 0 



1 me rpro (azione mi eros copiai 
della pressione. 



con v T certamente positivo (prima dell'urto la molecola si sta avvicinando 
alla parete). Detta Aq = (&q x , Aq r , àq : ) la variazione di quantità di moto 
subita dalia particella nell'urto, dalla [VI.l] si ha; 



[VI. 2] 



Cioè Ai? è diretto secondo il verso negativo dell'asse delle x, 

11 tempo x che intercorre fra due urti successivi sulla parete è pari al 
tempo che la proiezione della molecola sull'asse delle .v impiega per andare 
avanti e indietro per un tratto complessivo la percorso a velocità v v ; cioè 

x = —, Cosicché se consideriamo l'intervallo di tempo compreso fra due 

istanti generici t A e t B , il numero k di urti che in tale intervallo la molecola 
compie contro la parete (1) è: 



k = 



IfL ~ U 



la 



[VI .3] 





Vi 



Chiamiamo ora/,, la forza impulsiva che la molecola subisce, nell'urto, da 
parte della parete; ed % = -f m la forza che la molecola esercita sulla parete. 

Integrando rispetto al tempo fra t A e t B 1 equazione ./,,, = ni "" • y ~, si ha: 



'fy 



, fm di = -\,.fp(fr = kAq 



Infatti nell'intervallo t A ~ t B la molecola compie k urti, ciascuno con varia- 
zione di quantità di moto pari a Aq. Ovvero: 



fpdf - kàcj 



[VI .4] 
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La forza//-, essendo opposta a Ag, è ortogonale alla parete nel verso posi- 
tivo dell'asse x, cioè è diretta verso l'esterno. Usando la [V1.3] e la [VI.2] si 
trova inoltre per il modulo del suo impulso il valore: 

['* V fljy^ 

\ !A f P dt = (t B -t A )^--2m\,.= (t B -t A )—^- [VL5] 

La velocità v (e quindi la componente v. T ) è diversa da molecola a molecola, 
essendo distribuita a caso secondo una legge che vedremo nel paragrafo 
VI. 3. Per conseguenza, anche la forza//, è diversa (in modulo) da molecola a 
molecola, pur essendo per tutte orientata ortogonalmente alla parete. 
Sommiamo ora su tutte le molecole del gas: 

\*/ P dt = tB ~ a tA Imvl [VI.6] 

dove con F P = | Y.fp\ — Yfp abbiamo indicato il modulo del risultante delle 
forze fra di loro parallele che tutte le molecole, nel loro insieme, esercitano 
sulla parete. Considerato il grandissimo numero di molecole che costitui- 
scono il gas, Fp è praticamente costante nel tempo; per cui l'integrale 

J f Fpdt si riduce a: 

\' u F P dt = F P [ t dt = F P (t B -t A ) [VI.7] 



Sostituendo nella [VI.6] si ha: 



Dividendo per l'area a 2 della parete, si ottiene la pressione P esercitata dal 
gas sulla parete: 

Fp 1 ^ T m v;. 

P — — v = — r Z '"vi = -^-rr~ [VI.8] 

et " a V 

dove V è il volume del recipiente contenente il gas. 

Moltiplicando e dividendo il secondo membro della [VI.8j per il 

numero jV di molecole del gas (N = n ?Z, con n numero di moli e fZ 
Media de! quadralo della coni- numero dì Avogadro) SÌ ha; 
ponente .v delia velocità: 

_ V v : p = _ = __ mvì [VI.9] 



dove con v]. si è indicata la media di \\ effettuata su tutte le molecole. Va 
notato che per l'ipotesi di isotropia spaziale, lo stesso valor medio che ha v£ 
devono avere anche e v:; per cui: 

~ 2 = ~P X + V; + vi = 3 v* 

cioè 

Relazione tra la pressione Pc il 

quadralo delia velocità qua- v^= — v" 2 [VI 10] 

dratiea media delle molecole. ,v 3 
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Sostituendo la [VI. 10] nella [VI.9] si ottiene in definitiva: 



n TZ m -, v 2 



[vi. n] r 



P 



che rappresenta la relazione che lega la pressione P del gas perfetto alia sua 
densità p (n TZ m è la massa complessiva del gas) e alla media dei quadrati 
delle velocità delle sue molecole_v 2 . 

È bene osservare che mentre v 2 è una quantità certamente maggiore di 
zero, la velocità vettoriale media è nulla (se il baricentro del gas è fermo). 

Si definisce velocità quadratica media v^,,, la quantità Vclociui quadratica medi, 

che rappresenta la rapidità media con cui si muovono le molecole. 
Applicando la [VI. 11] a una mole di gas perfetto, si ha 



- ÌPV PV RT , 
v " = -" 3 — — — = 3 — — ~ (con M = peso molecolare) 



v 2 , e dunque anche v qm = vV , dipende dunque solo dalla temperatura 
(oltreché dal peso molecolare). Nel caso, ad esempio, di idrogeno a 300 K si 
trova \ v> , = 60 m/s. 



VI. 2. Interpretazione microscopica delia temperatura 

Un semplice ragionamento è sufficiente a farci concludere che deve Imei-prciazione microscopica 
esistere una relazione diretta fra temperatura di un gas perfetto ed energia della lempemuira. 
cinetica media delle sue molecole. 

Infatti, poiché !e molecole di un gas perfetto sono assimilabili a parti- 
celle libere (cioè non sottoposte a forze), l'unica forma di energia che esse 
possono avere è energia cinetica; dunque l'energia interna del gas deve 
essere proporzionale all'energia cinetica media delle sue molecole. D'altra 
parte abbiamo visto nel paragrafo II.4.3 che l'energia interna di un gas per- 
fetto è proporzionale alla sua temperatura. Dunque deve esservi una rela- 
zione di proporzionalità fra la temperatura del gas e l'energia cinetica media 
delle sue molecole. E facile dimostrare questa osservazione a partire dai 
risultati conseguiti nel precedente paragrafo. 

Cominciamo con il caso di un gas monoatomico. In questo caso, ogni 
molecola può essere considerata come un punto materiale, ia cui energia 
cinetica media è dunque data semplicemente da: 

B 1 ~1 

Ec ~ ~ir m \ 
2 

Dalla [VI. 11] si ricava immediatamente che: 



[VI. 12] 
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Mneryu tingile;! media li.,- dì 
un gas monoatomico 



D'altra parte l'equazione dì stato ci dice che P V = n R T che sostituito 
nella [VI.12] fornisce: la 



K T 



£ r = _ rav 2 = _____ 



3 



IVU3] 



Couturi te di lìolmimnn. 
K = I.3S - 10 " :; J/K 



La costante A' = 



R 

6v- 



è detta costa ine di Bnlizimuw 



Se vogliamo l'energia interna complessiva del gas, basta moltiplicare la 
[VI.13] per il numero nfZ di molecole del gas; si ottiene: 



U=~-nf':KT=^-nRT 



[VI. 14] 



Per un gas perielio monoalo- 
mieo iu icona eineLica prevede 



Ricordando che ragionamenti macroscopici ci avevano portato a con- 
cludere che per un gas perfetto U = ri C, 7*, per confronto con la [VI. 14] 
ricaviamo intanto, per un gas monoatomico: 



C = — R 



[VI.Ì5] 



Principio di ecjuiparii/ione 
dell'enerLua. 



MONO-3GRADI DI LIBERTA' 



Bl - SGRADÌ DI LIBERTA' 



coerentemente con una conclusione che nel paragrafo II. 4. 4. avevamo tratto 
dalla diretta osservazione sperimentale. 

Ma a commento della [VI. 14] notiamo anche che la quantità n f "l 3 
rappresenta il inwicrn di •jradì di liberta nnnpìcs^m, dei «_-.v: infatti n ? Z è 
il numero totale di molecole, ciascuna delle quali, essendo pumiformVha 
tre gradi di libertà. 

La [VI. 14] ci consente così di esprimere la seguente legge, ricavata per 
un gas perfetto monoatomico: //, lw :it ,s ncrfciio nmnnatonua., ogni grado di 
libertà porta all'energia interna complessiva un contributo medio pari a 

— KT. 
2 

Questa legge, detta principio dì ct/ui/uini^mìv dcH'au-rva, vale in realtà 
anche per gas non monoatomico, in cui all'energia di ogni molecola contri- 
buiscono anche gradi di libertà diversi da quelli traslazionali (rotazioni) cia- 

1 

scuno fornendo un contributo pari i\~KT;e vale anche più in generale 

per sistemi la cui energia possa essere scritta come somma di termini qua- 
dratici nei vari parametri cinematici (coordinate e velocità), ciascuno di 

questi termini fornendo all'energia un contributo medio pari a ~ KT. 

2 

Coerentemente con questa legge, un gas perfetto triatomico ha energia 

interna pari a n~RT. Infatti ogni sua molecola ha 5 gradi di libertà (due 

atomi hanno in totale 6 gradi di libertà, ma in una molecola c'è il vincolo 
che la loro distanza relativa sia costante). 
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Analogamente, per un gas la cui molecola sia formata da più di due 
atomi, la relativa energia interna è data (nelle condizioni in cui il gas si 

comporti come un gas perfetto) da U = n -^RT — nlRT. 

All'aumentare della temperatura, le molecole non possono più essere 
considerate come sistemi rigidi; e l'energia interna (e dunque anche il 
calore specifico) diviene più elevata per l'intervento dei cosiddetti frinii di 
libertà vibrazionaìi. 

Per un solido cristallino (in particolare per un metallo), come abbiamo 
già accennato ogni atomo è assimilabile a un oscillatore armonico tridimen- 
sionale, ia cui energia può essere scritta come 

~ k(x 2 + y 2 + z 2 ) + -y m(v 2 v + vj + v : _) . 

Secondo il principio di equipartizione dell'energia ogni atomo fornisce 

KT 

all'energia un contributo pari in media a 6 = 3AT; e dunque ci si 

aspetta che il calore specifico molare valga 3R ^ 6 cai/mole K, coerente- 
mente con la le^e empìrica di Dulong e Petti. 

Va notato che, sperimentalmente, la legge di Dulong e Petit vale solo 
approssimativamente, e solo entro un certo intervallo di temperatura. 
Come risulta dalla fig. ILI, già a temperature superiori a = 300 K il calore 
specifico diviene più grande di IR\ e ciò è spiegato dal fatto che il modello 
degli oscillatori armonici non è sufficientemente accurato (anarmonicità del 
moto e contributo dell'energia degli elettroni). 

Quando la temperatura, ai contrario, tende allo zero assoluto, il calore 
molare diminuisce fino a tendere a zero. La spiegazione di questo feno- 
meno esce dagli schemi della fisica classica e richiede elementi dì mecca- 
nica quantistica. 

Secondo questa teoria (della quale non possiamo qui entrare in merito) 
esiste una funzione universale che descrive l'andamento con la temperatura 
dei calori molari (a volume costante) dei solidi. Per sostanze allo stato puro 
tale funzione è riportata in figura. In ascisse è riportata la quantità 77 0, 
dove 7*è la temperatura assoluta e 0, detta temperanti:; d. /V.V.c, è un para- 
metro, caratteristico di ogni sostanza, misurato in gradi Kelvin {così come T). 

La conoscenza del parametro 0 di una sostanza permette, data la fun- 
zione di Debye riportata in figura, di calcolare il valore del suo calore 
molare ad ogni temperatura. 

Il valore dei parametro fi di Debye per alcune sostanze pure è ripor- 
tato nella seguente tabella. 



S0SlEI1l/il 


Puso ;i inni reo 




Al 


27 


42S 


Fe 


55,8 


467 


Cu 


63,4 


343 


Zn 


65,4 


310 


Ag 


108,0 


225 


Au 


197,0 


164 


Pb 


207,0 


105 



Ornili eli liberù vilini/ìonali. 



Molecola biaiomiea 
di!;i. 



non n- 



l'rineipio di equipartizione 
de ITe ne ri: in e legge di Dulong 
e Peni. 



Al le mie re ; 
raturn ( i le 



/ero (.iella leni pe- 
nde ,i zero. 



(cai/mole K) 



zona di 
Dulong e Peti: 




Temperali!!';! 0 di Debye. 
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VI. 3. Funzione di distribuzione della velocità 

Funzione di distribuzione del- Nei due precedenti paragrafi abbiamo ricavato la relazione esistente fra 

la velocita. I a velocità quadratica media (o fra l'energia cinetica media) delle molecole e 

i parametri macroscopici pressione e temperatura di un gas perfetto. Ovvia- 
mente, le singole molecole non avranno generalmente energia cinetica pari 
al valor medio; esse possono avere energie molto diverse fra di loro, distri- 
buite casualmente intorno al valor medio. 

Calcolare tale legge di distribuzione - cosa che faremo nel presente 
paragrafo per un gas perfetto monoatomico - può essere istruttivo per ren- 
ivi e carni ca statìstica. dersi conto della relativa semplicità con cui opera la nurcankci siaUxtìcci 

che si occupa della relazione fra grandezze macroscopiche e grandezze 
microscopiche nei sistemi termodinamici. 

Consideriamo prima la descrizione di come le molecole sono distri- 
buite nello spazio, indipendentemente dalia loro velocità. Già abbiamo 
introdotto, a suo tempo, una funzione della posizione 7 detta densità 
p-p(?) è quella funzione che moltiplicata per l'elemento di volume 
Densità di massa. dx dy dz, ci fornisce la massa dm dell'elemento di volume situato nel punto 

di vettore posizione pari ad 7: nel caso generale (a meno che il sistema non 
sia omogeneo, cioè che p non sia indipendente dal vettore posizione 7), a 
parità di volume dx dy di la massa dm è diversa da punto a punto. 

Conoscendo la densità p(7) e la massa m delle molecole del gas consi- 
derato, si può calcolare il numero di molecole per unità di volume sempli- 
cemente dividendo p(?) per m: 

n(r) = [VI.161 
m 

Densità di particelle. La n{7) si chiama anche iknsiiìi di pan ice II e: essa è quella funzione che, 

moltiplicata per l'elemento di volume dx dy dz, fornisce il numero di parti- 
celle dN presenti nell'elemento di volume stesso: 

dN{7) = n(7) dx dy dz [VI. 17] 

Dividendo la densità di particelle n(7) per il numero totale N di particelle 
che costituiscono il sistema, si ottiene una funzione P(7): 

P(7) =Jli>± rvi.18] 

I-unzione di distribuzione. detta funzione di distribuzioih- delle particelle nello spazio. In virtù della sua 

definizione [VI, 18], la P{7) gode della proprietà che il suo integrale esteso a 
tutto il volume occupato dal sistema vale 1 (ed anzi, esteso a tutto lo spa- 
zio, pur di considerare come ovvio n(7) = 0 fuori dallo spazio occupato dal 
sistema). 
Infatti: 



P{7) dx dy dz = -U "(7) lh dv àx = ~ N = 1 
jV JJ jV 



La (unzione di distribuzione è Si dice pertanto che la funzione di distribuzione è una funzione normaliz- 
normalizzata. za t a a 1, o semplicemente nonmdìzzdia. 
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In molti casi può essere conveniente esprimere la quantità d\ ! (7) in 
coordinate polari. Per far ciò è sufficiente porre nella [VI. 17] al posto 
dell'elemento di volume dxdydz in coordinate cartesiane, l'elemento di 
volume espresso in coordinate polari, che come risulta dalla figura può 
essere espresso come dr ■ rsinfj dy-rdQ = r sinfl drdQ d<p. 

In coordinate polari, la [VI. 17] diviene: 

dN(7) = «(^rsinO rfQ d<p dr [VI. 19] 

Ovvero, usando la [VI. 18]: 

dN(T) = NP(T) r sin© ^0 d<p dr [VI .20] * 

Per descrivere la distribuzione della velocità delle molecole di un gas si usa un 
formalismo analogo a quello or ora discusso per il caso della distribuzione 

delia posizione delle molecole. Si introduce dunque una dctisinì di pania-lic DonsiLi tk>!;-: ìwiicelk no;:;> 
nello spazio delle vchh iid n{ v ) definita come quella funzione che moltiplicata >iwii> lK-ì;-: uiodui. 
per dv x dv y dv. fornisce j! numero dN(\) di particelle che hanno compo- 
nenti della velocità comprese fra \ x , v r , v z , e v v + rfv v , v v + rfv,., v. + dv.: 

rfAf(v) = n{v)dv x dv y dv. [VI.21] 

ovvero la funzione di distribuzione P(\) definita come: 

P(v) = ~- [ VI - 22 1 



L'espressione che la P(v) deve avere nel caso di un gas perfetto monoato- 
mico in equilibrio alla temperatura F, può essere ricavata in base ad alcune 
semplici considerazioni generali. 

In primo luogo notiamo che se il gas non è sottoposto a sollecitazioni 
esterne la distribuzione delle velocità deve essere isotropa, cioè indipen- 
dente dalla direzione. In altri termini la P(v) deve essere funzione solo del 
modulo v della velocità; o, se preferiamo, funzione dì v 3 , ovvero delfener- 

. c 1 

già E - — ni v : 

P = P(E) 

La [VI.21] si può dunque scrivere come: 

dN{v) = NP(E) d\ x dv f dv. 

o, in coordinate polari (nello spazio delle velocità): 

dN(\) = NP(E) v ? sinG rfO dtp dv 

Poiché la P(E) non dipende da 0 e da (p possiamo integrare in queste due 
variabili ottenendo: 

dN(v) = N- 4k ■ P(E) v 2 dv [VI.23] 

Immaginiamo ora che due particelle aventi energia E t ed E 2 urtino fra di 
loro, e che dopo l'urto abbiano energia E\ ed E' 2 . La probabilità p che ciò 





accada è evidentemente proporzionale alla densità />(£,) di particelle di 
energia £, e alla densità P{E 2 ) dì particelle di energia £ 2 (*). 

p = C ■ />(£,) ■ />(£,) [vt.24] 

Allo stesso modo, accadrà che particelle di energia E\ ed £", urtino fra di 
loro, ed abbiano dopo l'urto energia E y ed E 2 . La probabilità che ciò 
accada è evidentemente: 



p' = C ■ P(E\) ■ P(E' 2 ) [vi.25] 

Le costanti C e C sono fra di loro uguali. Sappiamo infatti dalla mecca- 
nica che l'urto fra due particelle è un processo «reversibile»: se dall'urto di 
due particelle di velocità v, e v, esse emergono con velocità rispettive v', e 
v^, allora dall'urto di due_ particelle di velocità v', e v' 2 esse emergono con 
velocità rispettive v, e v : . 

Ma per ipotesi il sistema è in equilibrio; e dunque non può aumentare 
il numero medio di particelle di energia E\ ed E\ a scapito di quelle di 
energia £, ed £,, né viceversa. Dunque deve essere p = p\ cioè: 



/>(£,)• P<£ 2 ) = £(£',) ■ P(E' 2 ) [VL2Ó] 

Teniamo ora presente che nell'urto (elastico) fra le due molecole l'energia 
cinetica si deve conservare: 



E, + E, = E\ + E; [VI.27] 

Ovvero, se E\ = £, + x, deve essere E' 2 = E 2 - x, Introducendo questa 
condizione nella [VI. 26] si ottiene: 



P(£,) • P(E 7 ) = />(£, + x) • P(E 2 - x) [VI.28] 
L'unica funzione che soddisfi questa condizione è: 

P(E) = A c" L 

dove la costante a è necessariamente negativa perché la funzione £(£) deve 

essere decrescente per grandi valori di £. Scrivendo pertanto a = - 6 
fP > 0): 

- (ì ; 

P(E) = A = A e - [V1.29] 



(*j L<t probabilità /), che un evento casuale e si verifichi è per definizione pari iti rapporto 

Ita il numero n t . di casi favorevoli all'evento e il numero totale A' di casi possibili: />,. = —7-. 

Se abbiamo due eventi e t ed e, fra di loro indipendenti, la probabilità che essi si verifichino 
simultaneamente è data dal prodotto delle probabilità />,., e />,., che si verifichi ciascuno di 
essi: p ~ • />,.,. Inlàtli il numero di casi favorevoli è in totale pari a n,., ■ <;,., (una volta vel- 
licatosi un caso Tra gli favorevoli a e,, ad esso si può associare uno qualunque fra gli 
casi lavorevoli a e : V, e analogamente il numero di casi possibili è in totale pari al prodotto 
A' t A', fra gli i\\ casi possibili per e, e gli A', casi possibili per ts. Dunque: 
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Introducendo la [VI.29] nella [VI.23]: 



dN(v) = 4nN-A ■ e 2 ■ v 2 dv [V1.30] 

Le costanti >( e p possono essere determinate imponendo le seguenti condi- 
zioni: 

a) Condizione dì normalizzazione: 
dN = \4nNAe v 2 v 2 dv - N; 

b) condizione [VI. 14]: 
EdN = \4nNA f-j- mv 2 \ e~^v 2 dv = ^-NKT. 



Va notato infatti che \ E dN rappresenta l'energia totale (energia interna) del 

gas. Senza eseguire questi calcoli - che non hanno alcunché di istruttivo - 
diremo solo che come risultato la [VI.30] diviene: 



_ A / m \ -fh -, , rwT-,11 I-unzione di distribuzione d 

dMv) - 471 y 2 ^ KT j e 2 *r v- dv [VI.3 1] MaJ[well pcr k velodlà 



Questa relazione è detta distribuzione delle velocità di .1/n.vuv//. 

Partendo dalla funzione di distribuzione delle velocità [VI .31] può 
essere ricavata semplicemente, mediante sostituzione, la funzione di distri- 
buzione dell'eiìer^ia (distribuzione di Boìizmann). 

Si ha infatti: 



/r - 1 ,«,,2 Ho „„; „ \i 2 ^ j ^ Funzione di distribuzione d 

£ - — /»v , da cu. v = \j— -; v^v = — - lìolu.mnn per renergiu. 

Sostituendo nella [VI .31] si ottiene: 

= /V(£) ^£ = 4n / ì e' " {TI dE = 

\2t. KT J 

~ — e~ x -fx dx (dove x = — — j 
che rappresenta appunto la funzione di distribuzione di Boltzmann. 



[VI .32] 



VI. 4, Probabilità e disordine 

Il primo principio della termodinamica esprime la conservazione Probabilità e disordine, 
dell'energia; l'interpretazione microscopica dei parametri termodinamici 
che compaiono nella relativa equazione è perciò riconducibile - come 
abbiamo più sopra dimostrato - allo studio dell'energia media dei costi- 
tuenti microscopici del sistema macroscopico considerato. 
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II secondo principio, invece, non riguarda direttamente l'energìa. Anzi 
abbiamo visto che esso può essere ricondotto a una regola di evoluzione 
dei sistemi isolati (per i quali dunque l'energia è costante); regola che 
afferma che in tati condizioni il sistema deve necessariamente evolvere 
verso la configurazione dt massima entropia compatibile con quel valore 
dell'energia. 

L'interpretazione statistica del secondo principio è riconducibile 
come vedremo - alla regola generale secondo cui ogni sistema tende a rag- 
giungere, spontaneamente, quella configurazione cui corrisponde - a parità 
di energìa - il massimo possibile disordine. È questa una regola che appare 
in molti fenomeni che ci capita di osservare nella vita di tutti i giorni: via 
via che il tempo passa - cioè vìa via che un oggetto, o un sistema, «invec- 
chia» - vediamo che la qualità di quel sistema peggiora, che esso si dete- 
riora, che in esso il disordine aumenta. 

Vediamo qualche esempio. Se un mazzo di carte nuove inizialmente 
ordinato viene mischiato, esso raggiunge una configurazione disordinata; 
non capiterà mai viceversa che mescolando un mazzo disordinato esso sì 
porti spontaneamente nella sequenza ordinata - ad esempio - in ordine cre- 
scente. Lasciando sul tavolo di una stanza una risma di fogli di carta, non ci 
meraviglierà molto se, tornando, la troviamo disordinata, coi fogli spàrsi qua 
e là; ma se lasciando i fogli disordinatamente sparsi li troviamo poi in 
bell'ordine saremo certi che qualcuno è entrato ed ha usato intelligenza ed 
energia per mettere ordine. 

Altro esempio. Prendiamo due recipienti comunicanti, uno pieno di 
palline rosse e uno di palline blu. Agitando il tutto, è normale che le pal- 
line si mescolino. Ma se inizialmente esse sono mescolate, metà di qua e 
metà di là, non è possibile che, agitando a caso, quelle rosse vadano da una 
parte e quelle blu dall'altra. 

In tutti questi casi, osserviamo che un sistema, sollecitato a caso, 
evolve dall'ordine al disordine, ma mai viceversa. Va notato che ordine 
significa una sequenza convenzionale, nel caso di elementi tutti diversi fra 
loro come le carte di un mazzo; significa organizzazione geometrica, nel 
caso della risma di fogli dì carta; significa raggruppare insieme elementi 
omogenei, separandoli in classi diverse, nel caso delle palline rosse e blu. 

Ma ciò che unifica queste diverse definizioni di ordine è il fatto che 
esso rappresenta la configurazione eccezionale, la meno probabile. Cin- 
quantadue carte possono disporsi in un numero enorme di sequenze; un 
numero dato dalle disposizioni di 52 oggetti, e pari dunque a 52! (52! vale 
circa 10 6S ); e fra tutte queste sequenze noi una sola la chiamiamo online, 
quella con le carte in ordine crescente e i vari semi uno dopo l'altro nell'op- 
portuna sequenza. E per i fogli di carta, uno qualunque degli infiniti modi 
in cui essi possono disporsi nella stanza lo chiamiamo disordine; ma uno 
solo lo chiamiamo ordine, quello in cui tutti i fogli sono nello stesso posto, 
sovrapposti uno all'altro. 

Ma approfondiamo un poco di più il caso delle palline rosse e blu, 
perché esso è quello più simile al caso di un sistema termodinamico, ad 
esempio un gas costituito da molte molecole. Per separare le N palline 
rosse dalle A' palline blu (le une nel primo recipiente, le altre nell'altro) c'è 
un solo modo: quello di prendere tutte le palline - ad esempio - rosse, e 
porle nel primo recipiente; lasciando tutte le blu nel secondo. Ma ci sono 
motti modi per mettere sia le rosse che le blu metà di qua e metà di là, in 
modo da realizzare alla fine un perfetto mescolamento di rosse e blu in 
tutto il recipiente. Nel primo recipiente possiamo mettere una qualsiasi 
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N 

combinazione di — palline rosse tratte dalle N\ accoppiandole con una 

jV 

qualunque combinazione di — palline tratte dalle N palline blu. 

jV 

Poiché il numero di combinazioni di — oggetti tratti da A' è pari a 
NI 

-, ti numero totale W di modi in cui può essere realizzata una 



(4 

configurazione che vede ogni tipo di palline metà di qua e metà di là è 
dato da: 

N\ Ni 
W- , t „ , „ x • , K! , [VI.33] 



im- (f 



2 



Appena /V diviene grande (nel caso di un sistema termodinamico, A r è 
dell'ordine dei numero di Avogadro, cioè dell'ordine di IO 24 ) W diviene un 
numero enorme. Ecco dunque perché i sistemi - e in particolare quelli ter- 
modinamici - tendono spontaneamente al disordine: perche il disordine c II ti i Medine e più prokiMe 
straordinariamente più probabile dell'ordine. dell 'ordine. 

È evidente l'analogia fra l'esempio delle palline rosse e blu e molti dei 
casi che abbiamo trattato discutendo il secondo principio della termodina- 
mica. 

Ad esempio se un certo gas è in parte più caldo, dentro un recipiente, 
e in parte più freddo, dentro un secondo recipiente; questo significa, vista 
l'interpretazione microscopica della temperatura, che molecole mediamente 
più veloci stanno da una parte, e molecole mediamente più lente dall'altra. 
Mettendo i recipienti a contatto termico, la situazione tende a uniformarsi; 
a raggiungere una configurazione di completo disordine. La temperatura 
diviene, per tutto il gas, quella intermedia. Dal punto di vista macroscopico, 
è stato raggiunto lo stato di massima entropia 5; dal punto di vista micro- 
scopico, è stato raggiunto lo stato in cui è massimo W, cioè sostanzialmente 
lo stato più probabile. 

Analogo è anche il caso dell'espansione libera di un gas. C'è un solo 
modo per avere tutto il gas in uno dei due recipienti, quello di mettere 
tutte !e molecole in quel recipiente; ma metà di qua e metà di là lo si può 

A r 

avere mettendo in un recipiente una qualunque combinazione di — mole- 
cole tratte da N, e ciò può essere fatto in un numero W di modi pari a 



W- 



N\ 



[VI.33] 



Fenomenologicamente, sappiamo che i sistemi termodinamici tendono 
spontaneamente allo stato di massima entropia; statisticamente ci aspet- 
tiamo {ed anche osserviamo) che essi raggiungono lo stato più probabile, 
quello cui corrisponde il massimo del numero di modi W \y\ cui esso può 
essere realizzato. 
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Segue dunque che deve esservi una relazione fra l'entropia S e il 
numero W: 

S = S(W) [VU5] 

Nel prossimo paragrafo determineremo l'espressione di questa relazione 
funzionale; a quel punto, il secondo principio della termodinamica non sarà 
più solo un principio empirico. Esso avrà anche una semplice interpreta- 
zione statistica: ogni sistema termodinamico isolato tende a raggiungere 
all'equilibrio, la sua configurazione più probabile. 



Ogni sistema termodinamico 
isolato tonde a raggi ungere. 
! equilibrio. ìa conlkura/ione 
più probabile. 



VI. 5. Disordine e entropia 

La relazione funzionale S{W) fra l'entropia S di un determinato stato 
macroscopico e ii numero Wé\ configurazioni microscopiche in cui quello 
stato macroscopico può essere realizzato, può essere determinata conside- 
rando che mentre 5 è additiva, W è moltiplicativo. In altri termini, se un 
sistema A è costituito da due sottosistemi A { e A 2 , la sua entropia -S'è pari 
alla somma delle entropie S, ed S 2 dei due sottosistemi; mentre il numero W 
è dato dal prodotto dei numeri di modi e W 2 in cui lo stato di A { e di A 2 
può essere realizzato. Dunque: 

S(W,. W 2 ) = + S(^ 2 ) [VI.36] 

La [VI. 36] deve valere qualunque sia il valore di W } e W 2 . Questa con- 
dizione è sufficiente a determinare la forma di S(W). Prendiamo infatti una 
funzione f(x) che goda della proprietà [VI. 36]: 

f(xi ■ x 2 ) = /(*,) +/(xì) [V1.37] 

Poiché la [V1.37] deve valere per qualunque valore di X[ ed x 2 , poniamo 
x, = .v e x 2 = 1 + e (e « 1). La [VI. 37] diviene: 

/(x + e x) -f(x)+f(l + e) 

sviluppando in serte al primo ordine in e: 

f(x) + e xf(x) = /(x) + e f(\) 

Poiché questa relazione deve valere per qualunque valore di e , ponendo in 
essa e = 0, si ha f{\) = 0; e dunque essa diviene: 

xf (x) = f(ì) = C (C = costante) 

da cui 

f(x) = — 

X 

e integrando 

f(x) = Clogx+ cost 

per cui l'entropia S - definita a meno di una costante - può essere scritta 
come: 



S = Clog W 



[VI.38] 
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Determiniamo ora i! valore della costante C calcolando la variazione di 
entropia per una particolare trasformazione per cui siamo in grado di calco- 
lare sia la variazione di entropia (AS = S / -S i ) che la variazione di 

W H^~)' r '^ eriamoc ' a " a mansione libera di un gas perfetto 

che porti a raddoppiare il volume = 2j, 

Sappiamo (vedi esempio 1 § VI. 7.) che AS è dato da 

AS = nRìog-^- = n TZK\o&2 = NK\og2 [VI.39J 

con n numero di moli; Ti numero di Avogadro; N numero di molecole del 
gas; K costante di Boltzmann. D'altra parte, applicando la [VI .3 8]: 

W 

AS = C log - ' 



iV' 

ed usando la [VI .3 4] \W,= : : W,= \\ 



2/" 



D'altra parte, per grandi valori di N vale la relazione approssimata: 

log/V! =* /V log/V 

Sostituendo nella [VI.40]: 

/ N N N N\ I N 

as= c f/v log /v — — log — Y ÌOè Tj = c r lo ^'- A ' lo 6y 

= CN log/V- log—) = C^logy^T- = C/Vlog2 . 



, 2 

Confrontando con la [V1.39] si ha: 

C = K 

e dunque in definitiva la [VI.38] diviene 



S = K\og W {K costante di Boltzmann) [VL41] .V - K los: li 



Va infatti notato che la [VI.38] ha validità generale, ed è dunque sufficiente 
calcolare il valore della costante C - cosi come noi abbiamo fatto - in un 
caso particolare. 
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VI. 6. Entropia allo zero assoluto 

ljnropia nllo zero assolino. Una analisi approfondita delle espressioni che abbiamo ricavato per 

l'entropia porta a evidenziare alcune apparenti incongruenze. 

Quando abbiamo ricavato fa equazione [VI.41], che mette in relazione 
tra di loro l'entropia Sdì un sistema termodinamico e il numero Wài stati 
microscopici in cui lo stato termodinamico considerato può essere realiz- 
zato, abbiamo effettuato a titolo di esempio il calcolo di W in alcuni casi 
semplici notevoli. In realtà, ciò che abbiamo fatto è stato il confronto fra il 
numero W relativo a due stati diversi (ad esempio gas compresso in un reci- 
piente; gas espanso in entrambi i recipienti) calcolando il rapporto fra il 
numero ^relativo ai due stati considerati. Se avessimo voluto calcolare il 
numero assoluto H 7 relativo a uno stato (e non il suo valore relativamente a 
un altro stato preso come riferimento) ci saremmo trovati di fronte a una 
difficoltà di principio notevole. Infatti avremmo dovuto tenere presente che 
spostando una molecola all'interno di un recipiente, o cambiandone la velo- 
cità, si ottiene uno stato diverso; e poiché le coordinate e le velocità sono 
parametri che possono cambiare con continuità, il numero W sarebbe a 
rigore infinito. 

Per superare praticamente questa difficoltà, Boltzmann immaginò di 
suddividere lo spazio occupato dal sistema (nonché lo spazio delle sue velo- 
cità; nel loro insieme lo spazio delle coordinate e quello delle velocità costi- 
Spazio delle fasi. tuiscono il cosiddetto «spazio delle fasi») in tante cellette elementari, con- 
siderando fra di loro equivalenti due stati microscopici per i quali le mole- 
cole del sistema occupano le stesse cellette elementari nello spazio delle 
fasi; e viene così eliminata la difficoltà di principio nel calcolo matematico 
del numero W, 

Evidentemente, il numero W cosi calcolato dipende dalle dimensioni 
delle cellette; tuttavia il numero H 7 relativo a due stati qualunque 1 e 2 
(chiamiamo il relativo valore di W rispettivamente W\ e W 2 ) cambiando il 
volume delle cellette cambia per uno stesso fattore, cosicché il rapporto 
W, 

—rr- non ne risulta modificato. In altri termini, si può dire che, cambiando 

il volume delle cellette, il numero W viene moltiplicato per un numero 
costante C che è lo stesso per tutti gli stati del sistema: 

W = CW 

cosicché il valore dell'entropia S (calcolato tramite la [VI.41]) ne viene 
modificato per una costante additiva comune all'entropia di tutti gli stati: 

log W = log C W = log W+ log C [VI.42] 

Ciò non porta alcun danno fino a che l'unico significato fisico dell'entropia 
è legato alla differenza fra i valori che essa assume in due stati diversi. 

Tuttavia la difficoltà, che in questo modo viene eliminata ai fini pratici 
del calcolo, resta dal punto di vista fisico, considerando che nel caso limite 
che ogni celletta nello spazio delle fasi tenda a divenire puntiforme, la 
costante C nella [VI.42] tende a infinito. 

Questa difficoltà della fisica classica è eliminata nella teoria quantistica, 
IVi nei [lindi indeierniinLizione. secondo la quale esiste un principio di iinlcicnuinazinne che rende fra di 

loro concettualmente indistinguibili situazioni fisiche caratterizzate da 
variabili microscopiche sufficientemente prossime fra di loro. Secondo la 
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meccanica quantistica, lo spazio delle fasi (uno spazio a 6 dimensioni) è 

suddiviso in cellette di volume h (dove h è la costante di Planck), nel senso Costume di Planck. 

che due particelle che occupino una stessa celletta si trovano in situazioni 

fìsiche fra di loro indistinguibili, e dunque concettualmente identiche. 

La meccanica quantistica permette dunque di calcolare il numero W 
relativo a uno stato, e non più solo il suo rapporto rispetto a uno stato di 
riferimento; l'entropia S definita tramite la [VI.41] risulta così calcolabile 
anche in un particolare stato, e non più solo come differenza fra il suo 
valore in due stati diversi. 

In questo quadro, è stato dimostrato il «teorema di .\'<™.v/» secondo il Teorema di Nemst. 
quale Yentropìa di qualunque sistema termodinamico, alla temperatura dello 

zero assoluto, è nulla. Questo teorema va sotto il nome anche di terzo primi- Terzo princìpio della termodì- 
pio della termodinamica , Lo zero assoluto è così quella temperatura alla riamica, 
quale non solo è nulla l'energia cinetica dei costituenti microscopici del L'entropia dì qualunque siste- 
sistema termodinamico considerato; ma è anche quella alla quale il sistema ma termodinamico, alla lem- 
termodinamico si pone in uno stato caratterizzato da W = 1, uno stato cioè pera uhm dello zero assoluto, e 
che può essere realizzato in una unica con/ì^uraiioiic microscopica (configu- nulla, 
razione eccezionale di massimo possibile ordine). Allo zero assoluto corrisponde 

Va notato che le espressioni per l'entropia di sistemi termodinamici l;l configurazione di massimo 
notevoli che abbiamo ricavato nel § IV.7. non soddisfano questa condizione, possibile ordine. 
Al contrario, poiché esse contengono il termine Clog 7~, esse tendono a 
meno infinito (- oo) per T che tende a zero. Va però ricordato che quelle 
espressioni erano state calcolate nell'ipotesi che il calore specifico C fosse 
costante: ipotesi valida - entro sufficiente approssimazione - solo per 
alcuni sistemi, e solo a temperature lontane dallo zero assoluto. In effetti, 
come abbiamo già accennato nel § VL2., secondo la meccanica quantistica il 
calore specifico di qualunque sostanza tende a zero quando T tende a zero, 
coerentemente con quanto si riscontra sperimentalmente. Ribadiamo che 
noi non disponiamo qui degli strumenti per trattare problemi di meccanica 
quantistica. Va tuttavia rilevato che problemi termodinamici in cui tali stru- 
menti servano sorgono in generale solo in campi strettamente specialistici. 



VI. 7. Termodinamica dei sistemi lontani dall'equilibrio 

Abbiamo visto che ogni sistema termodinamico isolato tende a rag- Termodinamica dei sistemi 
giungere all'equilibrio lo stato di massima entropia, cioè la configurazione lontani dall'equilibrio, 
di massimo disordine. 

Quando invece il sistema non è isolato, può accadere che la sua entro- 
pia diminuisca. Ma quando ciò accade, accade a spese di un aumento di 
entropia delle sorgenti: tanto è vero che l'entropia complessiva del sistema 
e delle sorgenti non può mai diminuire. Possiamo dire che se in un sistema 
l'ordine aumenta, ciò accade perché il disordine viene riversato altrove; ma 
il disordine complessivo aumenta sempre. 

Di solito, nei fenomeni che ci capita di osservare nel mondo circo- 
stante, vediamo che i sistemi termodinamici tendono a raggiungere la loro 
situazione di equilibrio interno - quando sono isolati - o di equilibrio con 
le loro sorgenti, in un tempo relativamente breve. Benché tutti i sistemi 
che osserviamo siano solo approssimativamente isolati, la termodinamica 
degli stati di equilibrio - che abbiamo trattato in questo libro - è di fonda- 
mentale aiuto alla comprensione della relativa fenomenologia. 

Tuttavia non tutti i sistemi tendono all'equilibrio in tempi brevi; e 
alcuni sistemi sono in permanenza in così forte interazione con sorgenti 



che sono a loro volta lontane dall'equilibrio, che !a loro descrizione 
mediante la termodinamica degli stati di equilibrio è del tutto inadeguata 

L'universo cosmico (un insieme di centinaia di miliardi di galassie cia- 
scuna contenente centinaia di miliardi di stelle immerse nello spazio vuoto) 
è un sistema molto lontano dall'equilibrio. La sua temperatura varia da 
valori di centinaia di milioni di gradi nel cuore delle stelle a pochi gradi 
Kelvin in frammenti ormai spenti che vagano nello spazio; e la velocità 
relativa dei corpi celesti fra di loro più lontani è prossima alla velocità della 
luce, come effetto della primordiale esplosione (Big Bang) che ha lanciato 
materia informe verso lo spazio. 

Tutta la materia si attrae reciprocamente grazie alla gravitazione uni- 
versale. In virtù di questa attrazione la materia si è raggrumata nei corpi 
celesti; e in virtù della stessa forza i corpi celesti tendono ancor oggi ad 
essere frenati, nella loro corsa verso lo spazio, dalla loro mutua attrazione. 
Non solo. Secondo la relatività generale, anche la stessa luce è soggetta alla 
gravitazione; e così l'energia irraggiata dai corpi celesti nello spazio tende 
ad essere frenata dalla attrazione dell'universo, e richiamata indietro. La 
densità dell'universo non è a tutt'oggi ben conosciuta. Tuttavia è plausibile 
che essa sia sufficientemente elevala perché la velocità di fuga di un 
oggetto lanciato da un punto dell'universo verso lo spazio sia superiore alla 
velocità della luce. Se cosi è, tutta la materia espulsa nel Big Bang, e tutta 
l'energia che è stata e che sarà irraggiata verso lo spazio, è destinata ad 
essere completamente frenata, e riattratta infine in una corsa inversa; allora 
il Big Bang sarebbe seguito, fra una decina di miliardi di anni, da una gene- 
rale implosione, premessa per un nuovo Big Bang con l'inizio di un nuovo 
ciclo di vita dell'Universo. 

Comunque sia, oggi e per molti miliardi di anni ancora, un pianeta 
come la Terra è mantenuto dalla sua interazione con un universo molto 
lontano dall'equilibrio in condizioni termodinamiche molto lontane esse 
stesse dall'equilibrio. La Terra è un sistema non isolato che riceve dal Sole 
energia radiante diluita in intensità dalla distanza, ma il cui spettro è simile 
a quello di un corpo nero alla temperatura di circa 6000 gradi; e che irraggia 
energia verso lo spazio freddo nella forma dì radiazione infrarossa tipica di 
un corpo nero a circa 300 K. 

Per comprendere molti dei fenomeni che avvengono sulla terra - e in 
particolare i fenomeni meteorologici, o ancor più i fenomeni della vita - 
non è sufficiente la termodinamica degli stati di equilibrio; non è suffi- 
ciente disporre di leggi che regolano il passaggio di un sistema da uno 
stato di equilibrio a un altro, disinteressandosi di ciò che accade al 
sistema durante la trasformazione. Al contrario, è necessario descrivere 
come il sistema evolve proprio mentre è lontano (e a volte molto lon- 
tano) dall'equilibrio. Lo studio di questo capitolo della termodinamica - 
che tratta sistemi termodinamici aperti, e molto lontani dall'equilibrio - 
è stato intrapreso solo da pochi lustri; è dunque un capitolo appena ini- 
ziato, lontano dalle sue conclusioni. 

È stato mostrato che in un sistema aperto molto lontano dall'equilibrio 
- il quale sia sede, come la maggior parte dei sistemi fisici, di fenomeni dis- 
sipativi; ovvero sia sede di reazioni chimiche di tipo catalitico - non è detto 
che la configurazione più probabile sia la configurazione di massimo disor- 
dine, priva di organizzazione e di struttura. Al contrario (così come nell'ac- 
qua corrente di un ruscello può ingenerarsi la regolare struttura circolare 
dei vortici; o in un fluido riscaldato lontano dall'equilibrio possono gene- 
rarsi regolari celle di convezione) in ogni sistema aperto possono generarsi 
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spontaneamente strutture organizzate, dotate a volte anche di una loro 
regolare e riproducibile evoluzione nel tempo. 

La termodinamica dei sistemi lontani dall'equilibrio sta gettando i 
primi barlumi di luce in un mondo a tutt'oggi inesplorato; quel mondo che 
contiene, fra gli altri, il mistero dell'origine della vita sulla terra. 



Appendice 

Soluzione degli esercizi 



Capitolo primo 

I.l. AI = \ {t 0 )-a- Ar = (1,00 ni). (17- IO -6 "C" 1 } ■ 80°C = 1,36 mm. 



-"Ir- 



1.2. Il periodo de! pendolo è T = 2k \\ — . Essendo T = TU), una variazione Al 
di / si riflette in una variazione AT di T data da 



1.3. 



La variazione percentuale di periodo è 
AT = J_ 2^ 
7' 2 
Poiché 

A/ 
/ 

si ha 
A7" 



2* V / ~~ 2 I 



= a ■ A/ = {19 - IO" 6 "C" 1 ) - 7 U C = 1,33 ■ IO" 4 , 



- 0,66 ■ IO -4 . 

Su un giorno pari a 8,64 ■ IO 4 sec, ciò si traduce in un ritardo pari a 
8,64 ■ 10 • 0,66 10 = 5,7 sec. 

Qualunque sia la forma, il volume Vi proporzionale al prodotto di tre lun- 
ghezze a, b, c (eventualmente fra loro uguali) che caratterizzano il solido- 
V ~ ka bc. Indicando con il pedice o le grandezze alla temperatura /,„ si ha- 
a = a„(ì +a-Ar):b = b (ì {\ + a ■ Ar); c = c 0 (l + <*■ At) e dunque:' 
K= Kabc = Ka o b 0 c u (\ + a ■ Af) 3 = 

= MI + 3otA/ + 3 a 2 - Af 2 + « J . At y ) = K u (l + 3« . At) 
e dunque p = 3 a. 



Osservazione: 

Per il periodo abbiamo usato 



l'espressione T 



-4? 



valida per un pendolo sem- 
plice. È possibile mostrare 
che i risultati numerici sono 
gli stessi se si usa l'espres- 
sione valida per il pendolo 



V Afg< 



fisico 7"= |/— (/; m o- 

mento di inerzia; M: massa; 
d: distanza fra il baricentro e 
il punto di sospensione). 
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1.4. t\ (F) = 32 + ~ t\ {°C)\ 
9 

ti (F) = 32 + — / 2 (°C); da cui 



9 1,8 ' 

A; =100 F = °C = 55.6°C. 
1,8 

La variazione di volume è AV = V Q p ■ Ai = 

= ^ 3 a ■ Ar = 1,5 dm 3 ■ 3 • 17 • IO - * °(T' - 55,6°C = 

= 4,25 • IO -3 dm- 1 = 4,25 cm J . 



1.5. Per una variazione Ai = 100°C di temperatura, la variazione di volume è 

At = V 0 p ■ Ai = (0,5 cm 3 ) . (0.1818 - IO"" 1 "C" 1 ) (100*0 = 9.1 • 1(T J cm 3 

, ■ , Af/ 9,1 • IO" 3 , 

Poiché AV = a S, si ha o = — — = — cnT = 0,0455 mm\ 

o 20 



1.6. A parità di Ai e di volume, si ha 

AV pirex p pirex _ 9.10 



-6 



AV mercurio p mercurio 181,8-10" 



= 4.9%. 



1.7. Il lavoro compiuto dal sistema è 

L — P 0 AV — P 0 (V~ V 0 ) = 1 atm. (-2 litri) = - 2 litri • atm = -202,6 Joule. 



1.8. L= PdV=-\ -^VdV=^ r (4Vl~Vl) = ^-P u V il ^ 



= 45 litri atm = 4558,5 Joule. 



I.V. Si ha AV = V ■ p ■ Ai. Si vuole che in corrispondenza di At = 40°C sia 
AK= o • AA = 0.1 nini 2 x 200 mm = 20 mm 3 ; deve essere 

v = -j-ir - (i,oi) io- 3 . 40 - °- 5 ' 10 mm - °- 5 cni • 



1.10. Nella combustione di 100 g di gasolio si sviluppano Q= IO 6 cai, mentre la 

, cai 

quantità di calore assorbita dal recipiente è q — m g X s = 5 ■ 10 g • 79,7 = 



= 398 IO 3 cai. Si ha dunque — = °' 4 ] ,° = 0,4. 

Q 10 
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Capitolo secondo 

11,1. a) It calore Q assorbito è Q = m cAt = Vp c At dove V è il volume, p la 
densità, c il calore specifico e ài la variazione di temperatura. 

Dalla tabella III. 1 si ha p = 8900 kg/m 3 , e c = 385 -p^T*. essendo K = 
= IO" 3 m 3 e Af = S0°C, risulta Q = 274 • IO 3 J. 

b) II lavoro dovuto alla dilatazione è L = P D A V— P 0 Vfi • At = P 0 V3 a • A/, 
dove a è il coefficiente di dilatazione lineare. Si ha L = 0.4 J. 

N.2. L'energia E necessaria per sciogliere il ghiaccio è E = m X g (m = massa del 
ghiaccio). L'energia assorbita dal sistema, pari al lavoro L compiuto dalle 
forze di attrito, è uguale, a regime {v = cost), alla variazione di energia 
potenziale della forza peso: L = mg/; = mg /sin a = mg la. 
Perché E = L, deve essere 

A, 79,7 cai 79,7 4,18 

' - - Joule = 340 m. 

g * et m m 

9,8 — i- - 0,1 0,98 — 
s s~ 



11.3. 1) Possiamo suddividere il processo in due fasi: a) si scioglie il ghiaccio; il ca- 
cai 

iore Q\ assorbito a tal fine dall'ambiente è Q\ = m g \ g = 20 g • 79,7 = 

g 

= 1594 cai, b) una massa pari ara f +m, di acqua si porta da 0 U C a 20°C, 
assorbendo una quantità di calore Q 2 pari a Q 2 = (m g + m a ) c Ai = 

= 100 g. - .20°C = 2000 cal. In totale il calore scambiato è Q = 

= Qi + Qi = 3594 cal = 15,02 IO 3 J. 

2) Poiché il volume è (praticamente) costante, L = 0. 

3) AU= Q~L = Q= 15,02 IO 3 J. 



11/4. La pressione P,„ esercitata dalla massa è P,„ = — = -^7-; cosicché dal- 

*S iS 

l'esterno agisce sul gas una pressione costante P ext = P,„ + p 0 = p 0 + ■ ■ ? Ì1S , 

Essendo inizialmente P 0 la pressione del gas, poiché P exx P 0 , la trasforma- 
zione non è quasi statica 

P 0 = 1 atm = 1,013 • 10 5 -^-; P txl = 2,01 ■ 10 5 -^- 
\ m' m 2 

2) Si ha 

Po Vo 1 atm ■ 0,5 / 

n = — — - = - = 2,03 • 10" ; 

ii i 0 il atm 

82,06- 10 — - — • 300 K 
K 



m = n M = 0,56 g. 
3) F=P ex , = /* o + - m |-=2,01.10 s ^ r ; 



T = T 0 = 300 K; 
V P 

V = -^p- = 0,26 /. 
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4) Poiché A7"=0, si ha AU = >iCyAT=Q- 

1= P tn -A.V~ P(V- = -2,01 =-48,2 7- 

<? = L = -48,2 7. 



11.5. 



1) e 2): Ancora una volta, la trasformazione non è quasi statica- e la massi » 
del gas e ancora uguale, evidentemente, a 2,03 • IO" 2 moli (ovvero 0,56 g) 

3) e 4): La pressione finale è ancora uguale a P = /> cx , = 2,0] . ÌQ 5 -^. 

Tuttavia né Kné Tsono direttamente noti. Essi possono essere ricavati hTii. 
due equazioni: lie 

tCV(7"- = /*(!-;- V) (I principio: A U= - i, tenuto conto che O- ni 
^ V Po K ~ 
~~f = j — (equazione di stato dei gas perfetti) 

Risolvendo si ottiene; AU = - L = 36,5 7; K= 0,323 /; 7"= 388 K 



Grsm'ff i/o/i p: 

Benché la trasformazione sia a 
volume costante, il gas subisce 
lavoro (Li < 0) ad opera delle 
forze di attrito. 



11.6. Il sistema complessivo è termicamente isolato (Q = 0) ed essendo a volume 
costante non scambia lavoro meccanico con l'ambiente (L = 0)* dunque Der 
il primo principio è anche AU = 0. ' 
Quanto al gas, per esso è Q t = 0 (non interagisce con corpi a diversa tem- 
peratura); mentre - L = AU, può essere calcolato notando che 0 = AU = 
= AU, + AU 7 (avendo indicato con AU 2 la variazione di energia interna del 
disco), e dunque Ai'i = - AU 2 . 
In funzione dei parametri di stato si ha: 

n Cv{T~ T a ) = AU, = - AU 2 = - M c(T- T 0 ) - (A — A 0 ); 
A' n - A' 



7"- r 0 = 



+ « Ci 



avendo indicato con K e A'„ l'energìa cinetica finale e iniziale del disco 

(dunque K = 0; A'„ = 4" 1 *A D ^ cui T- 7; = — 

2 2 AY c + » Cv ' 

bssenclo 



1 



/= — M RÌ = 4 ■ 10 - kg nr; w = 2itv = 6,28 • 150 s" 
K> „ . . 5 Joule 



;Vc= 385 



jL. 
°c ; 



« -- 



„ _ = 0,12 moli; Cy = ~ R = 20,8 

K lo 2 



mole "C 



si ottiene T= 345,7 A'. 
Finalmente, essendo V= K„, si ha 



^> ™ , 345,7 
-r=la,m. — =l,,5a 1 m. 



M.7. L'esercizio si risolve in maniera simile all'esercizio II. 6., sostituendo sempli- 
cemente Cai posto di Cv nella T- T 0 = k °~ K . Essendo il termine 

M c + nCy 

nCy molto piccolo rispetto a Me, i risultati numerici per T~ 7; cambiano 
poco. Il gas ; compie però ora un lavoro L = P Q (V~ = nR(T— T„) = 45,7 7 
confrontabile con la sua variazione di energia interna AU, = nC\(T- T 0 ) = 
~ 114 7, e tuttavia trascurabile rispetto alla energia cinetica A„(= 17 8 ■ IO' 1 /) 
inizialmente posseduta dal disco. 
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II.X. Essendo il recipiente rigido {V = cost) e isolato termicamente, si ha L = 0 e 
Q = 0, e dunque, per il primo principio, AU = 0. 
Evidentemente, quando si combinano fra loro, le molecole di ossigeno e di 
idrogeno raggiungono una configurazione (molecola d'acqua) caratterizzata 
da energia potenziale più bassa, a vantaggio di un aumento della loro energia 
termica (corrispondente ad energia cinetica di moto disordinato). 

11.9. 1) Si ha 

P* K latm.5 1 

" = -rrr- = ; = 0,25 moli; 

RT « 82 ,06. 10--^-. 243 K 
K • moli 

m = n M = 0,25 • 32 g = 8 g. 

2) T = 300 K; V = K 0 + S h = 5 1 + 200 ■ 2 • 10~ 3 i = 5,4 1; 

T V 
^o — -r- = 1,3 atm. 

S h m 

4) L = -y Kh 2 + P 0 AV = 47,3 J. 

5) Q = AU + L = n CkA7~+ I = 0,25 57 K+ 47,3 7= 346,3 J. 

li. II). 1) Inizialmente è V 0 = 2 I, r o = 300 K, P = i atm; per cui 
P 0 K 2 1- atm 



* r - 82,06 ■ IO -3 • 300 K 

K mole 



= 8,1 ■ 10" J moli. 



m = n M = 8,1 ■ IO -2 ■ 28 = 2,27 g. 

2) Il lavoro L è pari a L = P 0 (V~ V 0 ) = 0,5 1 • atm = 50,7 J. 

3) Q = AU + L = n Cy(T- T f ) + 50,7 /. D'altra parte T può essere rica- 

P V 

vaio dall'equazione di stato T= — 2 — = 375 K- 

n R 

risulta Q = (126,3 + 50,7) J = 177,0 J. 

11.11. La trasformazione è a pressione costante, per cui possiamo scrivere Q — 

P V 

= n CfAT. D*altro canto è n = -~r~ = 0,174 moli; per cui 

R T 0 

Q — 40 cai. ■ 4,18 J/caL 

A7"= = = - 33,02 K, 

n Cp 7 

0,17 moli R 

2 

Dunque T = T 0 - AT = 317 K; K= r = 4,53 !. 

2) Il lavoro L è pari a P 0 (V- V 0 ) = 1 atm • (- 0,47) l - - 47,6 J. 
AU = Q - L = - 40 ■ 4,18 J + 47,6 J = - 1 19,6 J. 
Lo stesso risultato si ottiene calcolando 

AU = nCvAT = 0,174 -~- R (— 33,02 K). 
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11.12. 1) La trasformazione è isotermica (7"= 7* 0 ), per cui PV = p v v^^j 
V- 2 V 0 , si ria P = PJ2 = 10 atm. °' 6nd ° 

2) Essendo T= r 0 , si ha AU = nC v (T~ T 0 ) = 0. Poiché la trasforma- 

zione è quasi statica, £ = J^rfC = J K<j ~ dy = n R r o - log — t ed 

essendo ^ r 0 = « R T 0> L = P 0 V a log 2 = 702 J. Essendo AU = 0, Q = 

11.13. Si ha: 

a = 3 P f = 3 ■ (94 cm 3 ) 2 x 73,9 bar = 1,934 1 ■ atm 

K 94 , 
b — — — = — — cm = 0,031 litri. 
3 3 

(abbiamo tenuto conto del fatto che 1 bar = 10 s ~ - - at ~ \ 

m 2 1,013 

Abbiamo in definitiva (per I mole): 



/ 1 934 \ 

\P+ ' 2 \{V- 0,031) = 82,06 • 10~ 3 T. 

(V in litri; P in atmosfere; T in gradi Kelvin), 



11.14. 1) Se il gas si comportasse come un gas perfetto, il suo volume F sarebbe 
R T 

V = — — - = 24,618 litri. Inserendo questo valore di K nell'equazione di Van 

der Waals (vedi soluz. esercizio 11.13.) si trova che i termini -p- e b rappre- 
sentano una correzione del 2J% 0 e I,3% n rispettivamente. I termini corret- 
tivi possono pertanto essere trattati perturbati vamente: sì trova V - 24,570 1. 
2) 3): Trattando il gas come un gas reale (trasformazione P = cost = P 0 ), la 
soluzione per V e T dovrebbe essere trovata risolvendo il sistema 

Q = L + AU — P 0 (V— ig + Cy{T- r 0 ) - (-y - ~j 

Pc + yrj(Y~b) = RT 

Tuttavia, poiché dai punto 1) è risultato che t! gas si discosta poco dal compor- 
tamento di gas perfetto, con ottima approssimazione la soluzione è data da: 

À7" = Sr = „ Q n - ~~T -- 18,9 K 
C P C v + R AR 

R AT 

AF = — - — = 1.55 litri 

At/ = CyAT= 3 R AT= 471 J 
L = P 0 AV= RAT = 157 J. 



11.15. Prima che all'aria del pallone venga fornito il calore Q, l'equilibrio (spinta di 
Archimede = peso) impone: 

K p A g = mg -4- u. g fi =*■ V„ p A = m + n h 
{Vp, volume iniziale) 

Sia V il volume assunto dai pallone dopo aver ricevuto il calore Q; l'equa- 
zione di equilibrio diviene Vp A — m + u. h' . Per differenza p.. f AV — jj. A/? ; 



cioè Ah = — D'altra parte si ha AV = " a 7- = — 9. — (w 

H Po tiCp 



numero di moli d'aria contenute net pallone), da cui AV = 



RQ Q 



2 

(avendo posto C P = 7/2 R). Dunque Ah = — — = 18,3 m. 

^ 2 



H.16. Nello stato iniziale si ha: £/, = M] e + m 2 c i 2 + m 3 ci}+ cost. 
Nello stato finale: U/ = (m, c + m 2 c+ m 3 c) f/+ cost. 
Essendo (> = 0 ed L = Ò, si ha A £/ = 0; da cui 

mi ti + m 2 ty + ntì tj 1 ■ 10 + 2 • 20 4- 3 ■ 30 140 

t f = = - 23.3 C. 

m\ + tn 2 + mi 1 + 2 + 3 6 

11.17. Q = AU+ L. AU = nCy(T B - T A ). 

Dall'equazione di stato dei gas perfetti: 
P A Va = n R T A 

P 8 V 8 = n R T B = . 2 V A = P A V A . 

Da cui segue T s = T A , e dunque AV = 0. 

\ B 1 
Q = L = \ 4 p dV = area del trapezio = — (Pa + Pb) ( v b - V A ) = 

= 4" ' 4" ^ ^ - ~r « * 7> = 3403 J. 
2 2 4 



11.18. Essendo PV = RT, moltiplicando ambo i membri per V sì ha P V - 
= RTV= costante; P V 2 = P A V\. Dunque si tratta di una politropica 
P V K = cost, con K = 2 



Pa V\ 

A d v= p 4 v 



* = r A v A 



= - 24 l. atm = - 24 ■ 10~ 3 ■ 1,013 ■ W J = - 2431 J 

(il lavoro è negativo trattandosi di una compressione). Dalla relazione che dà il 

R 3 1 
calore molare per le poiitropiche si ha C = G + = — R- R = — R. 

1 - K 2 2 



11.19. òQ = n C(7) dT= n CydT+ ria TdT 
ÒQ = dU + PdV= n C V (iT+ PdV. 

ti R. T 

Confrontando si ha P dV ~ ti a TdT. Ma P= — — , 

per cui 
nRT 



V 

da cui 



dV = na TdT; 



dV 

n R — — = ned!. 
\ 
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a 

Integrando In V B - In V A = — (T s - T A ) da cui: 

ti 

In V B = In V A + ~(T B -T A )- 

, cai 100 K 

In V B = 1,61 + 7 ■ 1(T J — y ■ = 1,96 

mole K cai 

1,98 

mole K 

Ve = 7,1 1. 



11.20 Nell'espansione lìbera adiabatica L — 0 e 0 = 0, e pertanto AU = 0 
Da cui 



2 Cv V, 



11.21. Per il sistema ^ + B la trasformazione è adiabatica (cosa non vera per i 
sistemi A e B presi separatamente). 

AU = -L; 

AU = AU A + AU S = n CvìJf ~ Ti) + » C V {T F ~ Ti) — 2 n CV<7>- 7», 



'j_ 2 cai \ 
\ 2 mole K / 



/, = - At/ = - 2 • (2 moli) - — — - ■ (10 K) = - 120 cai. 



Capitolo terzo 

lll.l. La conduttanza totale è data da: 

H= 1 



<l///i)+(l/ff 3 ) + (l/// 3 ) 

dove UH, = djktf = 1, 2, 3). Numericamente 1/ffj = 0,126 m 2o C/H / ; 
\/H 2 = 3,08 m l0 C/H'-; (l/// 3 ) = 0,156 m 2<, C/^(i valori delle conduttanze 
Xj sono stati tratti dalla tabella I1I.1). Risulta 

W 

//=0 ,30~- 7 — . 
m L 



W „ J-F 

W=HAT = 0,30 • 15 U C = 4,5 — j- . 

nr T nr 

W è la stessa attraverso i tre strati, per cui 

W m 2 °C 

(T } - T) = W(\iH\) = 4,5 — j- 0,125 = 0,5°C . 

m W 

Analogamente 

T 4 -T 3 = }V(]/H 2 ) = I3,8°C; Ti - T", = = 0,7°C. 

In definitiva 

T 3 = 5°C; T" 4 = 5,5°C; Tj = 19,3"C; 7", = 20°C. 
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111. 2. Dalla figura I1I.2, in corrispondenza di d = 10 cm, ricaviamo (interpolando 

W 

fra le curve relative a AT = 10°C e AT = 5°C), H, = 1,2 — ? . La 

m 2 °C 

potenza termica scambiata per convezione è dunque 

W W 

W e = H,àT = 1,2 — 5 1°C = 8,4 —r. 

m 2 °C nr 

Quanto agli scambi radiativi, la [111.29] (f = 1 1,5°C = 285 K; £l = e 2 = 0,9) 

W W 
ci consente di calcolare H R = 43 ^ ; per cui = AT = 30,1 

Vediamo che gli scambi termici convettivi incidono per poco più del 20% 
sugli scambi termici complessivi, che sono dominati dagli scambi radiativi. 

111.3. La conduttanza dell'intercapedine Hi è pari alla somma della conduttanza 
convettiva H c e di quella radiativa H R . Numericamente (vedi soluzione 
dell'esercizio III.2,): 

w 

H) - H c + H R - 5,5 rrr* ■ 
nr C 

L'esercizio si risolve ora come l'esercizio Iil.l. ponendo Hi al posto dì Hi. 

W 

Si ottiene: H = 2,16 — r— ; W = 32,4 W. 
m 2 °C 

Ti = 5°C; 7*4 = 9.1 "C; h = 14,9°C; Ti = 20"C 

Come si vede, la potenza dissipata è per un fattore di circa 7 maggiore 
rispetto al caso dì intercapedine piena di isolante. 

111.4. Con l'aiuto della figura I1I.2 e della [111.29] si ricava che la conduttanza //, 
totale di ciascuna delle due intercapedini in cui il setto divide l'intercape- 
dine iniziale è data da 

W W W 

H r = H c + H R = 1,1 —r— + 4.3 —t— =« 5,4 . — r— 
nr ' C nr "C nr C 

La conduttanza //; dell'intercapedine è data da \IH\= \/Hr+ \IHt\ cioè 
W 

Hj — Hj/2 = 2,7 ■ — r- — . Il setto di cartone dimezza dunque, aU'incirca, 
m C 

la conduttanza della parete. 

W 

W = Hi AT ^ 18,9— r . 

m 

111.5. Poiché l'alluminio lucidato ha emittanza e = 0,05, la conduttanza radia- 

li 

tiva di ciascuna delle intercapedini si riduce da H R = 4,3 5 ad 

nr "C 

W 

H !( = 0,26 — T - — . La conduttanza totale di ognuna delle due intercape- 
nr C 

W 

dini è pertanto ora H r = U + 0,26 = 1,4 — , ; e la conduttanza della 

nr °C 

w 

loro serie e H s = H T /2 = 0,7 — La P° tenzy scambiata e pertanto 

„ w 
W = Hi A7 = 4,9 ■ — . 

nr 
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III.6. Usando la soluzione [III. 15] dell'equazione di Fourìer relativa a una ««. 
semiinfinita abbiamo: parete 

T(x, t) = r 0 + sin - ox). 

Dove 



V X 2 



Nel caso in esame, 



r o = 15°C; A? =7°; w = = — sec" 1 = 73 • 1(T J se<r' 

7 86400 ' U sec 

Inoltre dalla tab. I1I.1 abbiamo 

p = 2200^-; ,= 880—4^; ^ = 1,28 W 



m J kg°C ' ' m 2 °C 

per cui risulta a = 7,1 nrf 

In dennitiva: T = 15 + 7 e" 7 -" sin (7,3 - IO" 5 r - 7,1 x) (t in secondi, x in 
metri). Va notato che questa soluzione rappresenta un'« onda di tempera- 
tura» che si attenua con una costante caratteristica pari a 7,1 m" 1 (per cui la 

S "ro3 mpÌeZZa * a " na P rofondità di °> 3 ni, si è ridotta di un fattore 
e ' ' • = 0,13) e che procede con una velocità pari a 

,,03.10^.^-^3,61.10-^- 
a s h ' 

per cui alla profondità d = 030 m essa arriva con un ritardo pari a 
— * 8,3 h. 



IH.7. L'esercizio si risolve in maniera analoga all'esercizio 1II.2. La conduttanza H 
della finestra è data da Ì/H = \IH d + \/H v + UH iV . dove 

W w 



m 2c C ' '"" m !(1 C 



|vedi fig. Ili .4 in corrispondenza di v = 20 -y^- = 5,5— j; 



* -4-186- w 



d nr °C ' 

Risulta 

W 

H = 5,3 — j— — . 

Dunque 

W- HAT- 5,3— ^— -20°C = 106-^-. 

nr °C m 2 



Abbiamo visto, risolvendo l'esercizio III. 7, che la conduttanza ff della 
finestra è determinata sostanzialmente solo dalle conduttanze dell'aria 
(strato interno e strato esterno), poiché rispetto a queste la lastra di vetro si 
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comporta praticamente come un corto circuito termico. Possiamo dunque 
scrivere 

1111 
■ + + 



H H ci Hq H ce 
dove 

W W 

sono i due termini che già avevamo valutato risolvendo l'esercizio III. 7., 
mentre H D è la conduttanza della intercapedine fra i due vetri. H D è la 
somma del termine convettivo H DC e di quello radiativo H DR . Dalla fig. 1M.2 
risulta 



H ÙC = 1,5 



W 



mentre dalla [111.29] (vedi anche esempio 1II.3) si ha 



W 



m 2 °C 



Dunque 



In conclusione 



H (, W 



H=\^r + -T + —\ ,„„ ~ 2,85- 



. 7,2 6 23 / m 1 °C m 2 °C 

Dunque 

W 

W - HAT » 43 — j- , 
m 



lll.'J. I sliikÌo gli stessi simboli impiegati nella soluzione dell'esercizio III. 8., si ha 
ui.i Hdc = 0, e quindi 



Dunque 



W 

^ = 4,5^- 



H = [— + — + —\ — — = 2,47 — 



7,2 4,5 23 / m 2 °C ' rrì °C 

FP = HAT = 37— j- . 

m 



II!. 111. Usiamo ancora gli stessi simboli impiegati nella soluzione dell'esercizio 
111.8. Notiamo che H ce , H d ,H D sono tutti costituiti da due termini, uno con- 
fi'' 

venivo e uno radiativo. Il termine radiativo H DR vale H D » = 4,5 = 

(vedi soluzione dell'esercizio III.8.) in assenza di Sn0 2 . Se la superficie di 
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un vetro viene trattata con Sn0 2 , il relativo cofficiente di scambio radiativi 

H» = 



diviene 



— + — - 1 

E, Cj 

con E[ = 0,2 anziché 0,9; risulta 

W 



H R = 1,05 



m°C ' 



Se entrambe le facce dei vetri che affacciano verso l'intercapedine sono trat- 
tate con Sn0 2 , va posto e, = c 2 = 0,2 ed H m diviene 



W 

non - 0,6 — — 



nr °C 

Con questi valori, nei vari casi si ha: 

1 1 1 \~ l W W 



a) H = + + — II — = 2 84 — - ■ 

7,2 6 23 m^C ' m* °C ' 



W 

W = HAT = 42,8 — r 
nr 

b) H = — + + ■ — — — = 2 09 ' ■ 

\ 3,75 ó 23 J m 2o C 1 m 2 °C 1 
W 

W = HAT = 31,3 — r 
nr 



7,2 2,55 23 / nr U C ' nr' °C ' 
II' 



= HAT = 25, 



ITI" 



7,2 2,15 23 / m J(, C " nr °C 1 

W = HAT = 22,8-^- . 

nr 

lil. II. La convezione è assente. La conduttanza unitaria (meccanismo di condu- 
zione) è 

A. 0,025 W W 
H < = ~7 = r^r = 0,25 • 



<7 0.10 nr"C ' m 2o C 
(vedi lìg. II1.1 per il valore dì A). La conduttanza radiati va è 

4 a r J 



1 1 

— + — - 1 

E| Ei 



con e, = e 2 = 0,05; risulta 
Si ha dunque 



W 

H R = 0,13 — T -~ 



W w 
H = H R + H f = 0,38 , ; W = H AT = 7,6 — T . 

nr °C m 3 
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NI. 12. Si ha ora convezione, meccanismo che assorbe anche la conduzione. Dalla 
figura 111.3 si ha 



H t = 3,5 



W 



m 2o C ' 
In totale 



W w 
H = H c + tì R = 3,63 — j~- ; W = H AT = 72,5 — 
m C trr 



111.13. Nel calcolo della conduttanza radiativa va ora posto ei = e 2 = 0,94. Risulta 

W 



H R = 4,8 



m 2 °C 



\V \y 
H = H, + H H = 8,3 — r— ; W - H &.T = 166 — r 
nr C m 



111.14. Il metabolismo dell'uomo in corsa comporta un dispendio di energia pari a 
250 ± = 250 ■ 3600 ^- - 250 ' 3600 — = 215 kcal 



5 h 4,18 /; /i 

Un kg dì gasolio è dunque in grado di rifornire energia per un numero di 
ore pari a 10.000 kcal • - - — — — = 46,5 ft, e dunque per un percorso 
k m 

di 10 • 46,5 h = 465 km. 

/; 



111.15. Sì ha 



W 5 = So rj = 4xR 2 s a T* = 



\V 

= 4tc(7. 10 K m) 2 -5,67- 10" s , , (5,76 ■ IO 3 ) 4 A" 4 = 3,6- I0' h W. 

mr k 

L'angolo solido coperto dalla terra è 

v. R 1 

Or = ~t- = 55 • 10 HO sterad. 
La frazione F intercettata dalia terra è 



F= e* 4,4 • I0~ 10 

4n 



111.16. La frazione di energia solare compresa nell'intervallo visibile è circa 0,45 
del totale. 



IN. 17. Lo spettro risulta modificato al suoio cosi come mostrato approssimativa- 
mente in figura di pagina seguente. 



IH.18. Il flusso di potenza che colpisce l'unità di area della finestra è 

W w 
<p = 4> cos 6 = 700 —r . 0,704 = 500 —~ • 
m m 3 ' 

la potenza assorbita è dunque 

W 

W*= 0,15 <p = 75— r. 

m 

All'equilibrio, deve essere W = 2ff&T(\l fattore 2 tiene conto del fatto che 
il vetro disperde energia su entrambe le facce), dove H (dalla fig. IH 4) 

risulta essere pari a circa 7,2 ~^T^~- Si ha dunque 

AT= = 75 — 5 sV 

14,4 — t"o 

ni °C 

La temperatura del vetro è dunque di circa 25°C. 
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Capitolo quarto 

IV. I. Per i cidi di Carnot (reversibili) si ha: 
ti (TV, 7» = 

'e 

a) T e = 500 K. T f = 300 K -* ti (500, 300) = 1 - -Jjjjj- = 0,40 

b) r f = 520 K, 7} = 300 K -+ ij (520, 300) = ] - = 0,42 

c) T c = 500 K, T f = 280 K - t, (500. 280) = 1 - -=^- = 0,44 

500 

Osserviamo che, nei cast b) e c), a parità di differenza di temperatura tra le 
sorgenti, è preferibile, dal punto di vista del rendimento, avere a più bassa 
temperatura la sorgente fredda. 



Occorre esprimere £> ( . (assorbito) in funzione di Q f (ceduto): 

1 \QA-\Q/\ , n , , n . Inl 
n = Tqa = — \qT~ " ÌQA = ìqA ~ ìqA 

da cui: 

\Qr\ 



1 0, 1 = 



1 -n 



Indicando con Ai l'intervallo di tempo nel quale la macchina produce il 
lavoro Z., per la potenza richiesta si ha: 



Al Af 1 — t| \ A/ 

^ = ( 5 JLlL^U= 400 ^- 



A/ \ s / \ g 



= 2,57 • 400 = 1028 = 4,3 kW 

s 



IV3. ti = . 1 , ; | QassÌ = \Qab\ + \Qda\ 
I Uass I 

Z. = {Pa-Pd) -{V b -Va) = (2 atm) - (3 1) = 6 l ■ atm 

I Qab\ = n C P (T B ~T A )=-^- (P B Vb - Pa Va) = 

K 

= -i-(4 - 4-4 • I) = 30 1 • atm 
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I Qab\ = » CyìTa -T D ) = -jf (Pa V a - Po y D ) = 
= -L(4 . i _ 2 • 1) = 2 [ -atm 



t| = nA 6 „ - 0,188 
30 + 2 



11 lOaisI \Qass\ 

I fiera I = l Qbc\ = U C ( - ( r c - 7» I = « G ( T B - T c ) 

I (kssl = I Qab\ = Qab = nRT A In (V B fV B ) 

Cv{T B - Td , - 7- c /r^) 

T| = 1 — — = 1 — 



R\n{V B !V A ) R\n(V B /V A ) 
Esprimiamo il rapporto Tc/T A in funzione di V A e V B : 
T c y'c ] = T A V7 l - TcVl' 1 = T A Va' - T C /T A = (V A /V B )^ 
Dunque: 

5 " 

T| = 1 — ■-■ =11- 



l - 

3 



R\n(V B /y A ) 2 In 3 



= 0,19 



IV.5. La macchina che, lavorando con due sole sorgenti, ha il massimo rendi- 
mento, è la macchina reversibile di Carnot. Il suo rendimento è 

' T, 373 

Procedendo in modo analogo a quanto fatto nel problema IV.2, si ha: 

L = —2— \Q,\ con \Q f \ = mX = (20 • 10 3 g) 80-^- = 1,6 ■ 10 6 ca! 
1 - rj \ g / 

0 27 

L = : 1,6 • IO 6 = 5,9 ■ 10' cui 

1 - 0,27 



IVA a) Adiabatica BC: Q B c - 0, AU = L BC = U c - U B = n CV(T 3 - T t ) 
Adiabatica DA: Qva = 0, AU = L DA = (/.< - (/j, = n CV(Ti - T 2 ) 

n Cy(T 2 - T\) 

« Cr(r t - r : ) 

Si ottengono lavori uguali in modulo e di segno contrario perché le rela- 
tive trasformazioni adiabatiche collegano le stesse isoterme {T\ e 7V|. 
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b) r, = 1 - ~~T con | Q ASS \ = Q AB = nRh ln(V s /V A ) 
I Qass\ 

! Qced I = I Qcd I = !« R T 2 in ( IV F c ) | = 
= n/f 7" 2 ln(K f /P D ) 

. T 2 Ìt\{Vc/Vd) 
rj = 1 - 



Osserviamo che, nel caso di ciclo reversibile, V B }V A = V c IV D e, quindi: 
ri = 1 - n/7,. 

200 In (2,3) , 166,6 , „ jo ft „ 

r, = 1 _ ■■■■■■■ = 1 - ^ ' = 1 - 0,48 - 0,52 

500 In 2 346,6 

7\ 200 

c > t\rev = 1 ~ ~ = 1 - -^r = 0.60 
\rev T 50Q 



1V.7. La quattro fasi de! motore a scoppio sono rappresentate, in modo ideale, 
come segue: AB compressione rapida e sostanzialmente adiabatica; BC scop- 
pio della miscela che immette in tempi brevissimi {K= cost) il calore 
Qbc > 0; CD espansione veloce adiabatica; DA crollo rapido di pressione, 
per l'apertura della valvola di scarico, a volume costante e con trasferimento 
di calore verso l'esterno (Qda < 0). 



\Qced\ 
\Qass\ 



- 1 



\Q 



\Qbc\ 



n C\-{Td- T a ) 
n Cy(T c - T B ) 



- ) 



{Tp- T A ) 
Oc- T s ) 



Te V"b' = T D V' A ~ ] 



(T c - T B ) V'b ' = (T D - T a ) V\ 1 da cui: 



Tp- Ta 
Te- T B 



= — = 0,44 



= J - 



(Tp- T À ) 
(Te- T 0 ) 



- ì - 0,44 = 0,56. 



Il rendimento di un ciclo otto reale è, naturalmente, minore di quello calco- 
lato nell'ipotesi di trasformazioni reversibili (quasi-staliche e senza attriti). 



IY.S. La polì tropica AB ha la forma p V = cost, con k = 1/2. Inoltre il rapporto 
di compressione VbIV a = a = 2, 
Per calcolare il rendimento 



ti = 1 



\Qced\ 
\Qass\ ' 



occorre determinare in valore assoluto e segno le quantità di calore scam- 
biate nei tre rami del ciclo. 



Qab = n C k (T B - T A ) = C k 



PbVb Pa Va C k 

— — - — Va^Pb-Pa). 
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Ma P A V k A = P B V k B * P A = P B a k 
Qab = ~y V A P B {a-a k ). 

Qab è certamente positivo (a > 1, k < 1) e quindi Q AB è assorbito. 
Qbc= n Cp(T c ~ T B ) < 0 (calore ceduto). 
Il modulo di Qbc vale: 

I 0,A -.C rl T.-T d -. cjfg- _ .& ft „ 

<?C4 = « C(/(7Vr- T c ) > 0 (calore assorbito) 

e " - " c '(^f - -Tr) - T - « » ^ * <«'- a 

Nel caso di gas monoatomico (Cy=~R, C P = — R), k = — ed a = 2 
SÌ ha; ^ 

r , R 3 „ R 3 7 

° = Cv + — ~ T R + 73777 = T * + 2 * = T * 

I Q^l = Q.^ = "~ (ce - «*) P S J/, = — -~ (2 - 2 m > P 9 V, = 2,05 P, V A 

Qca 

O , „ „ 5 R 



I 2o,l = Qca = («*- I) />* ^ = -i— 1 (2'«- 1) P fl F, = 0,62 /> 
|Q«-| = -~(a- 1) = -|-A (2 _ u ^ ^ = 2 5Pb 



B ?A 



I Qbc\ , 2.5 

- 1 : r- - 6,4% 



\Qass\ \Qab\+\Qca\ 2,05 + 0,62 



Le due macchine di Carnot hanno rendimenti: 



tKF,, r„) = 1 - — ^ = 0,214 

ri(T B . Tj) = 1 = Oi io2 

Il lavoro esfratto dalla macchina motore è; 
\L\= x\(T c ,T a )\Q L \ 

Lo stesso lavoro, in modulo, si ritrova, per costruzione, nella macchina ope- 
rante tra T g e 7}: 
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La quantità Q" a può essere espressa in funzione di | Q/\ con la relazione già 
utilizzata 



10*1 = 



■ QA 



i-ti(r„,7» 

Si ottiene, in definitiva, 



\Q/\ 



i-Ti(r a ,7» 



da cui: 

Ut — Jj) v 

Il calcolo dei calore complessivo scambiato dalla sorgente a temperatura 
ambiente T a , può procedere come segue. Trattandosi di processi reversibili 
di un sistema isolato, la variazione complessiva di entropia è nulla: 

AS univ = 0 = AS, + &S a + AS/+ Aspidi 

ASnmdi = 0 perché i fluidi delle macchine compiono dei cicli. &S C e &Sj\ 
variazioni di entropìa delle sorgenti calda e fredda, sono negative perché 
entrambe le sorgenti cedono calore. Dunque, 

\Q<\ \Qj\ ] \QA _ q 



da cui 



, 0 ,. r .^ + Jf).»3{|f + ^)- 



153.2 cal 



Si perviene allo stesso risultato calcolando, a partire dai rendimenti, separa- 
tamente \Q' a \ e [Q'ól {positive perché ricevute dalla sorgente T a ). 



IV.lil. AS = 



?" ÒQ 

30,1 J 
(acquai 



ÒQ \ 2tì ÒQ 

acqua — ghiaccio (chMucio'i 
7o = 273K 



373 mc/ciT 1 f [ 2 * 1 mc s dT 
m — + ^\ Ò <2 + U — 



, 273 
m ci In + 



m k 



= 0,1 



303 273 



1 ■ (-0,104)-- 



+ m c s In- 



263 
273 



80 
273 



+ 0,5 (- 0,037) 



= 0,1 [- 0,104 - 0,293 — 0,019] — — 0,042 cal/K. 



IV.ll. a) ÙS a = 



T ^ ÒQ 
T\ T 



7 2 medi , T 2 

373 



= 2- 10 J - 1 • In-^- = 552 cal/K 
283 
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] 



b) AS fl 



ÒQ 



T J 7" 2 
mc(T 2 - Ti) 



= - 483 cal/K 



(la sorgente cede calore, per cui Q < 0) 
c) AS„„ = AS, + AS $ = 552 - 483 = 69 cal/K 



IV.!2.A5„„ = AS,„ + A$ lasno 



AS,. 



iti e In 



i_ì _ Irvi 



= 10" ■ 1 ■ In 



293 
363 



62 



214,2 cal/K 



me (Tj - T-,) 
= + — = 238,9 cal/K 

Lo stagno acquista, a temperatura praticamente costante, !a quantità di 

calore ceduta dall'acqua per passare da 90"C a 20"C. 



AS 



gii 



- 214,2 + 238,9 = 24,7 cal/K. 



IV.13. Determiniamo le costanti A e B : 

C(373) = A + 373 B = 6,1 
C(773) = A + 673 S = 6,8 

fi = 2,33 ■ IO" 3 cai/mole °C 2 
^ = 5,223 cai/mole °C 



AS = 



r » 50 f 7 "-' nC{T)dT 



« J r . A ~y~ + „\ Ti B dT = n [A \t\T+ B T]'H 



= 10 



5,23 In 



623 
423 



+ 2^3 - IO" 3 (623 - 423) 



24,9 ca!/K . 



1V.14.T, = 1 -4^r = 1 - 



\Qc\ 



\Qass\ ' IQJ + I&I 
Poiché il ciclo è reversibile 



(f) i£. = _&L + _&L + Qc_ 
J T T A T B T c 



0 



273 

500 373 



= - 328 cai 



n = 1 - 



328 



200 + 300 



= 34,4% 
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IV. 15. Si trova che = 1 



= 0,40. Dunque la macchina è irreversìbile. 



L'entropia dell'universo, costituito dal fluido della macchina e dalle sorgenti, 
dovrà crescere nel processo irreversibile. 

AS un = Assido + AS C + AS/ 

ASn uiao = 0 (il fluido compie dei cicli). 
Per le sorgenti si ha: 



Calcolo di Q c e Qf\ 



n = 



\QA = — 

TI 



100 



\QA ri 0,20 

L = \QA-\Qj\-*\Q/\=\QA- L 



= 500 y 



1 -0,2 
0,2 



J00 = 400 J 



500 400 
AS, in = - — — + — = + 0,33 J/K 



500 



300 



IV.16. Qt 0J = \Q ab \-\Qcd\= AT-\AS\ 
AU = 0 - Ctot = i 

cai 



i = 2tot = (200 K) 20 



K 



= 4000 cai = 1,67 ■ IO 4 J 



T T~ l '//////, 
, , ° T01 




IV. 17. a) AB: isoterma a temperatura T= T\ (tratto orizzontale) 

BC: S = n Cyìn T+ cost (isocora reversibile, per cui la costante include T 
il termine n R\n V) 1 



In r = 



■ + cost 



n O 

7* = a e s/ " c " (andamento esponenziale) 
CA : adiabatica reversibile, isoentropica (tratto verticale), 
b) Si tratta di un ciclo: 

ASciclo = AS A b+ AS B c+ AS C a = 0 
ASca = 0; = « R 1" (K^) > 0 

AS BC = n Cy\n(T 2 /Ti) < 0 

ASab = - ASsc = - n Cyìn (T 2 /Ti) = « CVIn (TJT-ì) = 

3 300 3 

= 1 • — * " ^ -£5£- = 3 In — = 1,22 cal/K 





C(To) 



V B =V C V 
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Allo stesso risultato si arriva nel modo seguente: 
AS AB = H Rln(V B /V A ) 



!_ 

AS AB = n R ln(r,/r 2 )v-i = » 



Y- i 



in (Vr 2 ) 



ln(7-,/r 2 ) 



/f fi Cy 
(C P - Cy) 



ln(7-,/r 2 ) = n0.1n(r,/r 2 ). 



IV. 18. a) L = L AB + L BC (L CA = 0) 

= ~ (Vb~ u a) ( dal 10 principio A £7 = Q - L con Q = 0) 



Lab = « C V {T A - T B ) = n C y T tì 
per cui: 
^ab = n Cy T B 



'A 



con T. V\~' = T R T] 



B >B 1 



t 7 , 



L BC = nRT B \n{V c iV B ) 



- 1 



= 1 ■ — R ■ 300 (3°" - 1) = 981 cai 



1 ■ 2 ■ 300 In [— 



- 659 cai 



L - L AB + L BC = 981 - 659 
b) L = L AB + L BC + L CA . 



+ 322 cai 



Lab ecl L BC hanno gli stessi valori che nel caso a); invece il lavoro lungo la 
trasformazione CA non è nullo, pur restando il volume costante. Nella tra- 
sformazione irreversibile CA il calore scambiato è nullo e quindi AU = - L: 

Le a = " W A - V c ) = ~ n Cy ( T A - T c ) = - n C y (T A - T B ) . 

È da osservare che L CA e uguale in modulo e di segno contrario rispetto ad 
L AB . In entrambi i casi si tratta di trasformazioni adiabatiche tra coppie di 
stati con uguali differenze di temperature, ai quali corrisponde, in modulo, la 
stessa variazione di energia interna. Dunque: 



L = L 



BC 



ti R In 
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IV.19. AS uri = AS (acqua) + AS (sorgenti) 

In tutti e tre i casi a), b) e c) l'ajxjiia passa da 0 U C a 100 0 C. Pertanto si avrà la 
stessa variazione di entropia: 



A5 (a) (acqua) = A5, b) (acqua) = AS U) (acqua) 



4 



273 



312,1 cal/K 



Soluzione degli esercizi 673 



a) *S M (sorgente) = - mC<T f T ' ) = = _ 268>1 cal/K 

i f 373 

bS^l = 312,1 - 268,1 = 44,0 cal/K 

b, A S , w < S o, g e„„> . (- mC( l- Tl> ) + [- -'^-P) . 

IO 3 • 1 • 50 IO 3 • 1 - 50 



323 373 
ASffi = 312,1 - 288,9 = 23,2 cal/K 



- 288,9 cal/K 



c) AS (C) (sorgente) = ( '—\ + 1^ 2 —\ + 

ASft = 312,1 - 293,6 = 18,5 cal/K 

Osservazione: constatiamo che al crescere del numero delle sorgenti inter- 
medie la variazione dell'entropia dell'universo diminuisce. Ovvero, al dimi- 
nuire della d ifterenza di temperatura tra l'acqua e la sorgente con cui scam- 
bia calore, ia variazione totale di entropia diminuisce. 
Con una serie di infiniti scambi termici infinitesimi con infinite sorgenti con 
temperature diverse l'una dall'altra per un infinitesimo dT, e capaci di 
coprire con continuità l'intervallo da 0°C a 100°C, si troverebbe AS un = 0. 
Cioè per una trasformazione reversibile AS un = 0, come del resto sappiamo 
dalla disequazione di Clausius. 



IV. 21). a) L'integrale di Clausius, pari all'integrale j — — da calcolarsi lungo la 

trasformazione reale effettivamente seguita dal sistema (in questo caso irre- 
versibile), è nullo per sistemi isolati. In questo caso l'integrale di Clausius 
consta di tre contributi: 

t" 6(2 (C») [ ÒQ (sorgente) f ÒQ (lago) 

1 ~ + ) f s + 1 ^ = °- 

Il primo addendo della somma è l'integrale di Clausius relativo al rame 
richiesto dal problema: 

t 6Q(C.Q Q S Q L „ 
! T T s T L 

Nel caso del problema la sorgente cede calore Qs pari in modulo al calore 
che riceve il rame; il lago riceve una quantità dì calore Qi pari in modulo a 
quello che cede il rame. Poiché la temperatura del lago è uguale a quella ini- 
ziale del rame, si ha: 

| Qs| = m c(T s - T t ) = ! Q L | = (0 ■ 5 . IO 3 h) |o,09 ~~-J ■ (80 K) = 



Dunque: 

t ZQ(Cu) | Q S \ [ I Q L \ Q 



r r 5 7i 

SQ (Cu) = iQsl _ _ 3600 3600 



r s r L 373 293 

= 9,65 - 12,29 = - 2,64 cal/K . 

È da osservare che, poiché il rame compie una trasformazione che Io riporta 
alla stessa temperatura che aveva all'inizio, la sua variazione di entropia è 

nulla. In questo caso la disequazione di Clausius AS > j~r~ diventa- 

0 > - 2,64 cal/K . 

b) &S T0T = AS Cll + AS S + AS L = 0 + = 

iS ' L 

\Qs\ \Ql\ 3600 3600 
= -~ + — --— + — = + 2,64 cal/K. 



1V.21. dL = dP- (V G - Vù area del ciclo nel piano (P, V) 
àL = rilusi; Qass= mk iV 

r, - i _ J±- _ i 7"- </7" di' 



= <*r- 



7" Ce - Vl) 
ovvero 



dT T(V C ~ V L ) 



(equazione di Clausius-Clapeyron. Vedi Cap. V). 



Capitolo quinto 

V.l. AH = AU + PAV 

Alf= Q-L = Q-PAV 

AH - Q- PAV+ PAV = Q= m\ ev = 18 g. 540-^- = 9,72- IO 3 cai 

g 

AU= Q-PAV= Q-P(V t ~ V t ) = Q-PV g (essendo ^» K/) 
P V g = /ÌT (come se il vapore fosse un gas perfetto) 
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C*ì1 

AV = Q-RT^ 9,772 • IO" 3 cai - 1,98 — — • 363 K = 



K 



= (9,72 - 0,72) IO 3 cai = 9 • IO 3 cai 



V.2. Per un gas perfetto si ha 

dH = dU+PdV + VdP= n C v dT+ n R dT = n C P dT. 

Per 2 n moli di gas perfetto che passano dalla temperatura T, alla tempera- 
tura Tf si ha: 

AH = 2nC P {T f -Ti) = 20,5 moli ■ ■ 1,98 — — —— ■ (320 — 280) K = 

2 moie K 

= 200 cai . 



^■3- Per un gas perfetto 

AH = nC P AT= nC P {T f - Ti) = n ~] = ~ V AP 

\ n R n R j R 

5 R 

AH = — • — - • 10 / • 4 atm = 100 / ■ atm . 
2 /? 

V.4. Ricordando la [V.40] si ha: 

L'equazione trovata indica che il fluido si comporta come un gas perfetto. 



t'.5. S = S(Kn-,rfS = {^ r )r dV (essend0 F= cost) 

— ) = [■¥-) 

V Jt \ dT }v 

4(—) 

>'\dT jv 



AS = \dS 



L'equazione di Maxwell (V.4 1] 



permette di scrivere 



AS = \. \— — | dV 
- 1 ' \ dT jv 

Usando l'equazione di Van der Waals troviamo, per una mole 



e dunque 

[/ 



AS = 



iV-b) 

ed essendo l'entropia additiva per n moli abbiamo 
(V f - b) 



AS = nR\n- 



Dalle derivate parziali della funzione di Gibbs si ha 
/ ÒG 



= - S 



; m . 

\ dP jr 



da cui si ricava l'equazione dì Maxwell utile in questo caso 
dS \ ( 9K 



dP }i \ ÒT Ip 
Perciò: 



H = U + pV^ U+ nRT 

dH = dU + nROT = n C v dT+ n R dT = n C P dT 

A« - . C, ìt, - n - - Q IffL - -Si.) . iPj ¥f _ „, 

La pressione finale P f si trova tenendo conto che si tratta di una adiabatica 
reversibile 



Pr « P 



AH 



- 1 



— • 3 atm • 2 / 



0.67 



- ] 



= - 5,577 / • alni . 



F - U-TS 

G = U-TS + PV 

dF = dU - TdS- SdT. Per un gas perfetto e T = cost 
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(dT = 0; dU = 0): dF=~TdS 

JG^dV-TdS-SdT+diPV). Per un gas perfetto e T = cost 
(rfT = 0; dU = 0; </(/> V) ~ d{n R T) = 0): 

dG = - 7V£ = 

AC = iF = 200 cai . 



V.9. Per una isoterma di gas perfetto si ha (vedi soluzione esercizio V.8): 
dG = — TdS 

Essendo la trasformazione reversibile: 
Ò Q 

<!S = —~; TdS=ÒQ 

da cui dG = - 50 

AG = - Q = _ ioo cai . 

\ H). Dall'equazione di Clapeyron (V.55] : 

(abbiamo usato A fuj = 80 cal/g; T= 273 K; É>, = 1 000 — - 

cmM ' g ' 

V s = 1,091 -^j-j. Si ha dunque: 



134 atm 



K 



La variazione di pressione dP è esercitata dalle gambe del treppiede e vale 
3 ^ aove i _ n e la sezione di ogni gamba di diametro d. Si 

ha dP = 213 atm, e dunque dT = 213 alm K - - 1 6 K 

— 134 atm ' 
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I 

i 
i 
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1. Formule ed approssimazioni 

1.1. Equazioni algebriche 

Equazioni algcbrìclw di secondo grado: 
ax 2 + bx + c = 0 



- b + J b 2 - Aac 
2a 



1.2. Potenza de! binomio 
Per il intero positivo si ha: 



| (x + y)" = S + n x"- 1 y + " {n 2 1} x"- 2 y 1 * 

x*~ 3 )* + ... + nxy"- 1 +>'" = 



»(« - D(»-2) _ M . 3 , , _„_, _ 



2 • 3 

-li"*)**' 

con i coefficienti binomiali 

n \ = n(n - 1) (n - 2) . . . {n ~ A + 1) = ni 1 
A / 1 ■ 2 • 3 ... A' (h - A ) ! ' A ! 

In particolare, nel caso in cui uno dei due addendi del binomio sia l'unità, si ha: 



1.3. Successioni geometriche 

Data una successione del tipo a, ar, ar 2 , «r 1 , la somma dei primi (N+ 1) 
termini per r f 1 vale: 



a + ar + ar 2 + . . . + ar* = « £ / = a' ' 



1 - r ' 



2. Funzioni trigonometriche 

y = *sen6 \ 

cotgd = 



x = R cose 

Y-RtgQ 1 

seco 



>> = *tg6 cos6 

tge = — — esce 



cose sene 

2.1. Relazioni trigonometriche 

sen 2 6 + cos 2 e = I sene = (I - cos*6) 1/2 

sen(-e) = - sene cos (-6) = costì 

sen (a ± p) = sena cosp ± senp cosa — sen — tìj = cose 
cos (a ± P) = cosa cosp + sena senp - cos j-y- - ej = sentì 
sena cosP = -y [sen (a + p) + sen (a - P)] 
cos a cos p = ~y [cos (a + P) + cos (a - P)] 



sen a + sen 



sena — sen 



cosa + cosP = 2 cos 



cos a - cos 



„. 2K11 {-L).„(5zJL) 

p. 2se „^JL). cos (jL±£) 



sen 2 a - sen 2 p = sen (a + P) • sen (a - P) 
cos 2 a - cos : p = sen (a + P) • sen (p - a) 
sen (26) = 2 sentì cose 
cos (26) = cos 2 tì - sen 2 6 =1-2 sen 2 6 
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tg (a ± P) 
tg(26) « - 



= tga ± tg|ì 
1 + tga tg p 

2t g e 



i - tg'e 



sen.v = -™- (e' x - e~' x ) 



cosx = -y (<?'*+ e '0 

c' v = cosjc + / senx 

? l +,v = e- v (cosa - + ; senx) 

2.2. Relazioni per triangoli 
Per un triangolo qualsiasi valgono le relazioni 
sena senft _ sen v 



a 

,3 - „2 



(legge dei seni) 



a +b -labzosy (relazione di Carnot) 

2.3. Alcuni valori delle funzioni trigonometriche 
Ricordando la relazione tra gradi e radianti 6(rad):6(gradi) = 2^:360° 



6 (rad) = 



180 



6 (gradi) 



riportiamo alcuni valori delle funzioni trigonometriche: 



GRADI 


Rad 


St.NO 


TANGLNTL 


COSI NO 


0 


0 


0 


0 


1,0000 


10 


0,1745 


0,1736 


0,1763 


0,9848 


20 


0,3491 


0,3420 


0,3640 


0,9397 


30 


0,5236 


0,5000 


0,5774 


0,8660 


40 


0,6981 


0,6428 


0,8391 


0,7660 


45 


0,7854 


0,7071 


1,0000 


0,7071 


50 


0,8727 


0,7660 


1,1918 


0,6428 


60 


1,0472 


0,8660 


1,7321 


0,5000 


70 


1,2217 


0,9397 


2,7475 


0,3420 


80 


1,3963 


0,9848 


5,6713 


0,1736 


90 


1,5708 


1,0000 




0 




3. Derivata delle funzioni più comuni 

Nella tabella che segue raccogliamo le derivate /'(x) di alcune fra le 
ici funzioni f{x) 



fix) 




y = x° 


/ = ax" 1 a reale qualunque; in particolare: 


y = x" 


/ = n/"' n intero qualunque 


y = x Un = n /7 


- _L v l/n-i _ 1 1 
' n n fP^ " inter0 > 0 




..' - __L i i 

' » imer ° > ° 


^ = lnx 


y = ~7 * > 0 


,y = sinx 


y' ~ cosx 


.K = cosx 

>' = tgX 

y = cotgx 

y - e 
y = a x 

y = arcsinx 


y' = - sinx 

COS X 

1 

>■ = e* 
y = a x In a 
1 

J V 1 - x J 


y = arcosx 


- I 

> Jl-x 2 


y = artgx 




y = arcotgx 


y = T+~x 1 ~ 


y = LA*)]" 


y' = rt[/Mf' -f\x) 




> I/UOI ■■ +<p(x)ln/(x) da cui: 


>* = X* 


y' = x'(\ + Inx) 
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4. Serie 

Esiste una vasta classe di funzioni, dette nnaìith-he, per le quali si verìfica la 
seguente proprietà: se y = f(x) è una tale funzione (che è anche dotata delle deri- 
vate di qualsiasi ordine), x Q un punto dell'intervallo di definizione e Ax un incre- 
mento opportuno, vale la serie di Taylor: ' 

„ | ti . u\ 

Diamo alcuni esempi di sviluppo in serie dì Taylor con x 0 = 0, Ax = x: 

2 X OD fj 

,.. 1+X + JL. + JL. + .... £.£_ 



e = e 1 =l + l+ -t- + -L + ^L + ,..= 2,7182 ... 

Inx = (x- \)--~(x- l) 2 + -~{x~ \f - ... (0 < x < 2) 

ln(l+*> = *--l- * 3_ * 4 + _._ _ £ (-I)-'JC { \x\< 1) 
J- ■> * „=o n 



x 1 " v 3n+1 

senx = x - 



X 3 


x 5 


3! 












2! 


4! 



(x in radianti) 



. . Jc 3 . 2x 5 , 17x 7 , 62x 9 , 

^ = ^in» = j + (Jclno) + (xlnq) 2 + 



JT + ■■■ = Lj- 1) ^2^)1 (* in radianti) 



(ui<f) 



x 



1! 2! 

= V (- 1 )« £ 



senx £ , x 2n 



5. Integrali 

5.1. Integrali indefiniti 

Ricordiamo che l'integrale indefinito (o primitiva) F(x) di una funzione conti- 
nua f( x ): 

F(x) = j/(x) dx + c (con c costante arbitraria) 

è definito come la funzione che soddisfa l'equazione 

dF 

f(x) = — — ovvero dF = f(x) dx 

In base a questa definizione, dalla tabella delle derivate presentate in A3, è 
possibile ricavare degli integrali immediati. 



5.2. Integrali per sostituzione 
Se c primitiva di f(y), cioè se 

m = \f(y)dy 

allora, operando la sostituzione y -* >(.v), si ha 

^LvUM = \fb-{x)]/(x)dx 

dal momento che 

* = </((y(Jf)] = — -rfx = i^x. 

La precedente relazione fornisce un metodo immediato per trovare la primitiva 
della funzione 

g(x) = f\y(x))-y'(x) 

se è nota la primitiva FO ) della funzione f(y). 
Ad esempio, consideriamo l'integrale indefinito 

sen".v co&xdx , 

Ponendo y(x) = senx si ha .e' (a) = cosa- e l'integrale consideratosi può scrivere 
nella forma; 

| sen"A-cos.vtfA- = |j"j'rf.v = jj'\/>', 
che è risolto dalla funzione 

f <->') " / in = — J-rsen ( " + l, jc. 

(h + 1 ) « + 1 

Come altro esempio, consideriamo l'integrale 

tgx dx . 



Operando la sostituzione y = cosa- si ha>''(.v) = - sen. ve l'integrale considerato si 
può scrivere nella forma: 

, ( sen.v [ dv , . . 

g = ) "7o77 ^ = ) ~ ~T = " lnj = - ln|cosjf|. 



5.3. Integrali per parti 
Questa tecnica di integrazione si basa sulla seguente formula: 

\/M g'ix) dx = \fdg = f(x) g(x) - j.f (x)g(x) dx , 

in cui il fattore /(>:) si dice fattore finito e la quantità g'ix) dx fattore differenziale. 
Nella pratica questa tecnica sì basa sulla capacità di individuare, in un'espressione 
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integrandi, un fattore finito ed uno differenziale, in modo tale da ricondursi ad 
integrali noti. 

Per esempio, calcoliamo l'integrale: 



x 2 In x dx 



in cui Inx può essere considerato fattore finito e x 1 dx = d |— fattore differen- 
ziale. Integrando per parti si ha: 

jx 2 \nxdx = j lnx^ j-y-J = -y-lnjf- j~rf(ln^) = 

(-il- 



x 3 , f x* 1 J X 3 

T ìnx -\-T— dx = ~ 



Come altro esempio, consideriamo l'integrale 

x senx dx , 



in cui x può essere considerato fattore finito e senxdx = - rf(cos.v) fattore diffe- 
renziale. Integrando per parti si ha: 

| x senx dx = - j x rf(cosx) = - x cosx - j - cosx dx = - x cosx + senx . 



5.4. Tabella di integrali indefiniti 



Funzione presente 
neirirttesranclo 


integrali indefiniti 


x" 


f x rt+1 
( dx 1 

1 x" = " («-Dx- [ "* U 

( X"' 2 dx x»+ ììn 

J p + 2 


A = tt + [ìx 


1 ^» ■ (n-DVA"- 1 [ " * 1] 



Funzione presente 
nell'integrando 



integrali indefiniti 



x dx 
A" 

x dx 
A 

x 2 dx 
A" 



x 2 dx 
A 

x i dx 
A" 



x 1 dx 
A 

dx 
xA 

dx. 



xA 
dx 



dx 

77 

dx 
x 2 A 2 



dx 



x' A' 



(n - 2) A"" 2 („- i )A *-\ 
M - a In 



2a 



(fi -3) A"-' (n-2)A"~ r 



a 2 



('!- l)A"- 



1 

P' 
1 

P 4 



I 

P 4 



* A 2 



— - 2<xA + a} lnU| 
1 



la 



in - 4) A" 



(n - 3) A 



7PT" 



Uì-2)A"- 2 (w - 1) A'' 1 

3 j + 3 a 2 A - a- 1 In \A \ 

A 



K 
J_ 

a 2 
1 

et' 



or 



In 



In 



In 



P-v 



.2 .-J 



p In 



V 



2 p In — 



3 p In 



A 

3p 2 . 



Binomi del tipo 
(a + x\ (b + x) 



1 (a + x) , 

\ ~ b + x ) dx = -v + (a - è) In 1 6 + a" | 



dx 



1 



I (a + x) (b + x) (a - b) 
xdx I 



In 



b + x 



la * b\ 



(a + x)lb + x\ (n - h \ 



a + x 

[aln|a + jr|- bln\b + x\] 
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Funzioni; presente 
nell'integrando 



Integrali indefiniti 



1 



(a + x) (b + xT (b~ a) (b + x) 



1 



{b - a) 



In 



a + .v 

b + .v 



dx 

(a+x) 2 (c + x) 2 



(a 



J_/_!_ + _L_l 

- bf \ a + x b + x } 



(a - b)~ 



In 



a + a- 
b + x 



A = <r + x- 



dx 1 , x 
— — = — artg — 
A a a 



dx 

dx 
~1T 



x 1 , x 

2 a A ice a 



3x 



4 a 2 A 2 



— — = -r- In {<t l + x s ) 
A 1 



x dx 

x dx 
A 3 



1 



2A 
1 



4A 



x 1 dx 
A 

x 2 dx 
— TT- 



x - oc artg — 
a 



x + 1 



2A 



artg — 

2 a a 



l x J t/.y = _x^ _ _a_ 
] A 2 2 



in A 



x 3 



x>4 

«te 



Xv4 



1 



2« 2 
1 



In 



FTP 



2a'A 



1 

J 2 a ^ 
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Funzione presente 
nell'integrando 



Integrali indefiniti 



dx 

'77 



1 * x 

— r artg — 
tt a 



dx 
x 2 A 



T = 



"77 



A = a 2 - x 3 



dx 
A 

dx 



A 1 
dx 



x dx 
A 

x. dx 
~A F ~ 

x dx 



2a 



In 



a + x 

a - x 



X 4. 1 , 



2 a' A 4 et 



a + x 



a - x 



= 



ln|a 2 -.v 2 | 



1 



2A 
1 



73 = 



4,4 



tt + x 
et - x 



x 2 dx 



x 1 dx 



.v 3 dx 



- x + — In 



1 



ce + X 



In 



« - x 
a + x 



2 A 4 a a - x 

~i~"4~ inM| 



d.v 
— 7T~ 



T5- + Ì'"l"l 



Xy4 



XA 



dx 

1PT 



dx 

~XTF 



2 a' 



In 



— X 



a' - ,v 



~Z TT + TT In 

2 tt M 2 « 

1 1 , 

7-+-V7T In 



1 



2 et 3 



a + jc 



a - x 
3 



tt x 2a 4 J 4 4 a 5 



In 



tt + x 



tt - x 
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Funzione presente 
nell'integrando 



Integrali indefiniti 



A = ax 2 + px + y 



dx 
A 



(4ocy- p J ) 



2 2 a* + p 

TTT7I artg 



(4« Y " P 1 ) 177 



1 



(P' -4ay) 



172 



In 



2ax+p-(p 2 -4ay) 



1/2 



2ctx+p + (p 2 -4ay) 1 " 



2 a a- + p 
dx 1 ax + p 



[4«y > P 2 J 
[p 2 > 4ay] 
EP ! = 4ay] 



2a 



3T 



A* f/X 



(4ay-p" 7 )^ ' 4ay-p 

2a 2a ] A 

px + 2y p 



x rfx 



rfjf 



rfx 



(4ay-pM 4ay-p 



dx 



dx 



xA 



2y A 



2y 



(ÌX 

dx. 



x dx 



1 



1 



1 x* 



x dx 
— 3 — 



x 2 dx 



_J_ 
/■ 

xr a , . 
~2 2~ ln (jc + ^ 



x j </x 



- a'r 



dx 



xr 

dx 
~x~r T 

rdx = 



In 



a + r 



1 , (r+a\ a > 0 



"77 



In 



a + r 



xr a . , 
— + — In (x + r) 



Funzione presente 
nell'integrando 



Integrali indefiniti 



13 3 
r*dx = —7- x? + — a 2 xr + — a 4 In (x + r) 



xrdx = -y 



xr^dx 
rdx 



5 

r - a In 



._ — = 



-j- + a 2 r-a } In 



+ In (x + r) 

x 



a + r 



p = i}x z - a 
a > 0 



dx 



P 

dx 



xdx 



= ln\x + p\ [x 2 > a 2 ] 

1 x 
= ~~^~P 



P 

xdx 



3 — = 



p 



2 1 

x dx xp , a , , , 
— f+—bi\x + p\ 



dx 



1 



xp 
dx 



arcos 



a 

x 



[x 2 > a 2 } 



xp 



T = 



J 1 

— 3 j- arcos 

a p a 



pdx = — — Ini* + p\ 

p y dx = -j-xp 3 a 2 xp +^-- a 4 in\x + p\ 



xpdx = 



xp'dx = -t- 
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Funzione presente 
nell'integrando 



Integrali indefiniti 



pdx 



p 3 <tx 



= p - a arcos 



~ a 1 p + a } arcos 



a 

x 



pdx 



+ ln|x + p\ 



m 



a > 0 



dx 



m 

dx 
m 

xdx 



m 

xdx 
x 1 dx 



= arsen — 
a 

1 j_ 

a 1 m 

= - m 

= _L 

m 

xm 



[x 2 < a 2 ] 



m 

dx 



, a- x 
t— + — =- arsen — 
2 2 a 



In 



xm 



dx 



a + m 



[x 1 < a 2 } 



m 



— 2 

x m 



mdx = 



~77 



xm a x 
+ -t— arseti — 
2 2 a 



3 JCffl J 3 2 3 4 x 

m dx = — ; — + —r~ a xm + a arsen — 
4 8 8 a 



xmdx = - 



xm i dx = 



m 

5 



i , xm 3 a 7 xm a 4 x 
x mdx = ; — + t + — r- arsen — 



mdx 



= m - a In 



8 

a + m 
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Funzione presente 
nell'integrando 



COSA 




Integrali indefiniti 



m 1 dx m y 



+ a 1 m - a 3 In 



a + m 



setiA dx = - cos,v 



X X 

sen — dx = - a cos — 
a a 



x sen a f/x = seri a" - x cosx 



x sen x dx = 2x sen a - (x - 2) cosa 



sen 2 A dx = 



■v sen 2 . 
2 4 



L -2 



x sen a rfA = 



a 2 sen 2 a (/>• 



a sen 2 a cos 2 a 



1 \ , X COS 2 A 

4 T/ sen2A '- — 



sen 3 a 



xsenVvf/x = 



cos' 1 A 



- COSA 



x cos 3 a sen 3 a 3 



12 



36 



■ — ACOSA + — sen a 
4 4 



dx _ In x \ 
+ senx ~ ~ tg \ 4 Tj 



dx 



1 - seiiA tg \ 4 + 2 



sen a dx 



] + sen a 
sen a dx 



x + tg 



1 - sen a 



= - -v + tg 



cosa dx = sen a 



A , A 

cos dx = a sen — 



x cosx dx = cosa + a senA 
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Funzione presente 
nell'integrando 


Integrali indefiniti 




\ x 2 cosxdx = 2 x cosa- + (x 3 - 2) seri a 
( „j , x sen2x 

\ COS X aX — —~ H 

] 2 4 

f 2 j * 2 a seti 2 a cos 2 a; 

1 x cos x dx = — — + H 

J 4 4 8 

^ ^ _l / * 2 1 \ -, , *C0s2x 

x cos a dx = —— + — — seri 2 x + 

i 6 \ 4 8 / 4 

f j , sen 3 x 
1 cos x dx = sertA 

f dx 
ì tgx 

J cos X 

f rfx A 

) 1 + COSA S 2 

f dx A 
1 1 - ctg ^ 
J 1 - cosx 2 

f COSA dx A 

] 1 + cosx ~ * tg 2 

[ cos x dx x 
1 1-cos.v =~ x '^ 2 


seri* 
e 

COSA' 


{ . sen 2 x 
1 seriA cosa dx = — - — 

[ 2 , COS 3 A 

1 seti a - cos x dx = — 

f 3 , sen 2 A 
\ seri x cosa dx = — - — 

[2 1 , 1 / sen4x \ 

l sen a cos x dx = —r- a — 

] 8 \ 4 / 

l = i n t gA 

J seri a cos x 

f dx -1 . , . x 
— = h i n tg 

J senx cos x cosx 2 
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Funzione presente 
nell'integrando 



tgx 



arsen x 
arcos.v 
artgx 



Integrali indefiniti 



dx 



sen J x cosx 
dx 



sen.v 



+ In 



sen^x cos^x 



senx dx 



COSA' 

sen 2 x dx 



cosx 
sen 3 x rfx 



cos x 



cos x dx 



sen.v 
cos 3 x (/.V 



2 ctg2x 



= - ln| cos x\ 



- sen. x + In 



tgx - x 



= ln|senx| 



tg 



(t-t)' 



senx 
cos 2 x dx 



sen 2 x 



sen.v dx 



= cosx + In 



- ctgx 



1 + cos X 

cosx dx 



1 + senx 



In (1 + cosx) 



= + In (l + senx) 



jtgxdx = - ln|cosx| 
^ tg 2 x dx = tgx - x 

— ! — dx = ln|senx| 

) tgx 



dx 



tgx + 1 



= + ~y +— ln| senx + cosx| 



f x X , I — t j 

arsen — dx = x arsen 1- V a - x 

\ a a 

| (arsen -jj" dx = x (arsen -jj -2x + 2ja l ~x : arsen -~ 



I 
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Funzione presente 
nell'integrando 


Integrali indefiniti 




r i x 2 a 2 \ x x j — 3 j 

\ x arsene dx = j-^ — J arseti — +~ v e x 

[ x x r™ ì ì 
i arcos — - dx = x arcos — : — v a " x 
) a a 

[ x J ( x 2 a 2 \ xx f i _ j 
l x arcos — dx = [-^ ;H arcos — ^- V « - v 

artg — dx = x artg — In (a' + x ) 

( x 1 i ■> x. ax 
x artg — dx - — (x l + <n artg — „ 
J a 2 al 




\ e x dx = e> 

\ e as dx = — e ax 
J a 

\e~ x dx = - e~ y 

\ x e ax dx = e™ — - ~V 
J \_ a a . 

\x 2 e°*dx = e** — --^-+^r 
J [ a a -a _ 

U-^T - * - In 0 + 
] 1 + e 

( x e y dx _ e s 
J (1 + x) 1 1 +x 

f <*"'' 

l t )flX cosx tfx = ; ,-— (f cos v + senx) 
) a + 1 


Sn.v 


' j In x dx = x In x - x 

f x 2 x J 
1 x Inx dx = — — Inx — 



Funzione presente 
nell'integrando 


Integrali indefiniti 




j x 2 \nxdx ^ ~\nx-~- 




[ \nx , (Iri.v) 2 
1 ax ~ 

J x 2 




[ ìnx , Inx 1 
1 r~ ax ~ 

J X 2 x X 




J (In xf dx = jc (In x? ~2xìr\x + 2x 




| In (a + óx) tfx = - a + b — In (a + bx) - x 




ln(x 2 + a 2 )dx = a- In <x 2 + a 2 ) - 2x + 2amg~ 

a 



5.5. Integrali definiti 

Se /(>■) è una funzione continua nell'intervallo [a, b] ed F(r) = l /7xì è i» 
sua primitiva, risulta: ! ywMe la 

i = - = [f(jf)]*. 

per ^ e i [nntegrazione per istituzione, laddove si operi la sostituzione x = <p(r) 

j/(*)rf.v = j/[<p(/)] <p'(0 <// 
L^come'Iegu?: 31 ' nell ' in,ervall ° ^ *J d " la variabile occorre proce- 

Ax)tfx = /(<p(0]<p'(Orf/ 

dove la funzione i|r 0c> è l'inversa della <p(/), cioè / = y( x ). 
Riportiamo alcuni integrali definiti notevoli: 



l sin 2 /ix</.* = f cos 2 nx dx = — ti 



con ti intero 



sin"* rf* = 1 cos"xrf.v = ■ 

J 0 Jo 



2 • 4 ■ 6 ■ ... ■ (n - 1) 

3 ■ 5 ■ 7- ... . n " dìspari 

3 • 5 • 7 ■ ... ■ <« ~ 1) 
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I sin a* sin bxdx = \ cosax cosbx dx = 0 con ufi 

Jo Jo 

= _L l/jL a > 0 0V e e"" 2 rfx = Urti 1 e-" 1 rfx 
2 \ a \ h — a 

a 3 ■ 5 • 7 • ... • (2 « -= 1) ìfiT 
= ^ V~ 



a > 0; n intero 



2a 



a > 0; n intero 



6. Numeri complessi 

Un numero complesso A è una coppia ordinata di numeri reali che di solito si 
scrive nella forma 

A = a + ib 

Se a = 0 e b = 0 si ha il numero complesso nullo N = 0. 

Se£ = 0ea^0iì numero complesso si riduce al numero reali 1 A = <t; in 
particolare se b = 0 e a = 1 il numero complesso si riduce alVuniià reale V R = \. 

Se a = 0 e 6 ^ 0 il numero complesso A = ib si dice immaginario paro; 
in particolare se a = 0 e A = 1 il numero complesso si riduce &Wunìtà immaginaria 
U t = /. 

11 numero complesso A* = a - ib viene detto complesso coniugalo di A = a + ib. 

6.1. Definizioni dell'algoritmo complesso 

Dati due numeri complessi A = a + ibsB=c+idsì definiscono le opera- 
zioni: 

- Somma algebrica di due numeri complessi: A ± B = {a ± c) + i(b ± d) 

- Prodotto di due numeri complessi: A ■ B = (ac - bd) + i(ad + bc) 
Casi particolari notevoli: 

A 1 = a 2 - b 2 + ilab quadrato di un generico numero complesso 

(± Vr) 1 = ( + l) 2 = 1 quadrato dell'unità reale 

(+ Vjf = (+ if = - 1 quadrato dell'unità immaginaria. 

Il quadrato dell'unità immaginaria vale - 1; e il quadrato di un qualunque 
numero ib immaginario puro è negativo: (± ib) 2 = - b 2 . In effetti i numeri 
complessi sono stati introdotti per dar significato all'operazione di radice qua- 
drata dei numeri reali negativi. 

- Reciproco di un numero complesso: -j- = g _^ = 1 fl2 + Q uesta defini- 
zione comporta che ■ A = 1 

A 

- Modulo di un numero complesso: 

MI = \a + ib\ = yja' + b 2 

Si verifica facilmente che A ■ A* = \ A\ 2 : il modulo quadrato di un numero com- 
plesso è pari al prodotto di esso per il suo complesso coniugato. 
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asse immaginario 





p 






A = a + ib 






b 


0 




asse reale 






A' ss a — i b 



p* 



6.2. Interpretazione geometrica dei numeri complessi 

Così come i numeri reali sono in corrispondenza biunivoca coi punti di una 
retta (asse reale), così i numeri complessi sono in corrispondenza biunivoca coi punti 
di un piano (piano complesso). Il punto P corrispondente al numero A = a+ ibè 
quello di coordinate cartesiane a e b rispettivamente. 

L'asse delle ascisse di questo piano è detto asse reale e quello delle ordinate 
asse immaginario. 

Il modulo MI = -J a 1 + b 2 di A rappresenta il modulo r A del vettore posizione 
r A del suo punto rappresentativo P. Il complesso coniugato A* di A è rappresentato 
dal punto P* simmetrico a P rispetto all'asse reale. 

E immediato verificare che la somma S = A + B dei numeri complessi A e Bè 
rappresentato dal punto il cui vettore posizione r s è somma vettoriale dei vettori 
posizione r A e r B di A e B rispettivamente. 

L'interpretazione geometrica del prodotto A ■ B è più immediata nella rappre- 
sentazione polare che introduciamo qui di seguito. 




A = a + ib 



6.3. Rappresentazione polare dei numeri complessi 

11 numero complesso A = a + ib può essere espresso, oltre che tramite le 
componenti cartesiane a e b del suo vettore posizione r A ne! piano complesso, 
anche tramite le sue coordinate polari r A> 8 tali che: 



a = r A cos 9 
b = r A senO 



ovvero; 



r A = Ja 2 +b 2 



tg6 = 

a 



per cui 



A = (a + ib) = /, ( (cos6 + / senG) 

L'anomalia 9 è definita a meno di multipli interi di 2n, 
Dati due numeri complessi 

A = (a + ib) = /-^{cose + ;sen6) e B = {c + id) = /- fi (cos<p + /sencp) 

si verifica immediatamente che il prodotto 

P = A ■ B = (ac - bd) + i(ad + bc) = />(cosy + iseny) 

ha come coordinate polari r P , y rispettivamente ti prodotto dei raggi r A e r B e la 
somma degli angoli 6 e <p dei fattori: 



per cui 



y = e + (p 

A ■ B = r A - Mcos (6 + <p) + /sen (6 + <p)) 



Ciò considerato, la rappresentazione polare consente di calcolare e di esprimere in 
termini compatti le potenze «-siine e le radici w-sime dei numeri complessi. 
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Se A = (a + ib) = ^(cos6 + j'senG) si ha infatti 

A* = r5(cos(»e) + /sen(fl6)) 
6 



V7- "fT A 



cos 



l_ + JL 2jc \ + /serl fj_ + A 2n \ 
fi n J \ ti n I 



(k intero). 



Questa espressione ci mostra che ogni numero complesso A ammette n radici 
«-esime fra di foro distinte (corrispondenti a k = 0, 1, n - I), la cui interpreta- 
zione geometrica risulta immediata dalla figura. 



6.4. Rappresentazione esponenziale dei numeri complessi 

L'esponenziale <=' e ad esponente immaginario id (6 reale) è definito dalla rela- 
zione; 

e' 0 = cose + /sen9 

Per conseguenza, il numero complesso A = (a + ib) = r A {cosQ + /sen6) può 
essere scritto nella forma compatta 

A = r A e iQ 

Si verifica Immediatamente che tutto l'algoritmo relativo all'esponenziale e' 6 ad 
esponente immaginario mantiene le stesse proprietà rispetto al caso dì esponente 
reale. Ad esempio, poiché si può trattare / come una costante, si ha: 

e' 6 . e >v ~ ^(e+ip) 

d 
dx 

Sono inoltre di immediata verifica le seguenti relazioni (dette ùvwuh- dì /ùi/cro) già 
anticipate in A.2.1; 




cos 8 = 



senO = 



li 



7. Equazioni differenziali 

Un'equazione differenziale è una relazione tra una variabile indipendente f, 
una variabile dipendente y ed una o più derivate di y rispetto a t. 

L'ordine di un'equazione differenziale è l'ordine della più alta derivata che vi 
compare. 

Risolvere un'equazione differenziale significa trovare tutte le possibili funzioni 
y = y(t) che soddisfano l'equazione data. 

Considereremo nel seguito soltanto alcune semplici equazioni differenziali di 
frequente uso in meccanica elementare. 



7.1. Equazioni del primo ordine a quadratura immediata 



1--™ 



y = y(t)dt + c 
dove c è una costante arbitraria. 

7.2. Equazioni del primo ordine a variabili separabili 

dy 
dt 

da cui: 



^fU)g(y) 



g(y) 

che può essere risolta per quadratura, cioè integrando entrambi i membri 
Per esempio, l'equazione: 

dy 



dt 



a - b\' 



si risolve separando la variabile ; al primo membro e la variabile indipendente t al 
secondo: 

v dv 

" T" = dt 



a- b 



da cui; 



ed integrando 



1 d(a - by 2 ) 
2b {a ~ by 1 ) f "' 



~~ In (a - by 2 ) = / + c 



73. Equazioni lineari del primo ordine 

dy , , 
— +/>• = g 

dove f t g sono funzioni di t o costanti. 

Si moltiplicano ambo i membri dell'equazione per l'esponenziale e fi " e si 
integra. 
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Si verifica immediatamente che 



-L- l ve ' fd '] = -4~ eW+yfe'*" = e'* +/>■] 
di dt " |_ dt J 

e quindi 

ye W = j ffWgd/ + c 

Per esempio, consideriamo l'equazione differenziale: 

dy 

— — + a y = bt con a e b costanti. 
dt 

Si può integrare moltiplicando ambo i membri per e"' dt ed integrando: 

ye al = b\ e"t di + c = 



= be°'\ -\ + c 

da cui 



7.4. Equazioni lineari omogenee del secondo ordine a coefficienti 
costanti 

^4— + 2a-^— + by = 0 con a e * costanti reali. 



dt 1 di 

Si dimostra facilmente che la funzione y = e"" è soluzione dell'equazione dif- 
ferenziale purché: 



m 



2 + la m + b = 0 (equazione algebrica associata) 



Dette wi| ed m 2 le soluzioni dell'equazione algebrica la soluzione completa del- 
l'equazione differenziale è: 

y(i) = c x e m " + ciò" 1 * 

dove ci e c 2 sono due costanti arbitrarie (tante quanto è l'ordine dell'equazione dif- 
ferenziale). 
Poiché: 



Wi,2 = - a + V a 2 ~ b 

si possono avere tre possibilità: 

i) a 1 > b, e quindi due radici reali dell'equazione algebrica 

ii) a 1 = b, e quindi una sola radice reale; la soluzione è in questo caso 

y(t) = e-" ! {c, + c 2 t) 



ni) a 2 < b y e quindi radici complesse. Detto a 2 - b = - n 1 si ha 
y{t) = e-"'(c x f'n C]f -™) 

ovvero 

y(t) = e" a '(^cosffr + ^sentfO 
dove A e 5 sono due costanti arbitrarie. 

alla forma"" " C ° merlente 13 defÌVata pri ™ <" ~ °> '^««ione si riduce 

d 2 v L 

Se b > 0, si pone, di solito * = co 3 , e quindi: 



2.. 

- + u'v = 0 



la cui soluzione è; 

= ^cosw/ + J ffsenw/ = Csen(w/ + <p) 
dove Ce (p sono costanti arbitrarie. 

7.5. Equazioni del secondo ordine di tipo particolare 



^ii'/j QualL '" <,uc f""2'on« Non esistono tecniche cletnenuri di (ino «ne- 



alcune sue forme particolari: 
0 Equazione dei tipo 



( / 2 r 

ù- = fin 



di' 

Questa equazione si risolve quadrando due volte; 

dv ,■ 

- f(0 + a dove /■(/) = /(„ dt 

y = + C] ] di + f, . 

ii) Equazioni del tipo 

d\ 



Si pone 
e dunque 



"rfT = x(t) ; 



rf 2 v = dx 
dt 2 ~~- 



L'equazione differenziale diviene: 



dx 

— =/(/,>■) 

ed è così ricondotta a una equazione differenziale del primo ordine, 
iii) equazioni del tipo 

d 2 y 



i~ = m 



Ponendo 



si ha 



dt 



= x(t) , 



dt 

d 2 y dx dx dy dx 



dF dt dy dt dy 
Sostituendo nella nostra equazione, questa diviene 

dx 



dy 



x = f(y) 



che rappresenta una equazionè differenziale del primo ordine a variabili separabil 
Separando e integrando, si ha 



1 

da cui 



-j- x 2 = F(y) + <\ dove F(v) = dy 



x = -^- = ± i/2F(v) + 2c, 

che rappresenta anch'essa un'equazione del primo ordine a variabili separabili, ed 
dunque immediatamente ricondotta alla quadratura. 



iv) Equazioni del tipo 



Mediante la sostituzione 



~1F - f f—) 



dy 

= x(t) , 



si ha 



e dunque 



di 

d 2 y dx dx dy dx 



dF di dy ' dt dy ' X ' 



dX >■ = fb\ x) 



dy 

L'equazione del secondo ordine è così ricondotta a una del primo ordine. 
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Composto o fisico (pendolo) 261 
Compressione (sollecitazione a) 165 
Comunicanti (vasi) 321 
Condizioni iniziali 65, 117 
Conducibilità (unità di misura) 574 
Conducibilità 553, 571 
Conduttività 554, 558 
Conduzione 552, 553, 556 
Conservative (forze) 125 
Conservatività (condizione di) 128 
Conservazione dell'energia 133 
Conservazione della quantità di moto 

204, 287 

Conservazione momento quantità di 

moto 204 
Contemporaneità e causalità 384 
Continua (funzione) 33, 53 
Continui (sistemi) 201, 209, 310 
Continuità (equazione di) 331 
Contrazione delle lunghezze 388 
Convenzione sul segno del calore 

500 

Convenzione 552, 558 
Coordinata 36 
Coppia (di forze) 203 
Coppia motrice 217 
Coppia resistente 217 
Corda vibrante 373 
Coriolis (accelerazione di) 97 
Corpi rigidi (equilibrio) 237 
Corpi rigidi 236 
Corpo grigio 91 
Corpo nero 89 

Corpo rigido girevole su asse fisso 
258 

Corpo umano (bilancio termico) 568 
Corrente (linee di) 329 
Costante R dei gas 526, 545 
Costante di Boltzmann 541, 636 
Costante di gravitazione universale 
149 

Costanti elastiche 167 

Costanza della velocità della luce 



Covarianza a vista 393 
Covarianza delle leggi fisiche 77, 93 
Covolume (gas) 526, 536 
Critica (velocità) 336 
Critico (punto) 536, 544 
Curvatura (raggio di) 64 
Curvatura dello spazio tempo 411 
Curvilinea (ascissa) 38 

Dalton (legge) 534, 623 
Debye (temperatura di) 637 
Decibel 366 
Densità (di massa) 210 
Densità (tabella) 571 
Densità lineare 210 
Densità superficiale 210 
Derivata di funzione 53 
Derivata di vettori 58 
Derivate (teoremi sulle) 56 
Derivate parziali 126 
Diagramma di equilibrio (o delle fasi) 
621 

Diagramma entropico 597 
Differenziale (forma) 128 
Differenziale 103 
Differenziale esatto 128 
Differenziale totale 128 
Differenziali (equazioni) 89 
Dilatazione de] tempo 387 
Dilatazione termica 506, 507, 525 
Dimensione (equazione) 24 
Dinamica del punto 75 
Dinamico (attrito) 185 
Dinamometro 77 
Discreti (sistemi) 201 
Disordine (e probabilità) 641 
Distanza spazio temporale 391 
Distribuzione (funzione di) 638 
Distribuzione dell'energia (Boltz- 
mann) 641 
Distribuzione delle velocità (defini- 
zione di) 541, 638 
Distribuzione maxwelliana 541 
Disuguaglianza di Clausius 589 
Doppler (effetto) 376 
Due corpi (problema dei) 220 
Dulong e Petit (legge) 523, 637 

Ebollizione (punto di) 629 
Ebollizione 543 
Effetto Doppler 376 
Effetto serra 566 
Elastiche (costanti) 167 
Elastiche (forze) 165 
Elasticità (limite di) 167 
Elastico (urto) 291, 295 
Elettromagnetica (forza) 87 
Emittanza spettrale 564, 573 
Energia cinetica (teorema) 120, 332 
Energia cinetica 120, 203, 226 
Energia cinetica di sistema rigido 246 
Energia e massa 397 



Energia interna 518, 605 
Energia interna dì gas perfetti 528 
608 

Energia interna di gas reale 537, 609 
Energia libera di Helmoltz 615 
Energia meccanica (conservazione) 

Energia oscillatore armonico 17 1 
172, 365 

Energia potenziale 134 

Energia solare 564, 567 

Entalpia 610 

Entalpia libera 619, 621 

Entalpia molare (di reazione e for- 
mazione) 612 

Entropia 589 

Entropia di corpo solido 593 
Entropìa di gas perfetto 593 
Entropia di gas reale 593 
Entropia e disordine 644 
Entropico (diagramma) 597 
Etvos (bilancia di) 161 
Equazione dimensionale 24 
Equazione barometrica 216, 58 
Equazione delle corde 350, 374 
Equazione del tempo 254 
Equazione di Bernouilli 333 
Equazione di Clausius Clapeyron 

602, 621 
Equazione di Van der Waals 536 
Equazione di continuità 331 
Equazione di stato gas perfetto 526 
Equazioni cardinali dinamica dei 

sistemi 213 
Equazioni della statica dei fluidi 314 
Equazioni di Maxwell 614, 616 619 

625 

Equazioni differenziali 87, 701 
Equilibri termodinamici 615, 616 

619, 621 
Equilibrio 78, 141 
Equilibrio chimico 624 
Equilibrio dei corpi rigidi 237 
Equilibrio di un fluido pesante 315 
Equilibrio termodinamico 498 
Equirìpartìzione dell'energia 636 
Equivalente meccanico della caloria 

500, 515 
Equivalenti (sistemi di forze) 228 
Errori casuali 32 

Esperienza di Joule (espansione 

libera gas) 528 
Esperienza di Michelson 382 
Estensivi (parametri, grandezze) 503 
Euleriano (schema) 328 
Evaporazione (energia interna) 539 
Evaporazione 542 



Fahrenheit (scala) 497 
Fase (transizioni di) 620 
Fase 590 

Fattori di forma 289 
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Fisico o composto (pendolo) 262 
Fissione nucleare 401 
Fisso (corpo rigido girevole su asse) 
258 

Fittizie (forze) 94, 98 
Flessione (sollecitazione a) 170 
Fluidi (statica) 313 
Fluidi 309 

Fluidi in campì conservativi (statica) 
322 

Fluidi perfetti 312, 328 

Fluido pesante (equilibrio) 315 

Flusso (linea di) 330 

Flusso (tubo di) 330 

Flusso di un vettore 152 

Fondamentale (armonica) 373 

Forma (fattori di) 289 

Forma differenziale lineare 128 

Forza (definizione dinamica) 84 

Forza (definizione statica) 77 

Forza di Minkowski 406 

Forza di inerzia 96 

Forza elettromagnetica 87 

Forza gravitazionale 87, 149 

Forza peso 87, 160 

Forze (campo di) 122 

Forze (coppia di) 203 

Forze (leggi delle) 87, 148 

Forze (sistemi equivalenti di) 228 

Forze apparenti o fittizie 94, 98 

Forze centrali 149 

Forze conservative 125 

Forze di attrito 178, 182 

Forze di superficie 310 

Forze di volume 310 

Forze di volume conservative 322 

Forze elastiche 165 

Forze esteme ed interne ad un 

sistema 202 
Forze intermolecolari 146 
Forze nucleari 88 
Forze parallele (centro delle) 230 
Forze parallele (sistemi di) 230 
Foucault (pendolo di) 79, 139 
Fourier (equazione della conduzione) 

81 

Fourier (serie di) 354 

Fourier (teorema di) 354 

Freno idraulico 323 

Fresneì Huygens (principio di) 375 

Frigofera (macchina) 583 

Fronte d'onda 347 

Funzione 28 

Funzione continua 33, 53 

Funzione derivabile 54 

Funzione di Gibbs 54 

Funzione di Hetmoltz 615 

Funzione di distribuzione dell'ener- 
gia (Boltzmann) 641 

Funzione di distribuzione delle velo- 
cità 541, 638 

Funzioni di più variabili 126 

Funzioni di stato 503 



Funzioni termodinamiche 605 
Fusione 543 
Fusione nucleare 402 
Fusione (punto di) 629 



Galileiane (trasformazioni) 90, 92 
Gas perfetti 526, 535 
Gauss (teorema di) 153 
Gibbs (funzione di) 618 
Giroscopio (su piano) 255 
Gradi di libertà 36, 273, 636 
Gradiente (operatore) 132 
Grado Kelvin 525 
Grado centigrado 496 
Grado di avanzamento di reazioni 
611 

Grave in caduta in mezzo viscoso 
174 

Gravità (accelerazione di) 83, 163 
Gravitazionale (massa) 82, 83 
Gravitazione universale (costante) 
149 

Grigio (corpo) 565 

Helmoltz (funzione di) 615 

Hess (legge di) 612 

Hooke (legge di) 166 

Huygens Fresnel (principio di) 375 

Huygens Steiner (teoremna di) 245 

Idraulica (pressa) 323 
Idraulico (freno) 323 
Idrodinamica fluidi perfetti 328 
Idrostatica (pressione) 316 
Idrostatica in campi conservativi 322 
Impulso (di una forza) 110 
Impulso e quantità di moto (teorema) 
111 

Incrementale (rapporto) 33 
Indifferente (equilibrio) 141 
Inerzia (asse centrale di) 240 
Inerzia (asse principale di) 258 
Inerzia (forza di) 96 
Inerzia (momenti centrali di) 242, 
277 

Inerzia (momento di) 240, 244 
Inerzia (principio di) 79 
Inerziale (massa) 81, 83 
Inerziali (sistemi di riferimento) 78 
Infinitesimi 101 
Instabile (equilibrio) 141 
Integrale 106 
Integrade definito 107 
Integrale di Clausius 586, 591 
Integrale di linea 119, 122 
Integrale di superficie 152 
Integrale di un'onda 365 
Intensivi (parametri, grandezze) 515 
Interferenza di onde 368 
Intermolecolari (forze) 146 
Interna (energia) 518, 605 



Invarianza della distanza spazio tem- 
porale 390 
Invarianza relativistica 90 
Irraggiamento 553, 562 
Isobare (trasformazioni) 520 
Isobariche (superfici) 289, 297 
Isocore (trasformazioni) 519 
Isocronismo (pendolo) 116 
Isoterme (trasformazioni, gas) 527 
Istogramma 22 



J costante dell'equivalenza calore 
lavoro 516 

Joule (espansione libera di gas per- 
fetto) 528 

Joule (esperienza del mulinello per 
l'equival. mecc. della caloria) 515 

Joule (unità) 118 



K (costante di Boltzmann) 541 
Kelvin (enunciato del II principio) 
579 

Keplero (leggi di) 157 
Kilogrammo massa 82 
Koenig (teorema di) 226 



Laboratorio (sistema del) 289 
Lagrangiano (schema) 328 
Laminare (moto) 173 
Laminare (regime) 336, 339 
Lavoro 504 

Lavoro (di una forza) 118, 122 
Lavoro (segno) 505 
Legge delle masse 624 
Legge di Dalton 533, 623 
Legge di Dulong e Petit 523, 637 
Legge di Hess 612 
Legge di Hooke 166 
Legge di Poiseuille 338 
Legge di Stefan Boltzmann 563, 564 
Legge di Stokes 339 
Legge di Wien 564 
Legge di gravitazione universale 149 
Legge oraria 44 
Leggi delle forze 87 
Leggi di Keplero 157 
Liberi di rotazione (assi) 219, 240, 
242 

Libero (sistema materiale) 205 

Libertà (gradi di) 36, 166, 273 

Lìmite (di funzione) 50 

Limite dì elasticità 167 

Limiti (teoremi di) 51 

Linea di corrente 329 

Linea di flusso 330 

Lineare (densità) 210 

Liquidi non miscibili (equilibrio) 324 

Liquidi reali (moto) 336 

Liquido perfetto 312 

Longitudinali (onde) 348, 357 
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Lorcntz (trasformazioni di) 383, 389 
Lunghezze (contrazione delle) 3S8 



Macchina di Carnot 581, 582 
Macchina frigorifera 583 
Manometro 317 
Massa (centro di) 206 
Massa ed energia 397 
Massa inerziale 81, 83 
Massa ridotta 222 
Massa unitaria (kg) 822 
Massa variabile (sistemi a) 223 
Masse (legge delle) 624 
Materiale libero (sistema) 205 
Materiali selettivi 566 
Matrice delle rotazioni 91 
Matrice identità 89 
Matrici 40, 91 

Maxwell (equazioni) 614, 616 619 
625 

Maxwelliana (distribuzione) 541, 641 
Mescolamento di gas 533 
Metabolismo 568 
Metodo scientifico 19 
Metro (campione) 22 
Mezzo (resistenza del) 173 
Michelson (esperienza di) 382, 408 
Microscopica (interpretazione) 632 
Minkowski (forza di) 406 
Minori (di matrice) 40 
Misura 19 

Misura (unità di) 23 
Modulo di Young 166 
Modulo di rigidità 170 
Momenti centrali di inerzia 242, 277 
Momento angolare 113 , 203 216 
247 

Momento angolare rispetto al bari- 
centro 239 
Momento angolare (teorema del) 114 
Momento di inerzia 240, 244 
Momento di una forza 113 
Moti piani 53 
Moto armonico 116 
Moto circolare uniforme 45 
Moto del centro di massa 213 
Moto del proiettile 67 
Moto di grave con resistenza viscosa 
174 

Moto di pressione della trottola 256 
Moto di rotolamento 267 
Moto di sistema rigido non vincolato 
250 

Moto di sistemi rigidi con vincoli 271 

Moto laminare 173 

Moto periodico 46 

Moto rettilineo uniforme 45 

Moto stazionario 330 

Moto traslatorio (di sistemi) 76 95 

Motore a scoppio 599 

Motore termico 580 

Motori reali 586 



Motrice (coppia) 217 



Nernst (teorema) 647 

Nero (corpo) 563 

Newton (unità) 83 

Nodi di onde stazionarie 372 

Non inerziali (sistemi) 94 

Non inerziali (statica fluidi in siste- 
mi) 325 

Non miscibili (liquidi) 324 

Non vincolato (moto di sistema 
rigido) 250 

Normale (sforzo) 311 

Necleari (forze) 88 

Numero atomico elementi chimici 
629 

Numero d'onda 353 
Numero di Reynolds 340 
Nutazione 254 



Onda (ampiezza dell') 351 

Onda (fronti d') 347 

Onda (intensità di un*) 365 

Onda (lunghezza d') 353 

Onda (numero d') 353 

Onda (pulsazione di un') 352 

Onda progressiva 349 

Onda regressiva 350 

Onde (equazioni delle) 350, 374 

Onde coerenti 368 

Onde in mezzi elastici 347 

Onde longitudinali 348, 357 

Onde sinusoidali 351 

Onde stazionarie 372 

Onde su superficie liquida 363 

Onde trasversali 349, 361 

Ondosa (perturbazione) 347 

Operativa (definizione) 20 

Oraria (legge) 44 

Organo (canna d') 374 

Oscillatore armonico (energia) 171 

172, 365 
Oscillatore armonico 171 
Oscillatore forzato 190 
Oscillatore in due dimensioni 188 
Oscillatore smorzato 176, 177 
Oscillatori accoppiati 192 



Paradosso dei gemelli 412 
Parallele (centro delle) 230 
Parallele (sistema di) 230 
Parametri di stato 21 
Parametro d'urto 289 
Parete massiva (urto contro) 295 
Pascal (teorema di) 323 
Pendolo (fisico o composto) 261 
Pendolo di Foucault 79, 139 
Pendolo di torsione 264 
Pendolo semplice 114, 180 
Perdita di carico 337 



Perfetti fluidi 312, 328 
Perfetto (liquido) 312 
Periodica (tavola) 631 
Periodico (moto) 46 
Periodo 46, 116 
Periodo di un'onda 352 
Perturbazione ondosa 347 
Peso 82, 97, 160 

Peso atomico elementi chimici 629 
Planck (funz 10 ne di, per corpo nero) 

Poinsot (costruzione di) 254 
Poiseuille (legge di) 338 
Polare (rappresentazione) 45 
Poligono di appoggio 238 
Politropiche (trasformazioni) 531 
Pompa di calore 583 
Posizione 36 
Potenza 143 
Potenziale (energia) 134 
Potenziale (funzione) 126, 130 
Potenziale chimico 625 
Precessione (moto di) 256 
Pressa idraulica 323 

Pressione (interpretazione microsco- 
pica) 633 

Pressione 311, 314 

Pressione atmosferica 316, 317 

Pressione atmosferica in' funzione 
della quota 534 

Pressione crìtica 536, 544 

Pressione di vapore saturo, 535, 542 

Pressione idrostatica 316 

Primo principio della termodinamica 
515 

Principale di inerzia (asse) 258 
Principio della velocità limite 392 
Principio di Archimede 319 
Principio di Huygens Fresnel 273 
Principio di azione e reazione 205 
Principio di costanza di velocità della 

luce 280 
Principio di equivalenza 411 
Principio di inerzia 79 
Principio di relatività 76, 381 
Principio di sovrapposizione delle 

onde 353 
Principio secondo della dinamica 83 
Principio terzo della dinamica 204 
Principio secondo della termodina- 
mica 578 

Principio terzo della termodinamica 
647 

Principio zero della termodinamica 

496 

Probabilità (e disordine) 641 
Problema dei due corpi 220 
Problemi d'urto 285 
Prodotto scalare di vettori 42 
Prodotto vettoriale di vettori 43 
Progressiva (onda) 350 
Proiettile (moto del) 67 
Proiettile non puntiforme (moto di) 
250 
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Pulsazione 116 

Pulsazione dell'onda 352 

Punto critico 536, 544 

Punto di elaborazione elementi 629 

Punto di fusione elementi 629 

Punto materiale 35 

Punto triplo 621 

Quadratica media (velocità) 165 
Quadrivettore impulso energia 396 
Quadrivettore spazio tempo 389 
Quantità di moto 110, 203 , 213 



R (costantee dei gas) 256, 545 
Radianze 25 

Raggio di curvatura di traiettoria 64 
Rapporto incrementale 33 
Rappresentazione analitica 32 
Rappresentazione grafica 29 
Rappresentazione polare 45 
Rappresentazione tabulare 28 
Rayteigh (numero di) 558 
Reali (gas) 535 

Realli {liquidi in movimento) 336 
Reali (motori) 586 
Reazioni chimiche 622 
Reazioni vincolari 114, 177, 274 
Regime laminare 336, 339 
Regime turbolento 336, 339 
Regressiva (onda) 350 
Relativa (accelerazione) 97 
Relativa (velocità) 97 
Relativistica cinematica 403 
Relatività (principio di) 76, 381 
Relatività (teoria della) 382 
Relazioni funzionali 28 
Rendimento 582 
Restenza (forze dì) 173, 251 
Resistenze (coppia) 217 
Restituzione (coefficiente di) 297 
Reynolds (numero di) 340 
Ridotta (massa) 222 
Riferimento (sistemi inerziali) 78 
Riflettanza 562, 563 
Rigidi (equilibrio dei corpi) 237 
Rigidi (sistemi, corpi) 236 
Rigidità (modulo di) 170 
Rigido (corpo girevole con asse fìsso) 
258 

Rigido (energia cinetica di sistema) 
246 

Risonanza 191 
Ristretta (relatività) 381 
Risultante (di vettori) 41 
Rotazione (assi liberi di) 219, 240, 
242 

Rotazioni (matrici delle) 91 
Rotolamento (moto di) 267 
Rottura (carico di) 167 

Scala termometrica (punti fissi) 511 



Scambi termici radiativi 564, 565 
Scarti 32 

Schema lagran giano/ euleriano 328 
Schwartz (teorema di) 127 
Secondo 27 

Secondo principio (covarianza) 93 
Secondo principio delia dinamica 83, 
93 

Secondo principio della termodina- 
mica 578 

Segno del calore (convenzione) 500 

Segno del lavoro 505 

Selettivi (materiali) 566 

Serra (effetto) 566 

Sezione d'urto 300, 302 

Sforzo di taglio 311 

Sforzo normale 311 

Sincronizzazione degli orologi 383, 
385 

Sinusoidali (onde) 351 
Sistema del centro di massa 290 
Sistema del laboratorio 289 
Sistema di forze parallele 230 
Sistema di riferimento cartesiano 36 
Sistema materiale libero 308 
Sistema metrico internazionale 25 
Sistema rigido non vincolato (moto 
di) 250 

Sistemi a massa variabile 223 
Sistemi a un sol grado di libertà 136 
Sistemi di riferimento inerziali 78 
Sistemi discreti e continui 201, 210, 
310 

Sistemi equivalenti di forze 228 
Sistemi lontani dall'equilibrio 177 
Sistemi materiali (urti di) 302 
Sistemi non inerziali 94, 325 
Sistemi rigidi 236 
Sistemi rigidi in moto con vincoli 
271 

Sistemi termodinamici 497 
Sistemi vincolati 37 
Smorzato (oscillatore) 176 
Soglia di udibilità del suono 366 
Solare (energia) 564, 567 
Solido (angolo) 153 
Sollecitazione a compressione 165 
Sollecitazione a flessione 170 
Sollecitazione a trazione 166 
Soprassaturo (vapore) 537 
Sorgente 525 

Sovrapposizione di onde (principio 
di) 353 

Spazio delle velocità 169 

Spinta (centro di) 319 

Spinta aerodinamica 335 

Spostamento 47 

Stabile (equilibrio) 141 

Statica dei fluidi 313 

Statica dei fluidi in campì conserva- 
tivi 322 

Statica dei fluidi in sistemi non iner- 
ziali 325 



Statico (attrito) 183 
Stazionarie (onde) 372 
Stazionario (moto) 330 
Stechiometrici (coefficienti) 611 
Stefan Boltzmann (legge di) 563, 564 
Steiner Huygens (teorema di) 245 
Stokes (legge dì) 339 
Superficiale (densità) 210 
Superficie (forze di) 310 
Surriscaldato (liquido) 537 



Taglio {sforzo di) 311 
Tavola periodica elementi 633 
Temperatura (interpretazione micro- 
scopica) 635 
Temperatura 496 
Temperatura Kelvin 525 
Temperatura critica 535 
Temeperatura di Debye 637 
Temperatura termodinamica asso- 
luta 585 
Tempo (dilatazione del) 387 
Tempo 26 

Tempo di smorzamento 177 
Tempo nella relatività ristretta 383 
Tempo proprio 386 
Tensione di vapore saturo 535, 542, 
546 

Tensione superficiale 49, 340 
Termometro a gas 538 
Terra (bilancio termico delta) 567 
Terzo principio della dinamica 204 
Terzo principio della termodinamica 
647 

Timbro del suono 373 
Torricelli (barometro di) 316 
Torricelli (formula di) 334 
Torsione (pendolo di) 264 
Traiettoria 38 

Transizioni di fase 541, 620 
Trascinamento (accelerazione di) 96, 
97 

Trascinamento (velocità di) 97 
Trasformazione adiabatica gas per- 
fetti 530 

Trasformazioni (galileiane) 90, 92, 
384 

Trai formazioni adiabatiche 519 
Trasformazioni di Lorentz 383, 389 
Trasformazioni irreversibili 502 
Trasformazioni isobare 520 
Trasformazioni isocore 519 
Trasformazioni isoterme 527 
Trasformazioni politropiche 531 
Trasformazioni quasi statiche 500, 
504, 528 

Trasformazioni reversibili 501, 528 
Trasformazioni termodinamiche 500 
Traslatorio (moto di sistemi) 76, 95 
Trasparenza 88, 89 
Trasparenza atmosferica 94 
Trasversali (onde) 349, 361 
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Trazione (sollecitazione a) 166 
Trottola (su piano) 255 
Tubo di Venturi 334 
Tubo di flusso 330 
Turbolento (regime) 336, 340 



Udibilità (soglia di) 366 
Unilaterali (vincoli) 178 
Unità di misura (sistemi) 23 
Urti (cinematica relativistica) 403 
Urti 285, 286, 288 
Urti di sistemi materiali 302 
Urti piani 289 

Urto (durata e forze in gioco) 288 
Urto (parametro di) 289 
Urto (sezione d') 300 
Urto anelastico (coefficiente di resti- 
tuzione) 297 
Urto anelastico 296 
Urto contro parete massiva 295 
Urto elastico 291, 295 



Valor medio di una forza 112 
Van der Waals (coefficienti) 546 



Van der Waals (equazione) 536 

Vapore saturo 535 

Vapore soprassaturo 537 

Variabili (sistemi a massa) 223 

Variabili 28 

Variabili di stato 503 

Vasi comunicanti 321 

Velocità (funzione di distribuzione) 

638, 641 
Velocità angolare 46, 63 
Velocità areolare 157 
Velocità assoluta 97 
Velocità critica 336 
Velocità della luce (costanza della) 

382 

Velocità di propagazione onde longi- 
tudinali 359 

Velocità di trascinamento 97 

Velocità di trasmissione onde tras- 
versali 363 

Velocità istantanea 58 

Velocità limite (princìpio della) 392 

Velocità media 47 

Velocità propagazione del suono 360 

Velocità quadratica media 635 

Velocità relativa 97 



Venti nell'atmosfera 97 
Venti d'etere 410 
Ventri di onde stazionarie 372 
Venturi (tubo di) 334 
Versori 39 

Vettore di posizione 44 
Vettori 38 

Vibrante (corda) 373 
Vincolari (reazioni) 114, 177, 274 
Vincoli 170, 178, 271, 513 
Vìncoli unilaterali e bilaterali 178 
Viscosa (forze di resistenza) 173, 
251 

Viscosimetri 338 

Viscosità (coefficienti di) 312 

Viscosità 311 

Volume (forze di) 310 

Volume conservative (forze di) 322 

Volvente (attrito) 186, 268 



Watt 143 

Wien (legge di) 564 



Young (modulo di) 166 



